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SANNIÂ  (A.)  e  D'OVIDIO  (E.),  Profcssori  nelle  Università  di  Napoli  e  Torino. 
—  Elementi  di  Geometria.  3"  edizione,  corretta  e  modificata.  —  Napoli, 
B.  Pellerano,  1876.  i  vol.  petit  in-8",  xvii-559  pages,  392  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  6  fr. 

MORENO  (G.),  Professore  nel  Collogio  militare  e  nell'  Istituto  tecnico  di  Na- 
poli. —  Elementi  ui  Geometuia.  4"  edizione,  con  37a  figure  intercalale 
nel  teste.  —  Napoli,  B.  Pellerano,  1877.  1  vol.  petit  in-8°,  43i  pages.  Prix  : 
4  fr.  5o. 

FAIFOFER  (A.),  Prof,  nel  Liceo  IMarco  Foscarini.  —  Elementi  di  Geometria. 
Venezia,  tipografia  Emiliana,  1878.  1  vol.  petit  in-S",  5o4  pages,  environ 
340  figures  dans  le  texte. 

L'apparition  presque  simultanée  de  ces  trois  Ouvrages  est  une 
preuve  des  soins  qu'apportent  de  nos  jours  les  professeurs  italiens 
au  perfectionnement  des  méthodes  d'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  On  sait  que  les  règlements  de  l'instruction  publique, 
en   Italie,   ont  prescrit    comine    modèle  de    cet   enseignement  les 


6  l'Rl'MlKKl-:   l'ARTIi-:. 

Elihneiils  d'Euclide,  en  laissant  d'ailleurs  aux  piolesseurs  la 
liberté  de  modifier  très-largement  les  détails.  Cette  sage  mesure, 
en  iiièine  temps  qu'elle  a  préservé  les  auteurs  italiens  des  change- 
ineiits  idtra-radicaux  que  l'on  rencontre  dans  certains  Traités  pu- 
bliés dans  d'autres  pays,  a  forcé  les  maîtres  cà  se  retremper  dans 
l'étude  du  chef-d'œuvre  de  la  logique  antique,  le  guide  le  plus  sûr 
vers  les  principes  modernes  de  la  Philosopliie  mathématique,  dont 
les  altérations  apportées  par  les  successeurs  d'Euclide  à  son  admi- 
rable rigueur  nous  avaient  notablement  écartés.  Il  nous  semble 
toutefois  que  le  rôle  des  méthodes  euclidiennes  ne  doit  être  considéré 
ici  que  comme  transitoire,  et  que,  une  fois  ramenée  au  vrai  point  de 
départ,  la  Science  devra  élargir  peu  à  peu  le  cadre  étroit  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  tout  en  conservant  précieusement  les  habitudes 
de  ligueur  cju'elle  aura  contractées,  et  qui  ne  sont  nullement  in- 
compatibles avec  les  méthodes  modernes. 

Le  premier  des  trois  Traités  dont  nous  voulons  parler  est  une 
nouvelle  édition  du  Livre  Cjue  nous  signalions  il  y  a  huit  ans  ('  )  à 
l'attention  des  professeurs.  L'auteur  a  conservé  le  plan  général  de 
l'ancieniie  édition  5  mais  il  a  développé  notablement  certaines  par- 
ties, celles  surtout  cjui  touchent  aux  principes  fondamentaux. 
\j  Inlroduction,  au  lieu  de  six  pages,  en  occupe  maintenant  seize, 
ï^ous  ne  saurions  garantir  que  tous  les  nouveaux  développements 
fussent  également  nécessaires  dans  un  Livre  destiné  à  l'enseigne- 
ment élémentaire,  où  il  ne  faut  pas  trop  multiplier  les  énoncés. 
Quand  le  temps  est  venu  d'initier  les  élèves  à  des  considérations 
plus  élevées,  la  forme  eucbdienne,  universellement  bannie  des 
autres  sciences,  et  qui  a  son  dernier  refuge  dans  les  Traités  de 
Géométrie,  nous  semble  tout  cà  fait  impropre  au  développement  des 
idées  modernes. 

jNous  aurions  encore  cjuelques  critiques  de  langage  à  adresser 
aux  premières  lignes  de  cette  Introduction.  La  définition  deraxiome 
comme  une  vérité  évidente  ne  nous  satisfait  pas,  \  évidence  ne 
pouvant  être,  dans  les  sciences  abstraites,  cju'un  souvenir  d'expé- 
riences plus  ou  moins  répétées,  et  par  suite  un  moyen  d'induction, 
et  non  un  caractère  de  certitude.  Le  mot   Jiypotlir.se  présenterait 


(•)  Bulletin,  i""  sérif,  I.  I,  p.  SSq,  et   Xoiivrllef  Annales  de  Matlicniatiquen,  2'  série, 
l.  X.  p.  380. 
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moins  d'équivoque.  Un  théorème  est  une  conséquence  des  hypo- 
thèses admises,  et  la  démonstration  a  pour  but,  non  de  rendre  le 
théorème  évident  (il  est  souvent  par  lui-même  plus  ésndent  que 
les  hypothèses  d'où  il  résulte),  mais  de  faire  ressortir  ses  liaisons 
avec  les  hypothèses  et  avec  les  autres  théorèmes.  Le  mot  postulat 
(  aiTr,aa  )  a  été  détourné  depuis  longtemps  du  sens  que  lui  attri- 
buait Euclide,  et,  malgré  l'autorité  des  manuscrits  et  des  éditeurs, 
nous  avons  peine  à  croire  que  l'auteur  des  Eléments  ait  entendu 
par  là  autre  chose  que  la  demande  des  moyens  de  tracer  un  cercle 
ou  une  droite  et  de  prolonger  celle-ci. 

La  possibilité  de  diviser  en  deux  parties  égales  soit  l'angle  des' 
deux  directions  opposées  d'une  même  droite,  soit  un  angle  quel- 
conque, soit  une  droite  quelconque,  résulte  d'une  proposition 
générale  qui  se  démontre  à  l'aide  du  principe  des  limites,  pour 
toute  grandeur  qui  n'est  susceptible  de  varier  que  dans  deux  sens 
déterminés  et  opposés.  Plus  d'un  lecteur  sera  surpris  de  trouver  à 
la  page  33  du  Volume  la  démonstration  de  l'existence  d'un  point 
milieu  unique  d'une  droite  donnée. 

Les  auteurs  ont  conservé,  en  la  développant  même  en  quelques 
points,  la  théorie  euclidienne  des  proportions.  Aous  ne  pouvons 
que  répéter  à  ce  sujet  ce  que  nous  disions  il  y  a  sept  ans  :  cette 
théorie  est  un  chef-d'œuvre  que  l'on  ne  pouvait  trop  étudier  à  une 
époque  où  les  moyens  plus  rapides  n'étaient  pas  connus.  Aujour- 
d'hui nous  considérerions  le  temps  comme  mieux  employé  si  on  le 
consacrait  à  acquérir  l'intelligence  complète  de  la  méthode  des 
limites,  chose  indispensable  dès  que  l'on  veut  pousser  ses  études 
mathématiques  au  delà  des  quatre  règles.  Cette  prédilection  des 
auteurs  pour  la  méthode  d'Euclide  a,  en  ovitre,  l'inconvénient  de 
rompre  l'unité  de  leur  Ouvrage,  dont  une  partie  se  trouve  écrite  dans 
l'esprit  des  anciens,  l'autre  dans  l'esprit  des  modernes. 

Si  nous  maintenons  les  critiques  que  nous  avions  formulées  au- 
trefois tant  sur  ce  point  que  sur  d'autres  moins  importants,  nous 
maintenons  aussi  les  éloges  que  nous  avions  donnés  au  travail 
consciencieux  des  deux  savants  professeurs,  et  nous  en  recomman- 
derons vivement  la  lecture  aux  élèves  et  aux  maîtres,  mais  surtout 
à  ces  derniers,  qui  y  trouveront  de  grandes  ressources  pour  perfec- 
tionner et  varier  leur  ensciirnemenl. 
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Le  Livre  de  ]\L  Moreno  oflre  un  caractère  plus  élémentaire  que 
le  précédent,  et  naturellement  les  développements  touchant  à  la 
pliilosopliie  de  la  Science  n'y  tiennent  que  bien  peu  de  place.  Nous 
pensons  que  l'auteur  ferait  bien,  dans  sa  prochaine  édition,  de 
rayer  du  nombre  des  axiomes  cette  tautologie  que  «  le  tout  est 
égal  à  la  somme  de  ses  parties  ». 

Le  plan  de  l'Ouvrage  est  à  peu  près  le  même  que  celui  qu'ont 
suivi  MAL  Sannia  et  d'Ovidio.  Il  se  divise  en  deux  Parties  :  Plani- 
ruétrie  et  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  Parties  se  divise  elle-même 
en  quatre  Livres,  ayant  pour  titres  respectifs  :  L  Laligne  droite.  — 
IL  Le  cercle.  —  III.  Pv.elations  métriques  entre  les  éléments  des 
figures.  — IV.  Mesure  des  ligures.  —  V.  La  droite  et  le  plan.  — 
yi.  Surfaces  courbes.  — \'I1.  Kelations  métriques  entre  les  éléments 
des  figures.  — MIL  Mesure  des  figures. 

Il  y  a  de  plus  deux  Appendices,  l'un  à  la  suite  de  la  Planimétrie, 
traitant  des  maxima  et  des  niininia,  l'autre  à  la  fin  de  la  Stéréo- 
métrie, traitant  de  la  similitude.  L'Ouvrage  est  terminé  par  une 
«  Note  sur  quelques  propositions  admises  dans  ces  éléments  ». 
Chacun  des  huit  Livres  est  suivi  d'un  recueil  d'Exercices.  La  notion 
de  la  longueur  d'une  ligne  courbe  ne  nous  parait  pas  établie  avec 
toute  la  rigueur  désirable. 

Nous  dirons,  pour  conclure,  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de 
M.  Moreno  est  une  excellente  préparation  à  celle  du  Traité  de 
MM.  Sannia  et  d'Ovidio,  et  qu'il  contientdéjà  à  lui  seul  toutes  les 
propositions  nécessaires  pour  aborder  les  parties  plus  élevées  des 
Mathématiques. 


Le  traité  de  M.  Faifofer,  dont  il  nous  reste  à  parler,  s'écarte 
beaucoup  plus  que  les  deux  précédi'uls  de  la  forme  euclidienne, 
sans  pour  cela  que  la  rigueur  euclidienne  y  fasse  défaut.  Le  mode 
d'exposition  est  moins  dogmatique  et  se  rapproche  plus  de  la  ten- 
dance analytique  de  la  Science  actuelle. 

On  y  remarquera,  par  rapport  à  l'ordre  habituel,  quelques 
transpositions  qui,  au  premier  abord,  pourront  ne  pas  sembler  na- 
turelles 5  ainsi  le  Chapitre  qui  traite  des  parallèles  ne  commenctî 
qu'à  la  page  102-   Mais  on  peut  expliquer  cette  détermination  de 
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l'auleur  pai'  le  désir  d'exposer  d'abord  toute  la  partie  de  la  Géo- 
métrie plane  cpii  ne  repose  pas  sur  l'axiome  des  parallèles. 

La  Géométrie  de  l'espace  est  un  peu  sacriliée;  il  n'est  pas  ques- 
tion de  la  théorie  des  triangles  spliériques,  qui  aurait  pu  être  traitée, 
sans  augmentation  sensible  de  l'étendue  du  Livre,  en  même  temps 
que  celle  des  angles  trièdres,  qui  n'en  est  qu'une  forme  difïérente. 

Voici  un  aperçu  de  la  division  de  l'Ouvrage   : 

Des  vingt-trois  Chapitres  dont  il  se  compose,  les  treize  premiers 
sont  consacrés  à  la  Planimétrie,  les  dix  autres  à  la  Stéréométrie. 

Planiniétrie.  —  L  Notions  fondamentales.  L'auteur  y  développe 
les  propriétés  les  plus  simples  de  la  droite  et  du  cercle,  de  manière 
à  permettre  au  lecteur  de  résoudre  par  la  règle  et  le  compas  les 
problèmes  fondamentaux.  —  IL  Angles  et  triangles.  —  IIL  Du 
cercle.  —  IV.  Droites  parallèles.  —  V.  Parallélogrammes.  — 
VI.  Equivalence  des  polygones.  —  VIL  Aires  des  polygones.  — 
VIII.  Angles  dans  le  cercle.  — IX.  Polygones  réguliers.  — X.  Rec- 
tification et  quadrature  approximatives  du  cercle.  —  XL  Propor- 
tion, proportionnalité.  —  Xll. Segments  proportionnels. — Xlll.  Si- 
militude des  figures. 

Stéréomcirie,  —  XÏV.  Plan  et  droite  perpendiculaires.  — 
XV.  Dièdre.  —  XVI.  Trièdre.  —  XVII.  Parallélisme  des  droites 
et  des  plans.  —  XVIIL  Prisme.  —  XIX.  Pyramide.  —  XX.  Po- 
lyèdres semblables.  —  XXI.  Volumes  des  polyèdres.  —  XXII.  Cy- 
lindre et  cône.  —  XXIII.  Sphère. 

J.  H. 


Dia  F.-J.  STUDMCîvV  ZIkladové  vvssi  maïhicmatikv.  —  l^il  prvni.  0  |)oclu 
differencialnîm.  S  celnymi  drevotisky.  Driihé,  vaine  zmènèné  vydâiii.  —  V 
Praze,  1878  ('). 

M.   Studnicka,  professeur  à   l'Université  de  Prague,  avait  déjà 
publié  sous   le  même  titre,  dans  les  années   1 867-1 871,  un  Cours 


(')  Stldnicka  (  D"'  F.  J.).  Eléments  de  Mathématiques  supérieures.  Tome  I  :  Calcul 
différentiel.  Avec  de  nombreuses  figures  sur  bois.  Deuxième  édilion,  notablement  re- 
maniée. Prague,  1878.  i  vol,  in-8,  2S0  p. 
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lo  PREMIERE   PARTIE. 

d'Analyse  supérieure  en  trois  volumes,  dont  la  nouvelle  édition, 
qui  commence  à  paraître,  démontre  suffisamment  le  succès.  N'ayant 
connu  que  Irop  tard  cet  Ouvrage  pour  le  signaler  dans  le  Bulletin 
à  l'époque  de  la  première  publication,  nous  rendrons  compte  des 
\olumesde  la  seconde  édition  à  mesure  qu'ils  jnous  parviendront. 

Bien  que  l'auteur  ait  pris  à  tàclie  de  resserrer  son  exposition 
dans  la  moindre  étendue  possible,  le  mince  volume  que  nous  avons 
entre  les  mains  n'en  contient  pas  moins  une  grande  richesse  de 
matériaux.  L'auteur  y  fait  un  heureux  usage  des  déterminants,  qui 
ont  été  pour  lui  l'objet  de  nombreux  travaux.  Il  est  entré,  pour 
cette  nouvelle  édition,  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Baltzer,  et  l'on 
trouve,  en  notes  au  bas  des  pages,  quelques  utiles  renseignements 
historiques. 

Le  titre  même  indique  que  l'auteur  adopte  la  division  habituelle 
du  Calcul  infinitésimal.  Le  premier  ^  olume,  consacré  au  Calcul 
différentiel,  se  compose  de  trois  Livres,  précédés  d'une  Lilroduc- 
tion  qui  traite  des  fonctions  en  général,  de  leurs  diverses  natures, 
de  leur  continuité  ou  de  leur  discontinuité,  de  leur  représentation 
graphique,  de  la  mesure  de  la  rapidité  de  leur  variation  (dérivée, 
différentielle),  de  la  signification  géométrique  de  la  dérivée  et  du 
but  général  de  la  haute  Analyse, 

Le  Livre  J  a  pour  objet  la  différentiation  et  les  dérivées  en  général. 
Il  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  De  la  dérivée  première.  —  Différentiation  des  fonctions 
simples.  Fonctions  inverses,  fonctions  composées  ;  différentielles 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes^  fonctions  im- 
plicites, fonctions  de  fonctions. 

B.  Des  dérivées  d' ordres  supérieurs.  —  Après  avoir  un  peu 
sommairement  établi  la  représentation  des  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs au  moyen  des  différentielles  de  même  ordre,  l'auteur  passe  à 
la  détermination  directe  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonc- 
tions, tant  simples  que  composées,  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
explicites  ou  implicites. 

C.  Chmiiçemeiil  de  'varinhles.  —  L'auteur  traite  les  divers  cas, 
et  termine  par  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbi- 
traires au  nioveii  de  l;i  (lilVén'nlialioii. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  n 

D.  Des  relations  entre  les  fonctions  primitives  et  leurs  déri- 
vées.—  Expression  de  raccroissement  de  la  fonction  à  l'aide  d'une 
valeur  moyenne  de  la  dérivée  première  et  à  l'aide  des  dérivées  su- 
périeures. Séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 

Le  Livre  II  contient  les  applications  du  Calcul  diirérentiel  à  la 
résolution  des  problèmes  d'iVlgèbre  supérieure. 

A.  Déterniinalion  des  ^vraies  'valeurs  des  expressions  de  forme 
indéterminée. 

B.  Maximn  et  minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  —  L'auteur  prend  pour  base  le  développement  par  la 
série  de  Taylor,  ce  qui  exclut  le  cas  où  la  dérivée  devient  infinie. 

C.  Développement  des  fonctions  en  série.  —  Méthode  des  coef- 
ficients indéterminés.  Application  des  séries  de  Taylor  et  de  Mac- 
laurin. Nombres  de  Bernoulli.  Série  de  Bernoulli. 

D.  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Le  Livre  III  a  pour  titre  :  «  Application  du  Calcul  différentiel  à 
la  solution  des  problèmes  de  Géométrie  supérieure.  » 

A.  Sur  les  courbes  dans  le  plan.  —  Tracé  des  courbes  planes. 
Différentielles  de  l'arc  et  de  l'aire  \  on  pourrait  désirer  ici  quekjues 
développements  sur  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
Tangentes,  normales,  asymptotes,  contacts  de  divers  ordres,  cour- 
bure. Usage  des  coordonnées  polaires.  Points  singuliers. 

B.  Sur  les  courbes  dans  l'espace.  —  Tangentes  et  plans  nor- 
maux. Contact  des  courbes  dans  l'espace.  Piayons  et  centres  de 
courbure.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces,  plan  et  sphère  os- 
culateurs.  Double  courbure. 

C.  Des  surfaces.  —  Plan  tangent,  normale.  Positions  relatives 
du  plan  tangent  et  de  la  surface.  Contact  des  surfaces.  Mesure  de  la 
courbure.  Sections  principales.  Lignes  de  courbure. 

•  D.  Des  lieux  géométriques .  —  Courbes  enveloppes.  Dévelop- 
pées. Surfaces  enveloppes. 
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Grâce  à  la  clarté  avec  laquelle  est  présentée  la  suite  des  formules 
dans  les  diverses  Parties  de  ce  Traité,  il  pouiTa  être  consulté  avec 
grand  profit  par  les  personnes  mômes  qui  ne  sont  pas  familières 
avec  la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit.  J.   H. 


TABLES  DE  LOGARITHMES  à  12  décimales  jusqu'à  434  milliards,  avec  preuves, 
par  A.  Namur,  secrétaire  de  l'École  moyenne  de  l'État,  à  Thuin-sur-Sambre, 
précédées  d'une  Introduction  théorique  et  d'une  Notice  sur  l'usage  des  Tables, 
par  P.  Maxsion,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  publiées  par  l'Académie 
royale  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Ilayez;  Paris,  Gauthier-Villars,  1877.  9.6- 
XIV  pages  de  texte,  x  de  tables.  Édition  abrégée  :  xvi  pages  de  texte,  x  de 
Tables. 

L'Introduction  théorique  aux  TaLlcs  de  M.  A,  Namur  est  de 
l'auteur  de  ce  compte  rendu;  la  Aotice  sur  l'usage  des  Tables  est 
de  M.  Namur,  mais  elle  a  été  rédigée  aussi  par  M.  Mansion  ;  les 
Tables  sont  exclusivement  l'œuvre  de  M.  Namur.  Il  y  a  une  édi- 
tion où  manque  l'Introduction  théorique.  — ^  I.  Introduction  théo- 
rique. 1.  Notice  historique  sur  les  grandes  Tables  de  logarithmes. 
Nécessité  de  Tables  auxiliaires  qui  permettent  de  calculer  rapide- 
ment les  logarithmes  de  tous  les  nombres  à  10  décimales  au  moins. 
Tables  de  Callet,  de  Pineto,  de  Thoman  ;  leurs  inconvénients. 
2.  Formules  fondamentales. 

/{l  +  Z)  =  3  —  ^    +  5^,         0<^<I,        0<^<I, 

—  I  <),<!,        0<'2//<I, 

démontrées  géométriquement  au  moyen  des  propriétés  de  l'hyper- 
bole. 3.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  établit  sans  peine  le  théo- 
rème suivant  :  «  Pour  la  série  des  994  nombres  inférieurs  à  un  million 
de  fois  le  module  M  des  logarithmes  de  Briggs,  les  dillérences  loga- 
rithmiques commencent  par  1000,  looi  ou  1002,  et,  par  consé- 
(juent,  l'interpolation  logaritliniiquc  se  fait  ])lus  facilement  qu'en 
aucun  autre  endroit  des  Ta])lcs.  Pour  la  série  des  8jf)  logarithmes 
à  6  décimales  ininiédiatement  supérieurs,  fie  millionième  en  mil- 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i3 

lionième,  à  celui  de  M,  les  ditFérences  antilogarithniiques  com- 
mencent par  les  chiffres  looo,  ïooi,  1002,  d'où  une  conséquence 
analogue.  »  4.  En  multipliant  un  nombre  quelconque  par  un  ou 
deux  facteurs  convenablement  choisis,  on  parvient  à  h;  ramener 
dans  le  voisinage  de  i  000  000  M,  et,  par  suite,  à  rendre  la  recherche 
de  son  logarithme  aussi  aisée  que  possible.  On  choisit  les  facteurs 
de  manière  que  le  travail  du  calculateur  soit  aussi  grandement 
simplifié.  Remarque  analogue  pour  le  calcul  des  antilogarithmes. 
5.  L'erreur  maximum  théorique  possible  que  comporte  la  méthode 
de  M.  Nauiur  est  de  i3  unités  du  treizième  ordre  décimal.  — 
\i.  Les  Tables  de  M.  Wamur  pour  la  recherche  des  logarithmes 
comprennent  :  i"  les  logarithmes  des  nombres  de  433  3oo  à  434  3oo 
à  12  décimales  avec  les  différences  ;  'iP  les  logarithmes  des  nombres 
de  1000  à  iioo  à  i5  décimales  :  en  multipliant  un  nombre  dont 
les  quatre  premiers  chiffres  forment  un  autre  nombre  compris 
entre  3943  et  4343  par  l'un  des  nombres  de  cette  Table,  il  est 
ramené  entre  les  limites  de  la  Table  principale  5  3"  les  logarithmes 
des  nombres  de  10  à  99  et  de  10  7  à  197,  d'unité  en  unité,  à  i5  déci- 
males :  en  multipliant  un  nombre  quelconque  par  l'un  de  ceux  de 
cette  Table,  il  est  ramené  à  avoir  ses  quatre  premiers  chiffres 
entre  3933  et  4333.  — Les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  dont  nous 
venons  de  parler  sont  disposées  de  manière  à  servir  également 
pour  la  recherche  des  antilogarithmes.  La  Table  principale  pour 
la  recherche  de  ceux-ci  permet  de  trouver  à  douze  ligures  le  nombre 
correspondant  à  un  logarithme  dont  les  cinq  premières  figures 
forment  un  nombre  compris  entre  63778  (mantisse  de  logM)  et 
63  866.  Les  Tables  et  les  calculs  de  M.  jNamur  sont  très-ingénieu- 
sement disposés.  iN'oublions  pas  de  signaler  une  particularité  im- 
portante :  les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  sont  faites  de  telle 
sorte  que  l'on  peut  trouver  de  deux  7nanières  différentes  les 
logarithmes  ou  les  antilogarithmes;  le  calculateur  peut  donc  se 
mettre  en  garde  contre  ses  propres  méprises.  P.  -^L 
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SUR  LES  SURFACES  HOMOFOCALES  DU  SECOND  ORDRE 
Par   m.    LAGUERRE. 

1.  Etant  données  trois  droites  A,  B  et  B',  menons,  par  un  point  a 
pris  arbitrairement  sur  la  pi'emière,  une  droite  qui  rencontre  res- 
pectivement B  et  B'  aux  points  b  et  h' .  La  droite  rtZ»Z>' décrit,  lorsque 
le  point  n  se  déplace  sur  i\.,  un(î  surface  du  second  ordre,  et  le  con- 
jugué harmonique  du  point  <7,  par  rapport  au  segment  Z»//,  décrit 
une  génératrice  de  cette  surface.  Je  dirai  que  cette  génératrice  est 
la  polaire  de  la  droite  A  relativement  aux  droites  B  et  B'. 

Dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathéma- 
tique ('  ),  j'ai  énoncé  et  démontré,  par  des  considérations  de  (Géo- 
métrie pure,  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  s)  stème  (2)  de  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  et  une  droite  jixe  D,  si  par  D  on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  quelconque  Z  du  système  et  si  l'on  prend  la  j)olaire 
de  D  relativement  aux  normales  menées  à  S  aux  deux  points  de 
contact,  cette  polaire  est  la.  même  quelle  que  soit  la  surface  du 
système  que  l'on  considère. 

On  peut  dire  que  cette  polaire  est  l'adjointe  de  D  relativement 
au  système  liomofocal  (S),  et  il  est  facile  de  construire  l'adjointe 
d'une  droite  cjuclconque  cpiand  on  connaît  une  des  focales  du  sys- 
tème. Que  l'on  mène  en  elfet,  par  la  droite  donnée  D,  des  plans 
rencontrant  le  plan  de  la  focale  suivant  des  tangentes  à  cette  courbe 
et  que,  par  les  points  de  contact,  on  mène  des  perpendiculaires  à 
(;es  plans,  la  droite  adjointe  de  D  sera  la  polaire  de  D  relativement 
à  ces  peipendiculaircs. 

2.   La  proposition  qui  précède  me  parait  assez  intéressante  pour 


(')  Sur  lei  pcilairea  d'une  droite  relatU'emcnt  aux  courbes  et  aux  surfact^s  algê~ 
l/ririiir<:  {Bulletin  de  lu  Soc.   Malli.,    t.  III,    |).    179). 


MÉLANGES.  i5 

qu'il  suit  désirable  d'eu  avoir  une  dénioustratiou  analytique^  il  est 
du  reste  utile,  dans  diverses  recherches  relatives  aux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  de  posséder  les  équations  de  l'adjointe  d'une  droite 
donnée. 

Soient  donc 

.r  —  «        }'  —  S         z  —  7 
L      ~      M      """      JN 

les  équations  d'une  droite  D  et 

.;;-        ,r'        z- 
^'  'A         B        C 

l'équation  d'une  surface  quelconque  S  du  système  homofocal  con- 
sidéré. 

Menons  par  D  deux  plans  tangents  à  cette  surface,  et  appelons 
T'  et  T"  les  deux  points  de  contact.  En  désignant  par  x^  j ,  z  les 
coordonnées  d'un  quelconque  de  ces  points,  on  a  les  relations 

—  +  —  +  ^  —  I 

et 


qui  expriment  que  le  plan  tangent  au  point  (x,  }  ,  ~)  contient  la 
droite  D;  en  désignant  par  t  une  quantité  indéterminée,  posons 
en  outre 

.r         r         ~. 

Les  trois  équations  précédentes,  étant  résolues  par  rapport  à  x, 
y  et  z,  donnent  les  formules  suivantes  : 

.r    _  M  —  N  -|-/(Np  — M-/) 
À 

X 
B 


T. 

rM        3  TV 

-  • 1 r  =  o 

A 

B           C 

r.i 

N' 

—  L  +  z- 

(Ly- 

-N«) 

M 

L 

—  i\H-  j 

'(M«- 

-  f^s 
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où  w  représente  \c  déterminant  (  ') 


c/.         3        y 

L     M     N 
I       I       I 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  devant  satisfaire  à  l'équa- 
tion (i),  on  aura,  en  posant,  pour  abréger, 

V  =  2A{M  — N)  (NS  — My),     et     /' =  2;A(Nfi  —  M  y)% 
l'équation  suivante,  qui  détermine  la  quantité  t  : 

(2)  p  -\-  -y.qt  ^  l-r-  =:  O. 

Si  donc  on  désigne  par  t'  et  //'  les  racines  de  cette  équation,  les 
coordonnées  du  point  T'  sont  données  par  les  formules 

/   .r'  _  M  —  N  +  ^'  f  N  3  —  My  ) 
l  ^ 

B 

\    C  ~ 

et  celles  du  point  T"  par  les  formules 

/•  .,."  _  M  —  N  +  /"  (N;5  —  My  ) 
l  "^ 
(3')  \ 


w 

N- 

-LH-^fLy- 

-N«) 

M 

L- 

-  I\I  -\-t'[U  ry. 

—  N;3) 

(•> 

N 

— 

L 

+■  t 

"[ 

Ly- 

-N«l 

f.) 

L 

M 

-f- 

/" 

(M« 

-NT^', 

3.   Les  coordonnées  d'un  point   quelconque  S'  de  la  normale  à 


(')  Je  suppose  nécessairement  ce  déterminant  difTcrent  de  zéro;  )ioiir  une  droile 
floiinée  ne  passant  pas  par  l'origine,  on  pent  toujonrs  du  reste,  en  choisissant  conve- 
nal)l('mcnt  les  directions  positives  des  axes,  faire  en  sorte  ([ue  sa  valeur  ne  Koit  pas 
nulle. 
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la  surface  menée  au  point  T'  sont  données  par  les  formules 

.  =  y(,H-^),    r=/(.H-'g)    et    =  =  ='(.+  «; 

où  jo'  désigne  un  paramètre  arbitraire;  de  même,  en  désignant 
par  p"  un  autre  paramètre  arbitraire,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  S"  de  la  normale  menée  en  T"  sont  données  par  les  for- 
mules 

Considérons  sur  la  droite  S' S"  deux  points  V  et  V"  divisant  liar- 
moniquement  les  segments  S' S";  X  désignant  un  paramètre  arbi- 
traire, les  coordonnées  de  ces  points  sont  respectivement  déter- 
minées par  les  formules  suivantes  : 


■■'('+ iV  ■'■■""  ('"-!■) 


J 


I  -i-  À 

)  +  \r" 

(-Q 

I  -t-  "à 

)  -1-  Iz" 

(■4) 

et 


(■n)---(-4) 


A': 


._- 

i-À 

!  ■■ 

('+0-'->" 

I  —  A 

(-9-- 

(-Q 

J'exprime  c[ue  le  point  V  est  situé  sur  la  droite  D,  ce  qui  donne 
les  relations 

Bull,  des  Sciences  niatliéin.,   2"  Série,  t.  \\\.  (Janvier  1879.)  2 
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et 

> (-   o'     > +    A     > 1-   AO        >     -^   =    I 

^     A  '    Zj     A-  Zj   A  •     Zj  A- 

Les  deux  points  T'  et  T"  étant  sur  la  surface  2,  on  a 

Zj   A  ^    A 

et  les  relations  précédentes  deviennent 

d'où  l'on  déduit 


1^1^-1 


^^^  ./•'.."  V    Zj   A^         Zj     A^    , 


A- 


et 


^  Â^  Z  A^  ~  Z  ^^" 

Si  l'on  porte  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4')'  ^^^ 
aura,  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  À,  les  coordonnées  du 
point  \"  qui  décrit  la  polaire  cherchée*,  mais,  avant  de  faire  cette 
substitution,  il  est  d'abord  nécessaire  d'introduire  les  quantités  qui 
définissent  la  droite  D. 

i.   Si  l'on  pose,  pour  abréger, 
V  =  l  M~^]\    Q=32(M  — N)  (N5  — Mv\    ot    R  i=  Z  (N^i  —  Mv]^ 
on  obtient  facilement  les  expressions  suivantes  : 

Y  -r'-  _  P  +  ?.  Q^'  -f-  R  /'-       Y  •''■'"  _^  +  Q'f'^  f"    ^^f'  '" 

^  ÂJ  ~  Z"  '      ^  '  A-     ""  ^'  ' 

y  .7"-        Ph- csQ/"+ R/"-  V-^'-^"        '/'—/")h- 
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Ou  en  (lodiiil 

^Â-^A-  .^       A"  A' 

et,  par  suite, 

"''^^^2(PR-Qn'^'  ^  ..Q/'-+-  R,'^_  ),[P  +  Q(A'  4-  /")  -+-  R/V"]!; 
si  l'on  pose 

t'  —  y. 

d'où 


les  valeurs  préeédeutes  deviennent 


r\  I.  ^  \ 

2  'y  PR  -  Q-  ; 

/■  f  I  —  À 


-  [P4-0/"^  y.''Q  +  R/";i], 


2(FR  —  Q 


^[P  +  Q;'4- v.(Q4-R/';i]. 


Portons  maintenant  ees  valeurs  dans  les  équations  (4)5  ^^^  Y 
remplaçant  également  ol'^j\  -',  x",  jt"  et  z"  par  leurs  valeurs,  eu 
faisant  quelques  réductions  faciles  et  en  remarquant  qu'en  vertu  de 
l'équation  (a  ) 

t'  -\-  l   ::= '      et      t  t    ^--, 

r  r 

on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  donnent,  en  fonction  d'un 
paramètre  arbitraire  p,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  A  adjointe  à  la  droite  D  : 

.ro,^A(M-^] Pr— Q^ ■ 

+  JaW  -  My  ]  -  (^-N)(Q.-R,'^-H(N3-^,^R;.-Q^ 

_rw  -^ 

Zf>)  = ..>... 
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Les  valeurs  de  j  oi  et  de  zo)  se  déduisant  de  celle  de  aoj  par  de 
simples  permutations  de  lettres,  je  me  dispense  de  les  transcrire  ici. 

5.  Pour  démontrer  maintenant  la  proposition  que  j'ai  rappelée 
au  commencement  de  cette  Note,  il  suffît  de  faire  voir  que  les  équa- 
tions que  je  viens  d'obtenir  restent  les  mêmes  quand,  au  lieu  de 
considérer  la  surface  définie  par  l'équation  (i),  on  considère  une 
surface  quelconque  du  système,  c'est-à-dire  quand  on  change  res- 
pectivement A,  B  et  C  en  A  H-  ^0,  B  -h  o  et  C  H-  c,  p  désignant  une 
constante  arbitraire. 

Or,  des  valeurs  données  ci-dessus  de  p^  q  et  /•  il  résulte  aisé- 
ment que,  quand  on  effectue  le  changement  dont  je  viens  de  parler, 
/>,  (j  et  /•  deviennent  respectivement  p  H-  pP,  </  H-  oQ  et  /  -h  o  R,  et 
il  est  facile  de  vérifier  que  les  valeurs  de  x^  y  et  z  données  par  les 
formules  (6)  ne  sont  pas  changées. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

().  On  peut  chercher  quelles  sont  les  droites  de  l'espace  qui  sont 
perpendiculaires  à  leurs  adjointes.  Si  l'on  remarque  que  les  cosinus 
directeurs  de  la  droite  adjointe  à  D  sont  proportionnels  aux  coeHi- 
cients  de  p.  dans  les  valeurs  de XfO,^' w  et  ;;oj,  on  voit  que  les  droites 
cherchées  sont  définies  parla  relation 

X  [  (Qr- Qry)^L(M  -  N)  -I-  ,Rp  -  Q7)  ^L(NS  -  My)]  =:o, 

relation  qui  se  réduit  évidemment  à 

2AL(N,'5  — Mv;  =  o; 

(;lle  exprime,  on  le  voit  aisément,  que  la  droite  donnée  est  perpen- 
diculaire relativement  à  une  des  surfaces  du  système. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  son  adjointe,  elle  est  égale- 
ment perpendiculaire  à  sa  polaire  relativement  à  une  <pielconque 
lies  surfaces  du  sjstème  (  2  ) . 

7.   Supposons  que  la  droite  D  soit  une  génératrice  d'une   des 
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surfaces  du  système,  par  exemple  de  la  surface  déterminée  par 
l'équation  (i).  L'équation  (2)  est  alors  identiquement  satisfaite, et 
l'on  a 

Les  équations  de  la  droite  adjointe  A  deviennent  alors 

=  M  —  ÎN  +  a(N;i  —  Mv), 


B 


'Ly  — Na), 


-^  =  L  —  ai  +  y.  (M«  —  LjS  )  ; 

multipliant  successivement  ces  trois  équationspar  or,  ,3,  y  et  faisant 
la  somme,  on  en  déduit,  en  remarquant  que 

w  =  Ia(IVI  — N), 
l'équati 


ion  suivante  : 

.r  «         yi         z  V 

C'est  évidemment  l'équation  du  plan  polaire,  par  rapport  à  S,  du 
point  (a,  (j,  y),  de  la  droite  D,  et  ce  plan  contient  l'adjointe  A. 
Comme  le  point  (  a,  (5,  y)  est  un  point  quelconque  de  la  droite  D, 
il  en  résulte  que  A  est  l'enveloppe  des  plans  polaires,  par  rapport 
à  S,  des  divers  points  de  D,  et,  comme  D  est  sur  la  surface,  c'est  la 
droite  D  elle-même. 

Donc  : 

Si  une  droite  est  une  génératrice  d' une  quelconque  des  surfaces 
du  système  (2),  cette  droite  se  confond,  auec  son  adjointe. 

8.  Par  une  droite  D  menons  les  plans  tangents  à  une  surface  du 
système  et  les  normales  aux  points  de  contact.  Ces  deux  droites 
étant  perpendiculaires  à  D,  la  droite  qui  les  rencontre  et  leur  est 
perpendiculaire  est  parallèle  à  D;  par  suite,  le  point  milieu  du 
segment  compris  entre  les  pieds  de  cette  perpendiculaire  se  trouve 
sur  la  droite  adjointe  A. 

Donc  : 

Si,  par  une  droite  (fuelconque  D,  on  mène  les  plans  laiii^enls 
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à  une  suif  cuti  cjuelcoïKiuc  du  sjstènie,  puis  les  normales  aux 
points  (le  contact  ',  si,  en  outre,  on  construit  la  droite  qui  rencontre 
ces  deux  normales  et  leur  est  perpendiculaire,  le  lieu  du  point 
milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  pieds  de  la  perpen- 
diculaire est  la  droite  adjointe  de  D. 

Il  y  a  généralement  deux  surfaces  du  système  tjui  touchent  1); 
soient  E  l'une  d'entre  elles  et  II  une  surface  homofocale  qui  en 
dilfère  infiniment  peu.  Les  normales  menées  aux  points  de  con- 
tact des  plans  menés  par  C  tangentiellement  à  11  sont  infiniment 
voisines,  et  le  point  milieu  du  segment  dont  je  viens  de  parler  se 
confond  à  la  limite  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section  droite 
du  cylindre  circonscrit  à  la  surlace  2  et  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  D,  ce  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de 
contact  de  D  avec  la  surface. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soient  S  et  S,,  les  deux  surfaces  du  système  (pu  touchent  la 
droite  D,  m  et  m^  les  points  de  contact  ;  soit,  déplus,  K  le  centre 
de  courbure,  au  point  m,  de  la  section  droite  du  cjlindre  cir- 
conscrit à  Z  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D  ;  soit  de 
même  Ko  le  centi'e  de  courbure,  au  point  m^^  de  la  section  droite 
du  c}  lindre  circonscrit  à  2o  et  ayant  également  ses  génératrices 
parallèles  à  D  ;  la  droite  (j ai  joint  lespoi/its¥s.  et  Ko  est  l'adjointe 
del). 

9.  Jusqu'ici  la  surface  2,  déterminée  par  l'équation  (i),  et  doot 
les  éléments  figurent  dans  les  formules  (6),  est  une  surface  quel- 
conque du  système.  Supposons  maintenant  qu'elle  soit  tangente  à 
la  droite  D;  l'équation  (2)  devant  alors  avoir  deux  racines  égales, 
on  peut  poser 

jj  ~  G-,     y  =  GIÏ     et     /  —  H\ 

et  les  formules  ((>)  deviennent 

.rf,>  =  A[fM  —  N)  +  iJ.  (N  S  —  Mv"] 

(N?  -  MyG  -    M  -  N)H  _  _ 

PR  — O-  '■^  ^  •   '"  " 


7   M  — 

Z'<J  : 
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Ces  formules  peuvent  encore  se  simplifier  si  l'on  suppose  que  le 
point  (a,  (j,  y),  dont  la  position  sur  la  droite  D  est  jusqu'à  présent 
indéterminée,  est  précisément  le  point  de  contact  m  de  cette  droite 
avec  S. 

L'équation  (2)  se  réduit  alors  à 

(G  +  H/)='=^  u, 
et  l'on  en  déduit. 


A  H       ' 


7,1' 


=:  N  —   J. 


L'/-  ^v.]. 


c 


N 


H 


(M« 


Au  moven  de  ces  relations,  les  équations  (y)  prennent  la  lorm*- 
suivante  : 


.r—  «]  W--  Ai'N.S  — M 


V, 


ry.  H  0,  [PII  —  QG  4-  y.  (  QH  —  RG  )] 
A  PR  —  Q-  ' 


l'z  — y) 


10.   Si,  entre  les  équations  précédentes,  on  élimine  les  quantités 


G 

n 

qui  suit 


-,pj-4-aet 


H^jfPH  —  QG^-  a(QH  —  RGi] 
PR  —  Q- 


y  - 


a:ns  —  m 


B   Ly  —  ^« 
CIVIk-  L5 


?    on  obtient  l'équation 


C'est  l'équation  d'un  plan  contenant  l'adjointe  A  et  passant  par 

1  •  '■'■     ?        7  •  -1 

le  point  ///-,  comme     '  ^  et  '  sont  respectivement  proportionnels 

aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  menée  cn/n  à  la  surface  E,  on 
voit  que  ce  plan  contient  cette  normale. 

D'ailleurs, les quantitésA (N j3  — M7),  B(L7  —  ^' a),  C(Ma—L|'i) 
étant  respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  d(î  la 


9-4  PREMIÈRE  PARTIE. 

tangenle  conjuguée  de  la  droite  D,  ce  plan  contient  également  celte 
tangente  conjuguée. 
Donc  : 

Soit  H  une  surface  du  système  touchant  une  droite  D  au  point  ni  : 
le  plan,  mené  par  le  point  m  normalement  à  cette  surface  et 
passant  par  la  tangente  conjuguée  de  D,  contient  l' adjointe  A  de 
la  droite  D. 

En  considérant  la  seconde  surface  du  système  qui  louche  D,  on 
obtiendrait  également  un  second  plan  contenant  A  5  celte  droite 
sera  donc  ainsi  complètement  déterminée. 

11.  En  désignant  comme  ci-dessus  par  Sq  la  seconde  surface 
du  système  qui  touche  la  droite  D  et  par  ihq  leur  point  de  contact, 
considérons  le  plan  mené  en  m  tangcnliellement  à  la  surface  2; 
ce  plan  contient  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  2;  il 
résulte  d'ailleurs  d'une  proposition  bien  connue  qu'il  contient  la 
normale  menée  en  7770  à  la  surface  Sq. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  les  deux  surfaces  S  et  Sq  du  système  qui 
touchent  respectivement  une  droite  donnée  D  aux  points  m  et  7770, 
si  l  on  construit  la  tangente  conjuguée  de  D  relatii^einent  à  la  sur- 
face 2,  cette  tangeîite  rencontre  en  un  point  Ko  la  normale  menée 
en  A77o  à  la  surface  Sq.  Le  point  Ko  est  le  cçntre  de  courbure  relatif 
au  point  m^  de  la  section  droite  du  cylindre  circonscrit  à  Sq  ^^ 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D. 

12.  La  considération  de  la  droite  adjointe  permet  de  résoudre 
facilement  diverses  questions  relatives  à  la  courbure  d'une  surface 
du  second  ordre  dont  on  connaît  la  focale.  Imaginons  en  effet  un 
cylindre  circonscrit  à  une  surface  donnée  S,  et  soit  777T  une  des 
génératrices  de  ce  cylindre  touchant  la  surface  au  point  7775  con- 
struisons la  droite  adjointe  de  MT,  et  désignons  respectivement  par 
T'  et  ])ar  K  les  points  où  celte  droite  perce  le  plan  tangent  en  m  et 
la  ïiormale  en  ce  point.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  mT'  est  la 
tangente  conjuguée  de  7/7T  et  ([ue  K  est  le  centre  de  courbure  de  la 
section  droite  du  cylindre. 
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13.  Les  formules  (8)  donnent  aisément  les  coordonnées  du 
point  K;  la  droite  mK  étant  en  effet  perpendiculaire  au  plan 
tangent  mené  en  m  à  la  surface  S,  ses  coordonnées  s'obtiendront  en 

faisant  //  =  —  —•  En  les  désignant  donc  par  ^,  rj  et  i^,  on  aura 
H 

a  PH-—  ^QGH  -f-RG- 

(^'-"•)=Â  PR^Tq^ ' 

,3  PH^  —  1 QGH  ^  RG^ 

'       '         B  PR-Q^ 

y  PH^— ?.QGH  +RG\ 

^  ~  ''  ~  G  PR  —  Q- 

Soient,  comme  ci-dessus,  2o  la  seconde  surface  du  système  qui 
touche  D,  et  p  la  quantité  dont  dill'èrent  les  carrés  des  axes  de  Si  et 
les  carrés  des  axes  de  Sq. 

L'équation 

,    (G-— ûP)  +  2(GH  —  pQ)/--!-  (H-—  pR)r-=  o 
devant  avoir  ses  racines  égales,  on  a 

PH"— aQGHH-RG^ 
^= PR^-Q^  ' 

et  les  formules  précédentes  deviennent 


Ç  —  a  =  p  —  »       r,  —   jTz^  0  —■)       ,  —  7  —  i^  —  ' 


y 

B  '       '       '        '   C 


d'où 


Si  donc  on  désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  mK  du  cylindre 
circonscrit  à  2  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  par  ^  la 
distance  du  centre  des  surfaces  du  système  au  plan  tangent  à  ce 
cylindre  le  long  de  D,  on  a  la  relation  R"  -^  p-  â-,  d'où 

R  =  prj. 

De  même,  si  l'on  considérait  le  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
So  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  en  désignant  par  Rq  son 
rayon  de  courbure  le  long  de  l'arête  D  et  par  c^o  la  distance  du  centre 
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au  plan  taiigciiL   au  cvlintlre  le  long  de  cette  arête,  on  aurait  la  re- 
lation 

Ro  =  —  fvrJo  . 

J)es  relations  précédentes  on  déduit  en  particulier  l'équation 

0  0,1 

(ju'il  est  aisé  de  vérilier. 


DEUX  PIÈCES  PEU  CONNUES  DE  LA  CORRESPONDANCE  D'EULER 
LETTRE  D'ERIK   PONTOPPIDAN   A  L.  EULER,  ET  RÉPONSE  D'EULER;; 

i;OM>llX10l'KES 

Par  m.  RIRGER  HANSïED, 
Candidat  en  Philosophie,  à  Copenhague. 

Les  deux  Lettres  que  j'ai  l'Jionneur  de  communiquer  aux  lec- 
teurs du  Bulletin  des  Sciences  niatlit'nintiques  et  asiro7ionii(/ues 
se  trouvent  dans  un  Essay  sur  la  nouveauté  du  monde  publié  à 
Copenhague,  1 7^5,  parle  D'^ErikPontoppidan.  J'ai  cru  que  la  Lettre 
d'Euler  méritait  d'être  sauvée  de  l'oubli,  qui  serait  son  sort  cer- 
tain si  elle  restait  cachée  dans  un  livre  danois  peu  connu  ou  pour 
mieux  dire  inconnu  hors  des  frontières  du  Danemark.  Cette  Lettre, 
si  franche,  si  sincère,  caractérise  à  merveille  l'illustre  Euler;  de 
plus,  je  crois  que  sa  teneur  peut  la  recommander  aux  lecteurs  de 
nos  jours.  Le  savant  danois  D'"  Erik  Poutoppidan,  théologien, 
naturaliste,  historien  et  scrutateur  infatigable  de  la  nature,  fut 
doué  d'une  rare  faculté  d'observation,  de  connaissances  très-éten- 
dues et  d'une  activité  qui  ne  se  lassa  jamais.  Le  but  de  sa  vie  fut 
alors  de  faire  concorder  le  livre  de  la  nature  aveclEciiture  sainte. 
En  s'occupant  de  ramasser  des  arguments  en  faveur  de  son  idée 
que  le  monde,  œuvre  du  souverain  Seigneur,  n'existe  pas  de  toute 
éternité,  mais,  d'accord  avec  les  renseignements  de  Moïse,  ne  date 
que  de  6ooo  ans,  pensée  qu'il  a  développée  dans  son  Essaj 
sur  la  nouveauté  du  monde,  il  songea  à  s'adresser  au  profes- 
seur Eulcr,  A  Berlin,  croyant  avoir  trouvé  une  diminution  de  la 


MÉLANGES.  27 

Jurée  de  l'année  comme  suite  nécessaire  de  la  contraction  de  l'or- 
bite de  la  Terre.  Saisi  de  cette  pensée,  il  écrit,  après  quelques  hé- 
sitations, directement  à  Euler  pour  le  prier  de  lui  donner  des 
explications  [voir  Lettre  I).  La  réponse  d'Euler  (  l'o//- Lettre  ÏJ), 
lui  dounant  les  explications  souhaitées,  est  assez  remarquable 
pour  mériter  d'être  connue  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
études  et  aux  découvertes  des  siècles  passés.  Voici  les  deux  Lettres  : 
Lettre  I,  datée  de  Bergen,  en  Norvège,  le  26  de  mars  1704,  du 
J)'  Erik  Pontoppidan,  à  ]\L  Euler,  et  Lettre  II,  datée  de  Berlin,  ce 
II  de  mai  1754,  réponse  de  IM.  Euler  au  D''  Erik  Pontop- 
pidan : 

I. 

((     JMoASlEtR, 

))  Vous  vous  étonnerez  sans  doute  à  la  vue  de  ces  lignes,  dont 
l'auteur  ne  présume  pas  avoir  l'honneur  de  vous  être  connu.  Aussi 
ai-je  bien  balancé  dans  mon  esprit  le  pour  et  le  contre  avant  que 
de  vous  incommoder  par  là,  eu  surtout  égard  à  la  distance  des 
lieux,  sans  laquelle  j'aurois,  il  y  a  longtemps,  recherché  l'hon- 
neur et  le  plaisir  de  votre  commerce.  ^  ous  jugerez  aisément. 
Monsieur,  que  ce  désir  m'est  venu  de  la  lecture  de  vos  Ouvrages, 
C[ui  n'ont  pas  manqué  d'inspirer  à  nioy,  comme  à  tout  le  monde, 
beaucoup  de  respect  pour  vos  talens  admirables  et  admirez  en  ei- 
fect  par  toute  l'Europe.  Venons-en  au  fait,  sans  complimens  su- 
perflus, qui  ne  me  sont  pas  fort  naturels.  C'est  dans  le  premier 
tome  d'un  livre  appelé  :  P//ysihaliscIw  Belustignugen  et  dans 
le  Magazine  de  Londres  cpie  j'ai  lu  une  Lettre  de  votre  main, 
adressée  à  M.  Wetstein,  sur  l'approche  continuelle  de  notre  globe 
vers  le  Soleil  comme  vers  son  centre.  Ce  problème  m'a  paru  très- 
intéressant  et  très-digne  de  toute  la  recherche  possible,  alin  d'être 
mis  en  tout  son  jour,  par  conséquent  un  peu  plus  détaillé  que  je 
ne  le  trouve  dans  ladite  Lettre.  La  raison  particulière  qui  me  fait 
souhaiter  cela  pour  l'instruction  du  public,  curieux  sous  nos 
jours  plus  que  jamais,  c'est  que  je  travailk^  à  un  Essay  sur  la 
nouveauté  du  nioude,  pour  l'opposer  à  Messieurs  les  matéria- 
listes et  autres  incrédules  de  ce  siècle,  auxquels  on  n'appliqueroit 
pas  malles  paroles  de  saint  Pierre  (11'^  Epitre,  (l.  111, v.  5).  Or  je  vois 
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avec  plaisii',  Monsieur,  qu'à  la  fin  de  votre  Lettre  vous  tirez  du 
principe  en  question  la  juste  conséquence  que  notre  globe  va 
linir  un  jour  sa  cairière  et  achever  sa  destination  présente.  Tout 
cela  cadre  admirablement  bien  avec  mes  pensées  et  je  soubait(îrois 
qu'il  n'y  eiYt  rien  k  dire  contre  cette  position.  Cependant,  puisque 
je  me  sens  la  vue  trop  courte  dans  ces  sortes  de  sujets,  il  faut  de 
nécessité  que  je  vous  incommode  par  quebjues  questious,  super- 
flues sans  doute,  si  j'étois  plus  versé  dans  l'Astronomie. 

»  En  premier  lieu,  je  me  donne  la  liberté  de  vous  demander  par 
quelle  raison  vous  alléguez  la  uiatièrc^  subtile  qui  remplit  notre 
tourbillon  (ne  fut-ce  que  la  matière  de  la  lumière)  comme  un 
moyen  qui  pousse  notre  globe  de  plus  en  plus  vers  son  centre? 
Car  si  c'est  la  matière  lumineuse  qui  ne  cesse  d'émaner  du  Soleil, 
ne  semble-t-elle  pas  devoir  produire  un  ellet  contraire  en  repous- 
sant notre  globe  rencontré  en  son  chemin,   plutôt  que  de  l'attireri' 

»  En  second  lieu,  cette  matière  lumineuse,  supposé  qu'elle  parte 
incessamment  du  Soleil,  ne  devroit-elle  pas  s'attacher  ou  se  fixer 
quelque  part  aux  planètes,  ou  bien  rendre  notre  tourbillon  plus 
lumineux  et  plus  brillant  vers  la  fin  des  siècles  que  dans  leur  com- 
mencement? 

»  Troisièmement,  ne  devroit-elle  pas,  par  la  même  raison, 
causer  au  corps  du  Soleil  un  préjudice  considérable,  en  lui  ôtant 
continuellement  quelque  chose  de  son  volume? 

))  Quatrièmement,  s'il  y  f<  eu  un  temps  dans  lequel  notre  globe 
se  trouva  plus  éloigné  du  Soleil,  ne  s'ensuit-il  pas  que  les  hivers 
de  ce  temps-là  ont  plus  de  froid  comme  les  étés  moins  de  chaleur, 
elles  habitans  faits  pour  notre  globe  ont-ils  pu  s'accommoder  de 
cela? 

»  En  cinquième  lieu,  ne  pourroit-on  pas  écarter  ces  inconvé- 
niens  par  la  supposition  que  le  corps  du  Soleil,  amoindri  par  l'éma- 
nation de  la  matière  lumineuse,  avoit  été,  du  commencement,  plus 
vaste  et  ne  s'étoit  diminué  qu'à  proportion  de  l'approche  du  globe 
et  des  autres  planètes?  Position  qui,  si  elle  seroit  fondée,  servi- 
roi  t  à  glorifier  infiniment  la  sagesse  économique  du  grand  Exé;- 
cuteur. 

))  Enfin,  le  raccourcissement  de  l'année  qui  entre  dans  votre 
système  est-il  bien  assuré,  et  quelle  est  la  dillérence  d'un  siècle  à 
un  autre:'  Asis,  roy  d(;  Tlièbes,  n'a-t-il  i)as  mesuré  l'année  solaire 
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tout  comme  nous  la  mesurons  aujourd'liuy,  en  y  ajoutant  les  cinq 
jours  qui  lui  manquoient  auparavant  faute  de  calculs  ? 

)>  Voilà,  Monsieur,  mes  six  questions  qui,  pour  être  un  peu 
épineuses  à  moy,  n'en  seront  pas  de  même  à  un  esprit  fait  comme 
le  vôtre  pour  l'illustration  de  ce  siècle.  Si  je  considère  ce  dernier 
sous  l'image  de  notre  tourbillon,  je  vous  place  dans  son  centre 
comme  le  soleil  de  notre  âge.  Sur  ce  fondement,  je  vous  demande 
pour  réponse  quelques  rayons  jettes  dans  un  grand  éloignement  et 
d'autant  plus  bienvenus.  11  ne  me  reste  que  de  vous  donner  à  bon 
Dieu  et  de  vous  souhaiter  le  comble  de  ses  grâces  et  bénédictions, 
étant  d'un  cœur  respectueux  autant  qu'un  inconnu  peut  l'être. 


»   Monsieur,  etc. 


«  De  Bergen,  en  Norw.,  ce  26  mars  1754. 


n. 

«   MoNsiEin, 

»  Tout  sensible  que  je  sois  à  l'honneur  de  votre  Lettre,  je  m'es- 
timerois  bien  heureux  si  mes  recherches  peuvent  jamais  contri- 
buer quelque  chose  à  confondre  la  malice  des  esprits  forts.  Je 
croyois  que  l'approche  successive  des  planètes  vers  le  Soleil  four- 
nissoit  une  preuve  convainquante,  tant  que  le  système  du  monde, 
tel  qu'il  est  aujourd'liuy,  ii'ayt  existé  depuis  toute  l'éternité,  ni 
qu'il  sauroit  subsister  éternellement.  Or,  pour  prouver  ce  senti- 
jnent  a  priori  et  pour  développer  en  même  temps  les  questions 
dont  vous  avez  bien  voulu  m'iionorer,  je  prendrai  la  liberté  de 
vous  proposer,  Monsieur,  les  remarques  suivantes. 

»  1.  Je  dis  donc  que  l'espace  du  monde  ne  sauroit  être  vuide  de 
toute  matière,  comme  il  seroit  nécessaire  si  les  planètes  dévoient 
décrire  leurs  orbites  conformément  aux  règles  établies  par  Kepler 
et  soutenues  par  le  grand  Newton,  qui  a  été  obligé  de  supposer 
l'espace  du  monde  entièrement  vuide  pour  que  les  planètes,  dans 
leur  mouvement,  n'y  rencontrent  aucune  résistance,  ayant  bien 
reconnu   qu'une   résistance  devoit    nécessairement   troubler    leur 
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mouvciucnt.  Or,  quoique  jNcwlou  ait  souteuu  vuide  l'espace  du 
ciel,  je  dis  que  ce  seutinient  ne  sauroit  être  admis  et  qu'il  est  tou- 
jours détruit  par  la  théorie  de  la  lumière,  de  quelque  uianière 
qu'où  l'euvisage.  Car,  si,  comme  le  veut  Newtou  luy  luème,  la  lu- 
mière est  dardée  du  Soleil,  avec  cette  terrible  vitesse  qui  luy  fait 
parcourir  l'iutervalle  eutre  le  Soleil  et  la  Terre  en  moins  de  huit  mi- 
nutes, tout  l'espace  doit  être  absolument  rempli  de  la  matière  de 
la  lumière.  Mais,  croyant  avoir  suffisamment  réfuté  cette  hypothèse 
de  l'émanation  actuelle  de  la  lumière  des  corps  lumineux,  on  est 
réduit  par  des  raisons  les  plus  fortes  à  soutenir  que  la  lumière  se 
répand  par  l'espace  du  ciel,  de  la  manière  que  le  son  est  répandu 
par  l'ouïe.  Il  faut  donc  que  l'espace  du  ciel  soit  rempli  d'un  fluides 
extrêmement  élasti((ue  et  rare  pour  transmettre  les  rayons  de  la 
lumière.  \  oilà  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'univers  rempli 
d'une  matière  subtile  qui  ne  sauroit  manquer  d'inlluer  sur  le 
mouvement  des  planètes.  Cet  elfet  peut  être  double,  car  d'abord, 
en  tant  que  ce  lluide  est  matière,  il  faut  que  les  corps  qui  s'y 
meuvent  rencontrent  quelque  résistance  qui  tende  à  diminuer 
leur  vitesse,  et,  en  tant  que  cette  matière  est  en  mouvement,  elle 
choquera  les  planètes  selon  la  direction.  Et  c'est  sur  quoi  roule 
\otre  première  question,  que  par  le  mouvement  de  la  lumière,  les 
planètes  devroient  être  de  plus  en  plus  éloignées  du  Soleil.  Cela  ar- 
riveroit,  sans  doute,  si  les  planètes  n'étoient  pas  continuellement 
attirées  par  la  gravité,  vers  le  Soleil.  Mais,  quelle  que  soit  la  cause 
de  la  gravité,  il  suilit  de  savoir  que  la  lorce  est  la  raison  renver- 
sée des  quarrés  de  la  distance  au  Soleil.  Or,  la  dernière  force  de 
la  lumière,  en  cas  qu'elle  choquât  sur  les  planètes  en  les  repous- 
sant du  Soleil,  devroit  suivre  la  même  raison,  vu  que  la  force  de 
la  lumière  diminue  aussi  en  raison  du  ([uarré  des  distances  au 
Soleil  ;  elle  ne  feroit  donc  que  diminuer  tant  soit  peu  la  force  de  la 
gravité,  et  il  en  seroit  de  même  que  si  les  planètes  seroient  attirées 
vers  le  Soleil  par  une  force  un  peu  moindre,  mais  qui  suivroit 
également  la  même  raison  à  l'égard  de  la  distance.  Or,  si  les  pla- 
nètes n'éprouvoyent  qu'une  telle  lorce  (jui  les  poussât  au  Soleil, 
elles  devroient  toujours  décrire  des  ellipses  autour  du  Soleil,  et 
leur  grandeur  devroit  toujours  demeurer  la  même  éteinellement. 
Ainsi,  quoique  la  lumière  agisse  par  inqiulsion  sur  les  planètes  en 
les   repoussaiil  au  Soleil,  cela    ne   sauroit    altérer    la   grandeur   de 
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l'orbite  de  cliacuno.  Mais  l'autre  oli'ei  de  eelte  nialière  suluile,  ((ui 
résulte  de  la  résistance,  doit  nécessairement  tant  soit  peu  retar- 
der le  mouvement,  ou  bien,  après  que  la  planète  aura  parcouru 
un  certain  arc,  sa  vitesse  sera  uu  peu  moindre  que  si  elle  n'avoit 
pas  éprouvé  cette  résistance.  Or,  dès  que  le  mouvement  d'une  pla- 
nète est  devenu  plus  lent  que  la  conservation  de  son  orbite  l'exige, 
la  force  de  la  gravité  l'emporte,  et  la  planète  doit  s'approcher  da- 
vantage du  Soleil.  Cela  est  évident  de  là  que,  si  le  mouvement  d'une 
planète  é toit  entièrement  détruit,  elle  tomberoit  directement  dans 
le  Soleil.  Il  est  donc  certain  qu'à  cause  d'un  fluide  dont  le  ciel 
est  rempli,  de  quelque  nature  qu'il  soit,  les  orbites  des  planètes 
doivent  insensiblement  être  rétrécies,  quelque  violente  que  puisse 
d'ailleurs  être  la  force  repoussante  de  la  lumière. 

»  i2.  Pour  la  seconde  question,  comme  l'hypothèse  de  l'émana- 
tion actuelle  de  la  lumière  du  Soleil  est  insoutenable,  et  cjue  la  lu- 
mière est  plus  tôt  de  la  même  manière  répandue  par  l'éther.  que 
le  sou  par  l'air,  aussi  peu  qu'un  bruit  passé  augmente  un  son  pré- 
sent, la  lumière  du  temps  passé  pourra  augmenter  celle  d'aujour- 
d'hui. Aussi  voit-on  c|ue,  dès  qu'on  rend  une  chambre  obscure, 
la  lumière  qui  étoit  entrée  auparavant  s'éteint  subitement. 

»  3.  A  la  troisième  cjuestion,  il  n'y  a  point  de  doute  que,  si  la 
lumière  étoit  une  émanation  réelle  du  Soleil,  son  corps  en  devroit 
soulfrir  une  perte  très-considérable.  Si  nous  considérons  la  rapi- 
dité que  ce  courant  continuel,  qui  remplit  tout  l'univers,  devroit 
avoir,  quelque  subtile  que  nous  concevions  la  matière  de  la  lu- 
mière, je  doute  fort  que  le  Soleil  pourroit  subsister  seulement  une 
heure.  IMais  dans  l'autre  système,  où  la  propagation  de  la  lumière 
est  semblable  à  celle  du  son,  le  Soleil  ne  perdra  pas  plus  en  nous 
éclairant  qu'une  cloche  en  sonnant. 

»  4.  La  quatrième  cjuestion  n'a  aucun  doute,  car,  comme  il  est 
certain  c[ue  nul  homme  ni  nulle  créature  semblable  aux  nôtres  ne 
sauroit  subsister  dans  Saturne;  ainsi,  si  la  Terre  avoit  été  jamais 
aussi  éloignée  du  Soleil  que  Saturne  l'est  aujourd'hui,  elle  auroit 
été  absolument  inhabitable  aux  créatures  qui  l'occupent  à  présent. 
Donc,  quoique   le  monde  ait  existé  depuis  toute    éternité  (ce  qui 
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contredit  déjà  au  rétrécissement  successif  des  orbites)  et  que  l'or- 
bite de  la  Terre  soit  enfin  parvenue  à  l'étendue  qu'elle  occupe  ac- 
tuellement, il  faudroit  absolument  que  dans  un  certain  temps 
toutes  les  créatures  y  fussent  produites  par  un  vray  miracle. 

»  5.  Comme  je  crois  l'hypothèse  de  l'émanation  actuelle  de  la 
lumière  insoutenable,  cette  question  n'a  point  de  difficulté. 

»  6.  La  dernière  question  est  la  plus  importante.  Il  s'agit  de 
savoir  si  l'on  peut  s'assurer  par  les  observations  d'un  racour- 
cissement  des  années,  ce  qui  seroit  une  suite  nécessaire  de  la  con- 
traction de  l'orbite  de  la  Terre.  J'ay  cru  que  cela  pouvoit  être 
prouvé  par  les  observations  rapportées  par  Ptolomée,  et  la  longueur 
de  l'année  qu'il  met  de  365  jours  5  heures  55  minutes,  tandis  qu'elle 
n'est  aujourd'hui  que  de  365  jours  5  heures  et  48  minutes,  sembloit 
favoriser  mon  sentiment.  Mais,  après  un  examen  plus  mùr,  on 
trouve  que  Ptolomée  s'est  trompé  dans  son  année  et  qu'elle  n'a  pas 
été  plus  longue  alors  qu'aujourd'hui.  Mais  il  est  certain  que  le 
mouvement  de  la  Lune  est  aujourd'hui  un  peu  plus  vif  qu'il  n'étoit 
autrefois,  ce  qui  me  parait  suffisant  pour  mon  sentiment.  Car 
puisque  nous  mesurons  les  années  par  le  nombre  des  jours,  qui 
nous  assure  que  les  jours  sont  aujourd'huy  aussi  longs  qu'autrefois? 
En  cas  que  les  jours  soyent  devenus  un  peu  plus  courts,  les  ans  le 
seroient  aussi,  quoiqu'ils  continssent  le  même  nombre  de  jours. 

))  J'ay  l'honneur  d'être  avec  un  très-profond  respect, 

»  Monsieur,  etc. 

»  Berlin,  ce  1 1  de  may  i-jS^.  » 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

WITTSTEIN  (D'^Armin).  —  Zur  Gesciiichte  des  Malfattisciien  Puoblems. 
—  Nordlingen,  Beck'sche  Buchhandlung,  1878;  -27  pages,  2  PI. 

L'auteur  a  déjà  fait  paraître,  en  1871,  une  intéressaute  histoire 
du  problème  de  Mal  l'a  tti,  qui  traitait  déjà  assez  complètement  le 
sujet.  Toutefois,  à  cette  époque,  il  lui  avait  été  impossible  de  con- 
sulter une  certaine  partie  des  sources  originales,  et  comme,  en 
outre,  dans  ces  dernières  années,  de  nombreux  documents  nouveaux 
se  sont  ajoutés  aux  anciens,  l'auteur  a  eu  raison  d'ajouter  à  son 
travail  le  présent  Appendice. 

La  première  Partie  contient  exclusivement  des  compléments  à 
ses  anciens  travaux;  il  y  est  question  des  solutions  analytiques  du 
problème  par  Leclimiitz,  Adams,  CayJey,  et  de  la  démonstration 
géométrique  que  Hart  a  donnée  de  la  célèbre  construction  de 
Steiner.  ^  iennent  ensuite  les  travaux  eifectués  dans  les  sept  der- 
nières années  :  on  doit  mentionner  iii  la  manière  dont  Mer tcn s  a 
traité  le  problème  dans  le  cas  des  triangles  spliériques;  deux  solu- 
tions algébrico-géométriques  par  Simons  et  Catalan;  une  seconde 
étude  de  Mertens,  qui  introduit  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  les 
quantités  imaginaires;  enfin  un  ensemble  de  recherches  synthé- 
tiques, se  rattachant  immédiatement  aux  méthodes  de  Steiner,  et 
auxquelles  l'auteur  consacre  un  paragraphe  spécial.  Cette  revue 
commence  par  la  démonstration  de  Mendthal,  puis  elle  passe  à 
celle  de  Schroeter,  qui,  selon  M.  Wittstein,  «  répond  seule  à  l'in- 
tention de  Steiner  »,  et  que,  pour  cette  raison,  il  expose  avec  giands 
détails;  il  termine  par  les  démonstrations  analogues  de  Godt  et 
d'Alfolter,  où  il  est  fait  un  usage  répété  de  la  transformation  par 
rayons  réciproques.  Une  biographie  sommaire  de  Maifatti  sert  à 
arrondir  cette  esquisse,  écrite  d'un  style  qui  sent  la  recherche. 

Le  nom  de  Leclimùtz  se  trouvant  assez  souvent  cité  dans  ce 
passage  et  ailleurs,  nous  croyons  devoir  faire  observei-,  pour  ne  pas 
laisser  accréditer  une  méprise,  que,  dans  le  Traité  ])ublié  par 
Lehmus,  alors  professeur  à  Berlin  [Die  reine  Mathemalik  und  die 
mechanischenWissenschaften,  lîerlin,  i845),  on  trouve,  pages  i  2f)- 
129,  une  solution  trigonométrique  de  notre  problème,  que  l'auleur 

liiill.   des  Sciences  mailiém.,   T  Série,  t.  III.  (Fevrioi'  iS-^f).)  > 
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lait  suivie  de  ces  mois  :  «  (a'Uo  soliilioii  a  clé  déjà  comimiiiiquéo 
])ar  rautcur,  en  1820,  au  professeur  (jcrgonno,  pour  être  insérét; 
daus  SCS,  y/nna/es.  A  rirnpression,  le  nom  de  l'auteur  a  été  trans- 
formé en  LccJnniitz.    »  S.   GuNTHEn. 


BILLWILLER  (R.)-  —  Uf':beu  Astrologie.  Vorlni<:;  gehalten  von  Robert  Bh.l- 
wu.i.ER,  Chef  der  schweiz.  meteorol.  Centralslalion  in  Ziiricli.  —  Base!, 
Schwoighauser'scho  Buclihandlung,  1878;  33  pages. 

One  non-seulement  l'histoire  générale  d(î  la  civilisation,  mais 
encore  spécialement  1  histoire  des  sciences  mathématiques,  ne 
puisse  en  aucune  façon  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  supersti- 
tion astrologique  des  anciens  temps  si  l'on  veut  que  certaines 
questions  imj)ortantes  ne  restent  pas  à  jamais  sans  réponse,  c'est 
ce  qu'aucun  historien  ne  peut  méconnaître.  Nous  savons  donc  gré 
à  M.  Bilhviller  d'avoir,  par  la  puhlication  en  brochure  de  sa  confé- 
rence populaire,  contribué  à  attirer  l'intéièt  général  sur  ce  point, 
qui  n'est  pas  encore,  à  beaucoup  près,  apprécié  à  sa  juste  valeur. 
Après  avoir  exposé,  dans  une  courte  Introduction,  la  tendance  de 
son  discours,  il  nous  dépeint  le  double  caractère  de  la  science  des 
astres  dans  l'antiquité  :  d'un  côté,  c'était  une  science  physique 
(principalement  météorologique)  dont  le  but  était  relativement 
raisonnable^  d'autre  part,  c'était  une  doctrine  purement  arbitraire 
(l'Astrologie  judiciaire)  lorsqu'elle  se  mêlait  de  faire  des  prédictions 
sur  le  sort  des  hommes  et  des  Etats.  M.  Billwiller,  tout  en  recon- 
naissant Ptoiémée  comme  l'auteur  des  ^Jppaientiœ  slellaruiu, 
défend  énergiquement  cet  astronome  contre  1  imputation  d'avoir 
écrit  le  TsTpàêtêXoç;  ses  conjectures  sur  le  véritable  auteur  de  ce 
méfait  littéraire  paraissent  dignes  d'attention.  Passant  aux  Arabes, 
M.  Billwiller  développe  les  règles  systématisées  par  les  sages  d(î 
cett(;  nation  pour  l'établisscîment  des  horoscopes,  et,  à  cette  occasion, 
il  aiiporte  aussi  quelques  éclaircissements  intéressants  sur  le 
JT'dUcnstcin  de  Schiller.  Il  pi-écise  ensuite;  le  caractère  de  l'Astro- 
logie du  moycni  âge,  av(.'c  son  iiilluence  sur  la  Chimie  et  la  Méde- 
cine, et  enlin  il  expose  les  con("eptions  géométrico-astrologiques 
cr('é('s  par  le  g<''ni(;  original  de  Kepler,  et  à  rim|)ortance  des(juelles 
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il  rend  pleine  juslice.  «  Si  de  nos  jonrs  »,  dit-il  (p.  ay),  «  dans  la 
Psychologie  spécnlalive,  dans  celle  d'Erdmanu  par  exemple,  nous 
rencontrons  encore  l'expression  de  i^ciiius  tcrrestcr,  nous  ne  de- 
vrons pas  trop  clierclier  chicane  à  l'idée  de  Kepler,  quand,  à  une 
époque  remplie  de  mysticisme,  il  parle  de  l'àme  de  la  Terre.  » 
Nous  irons  plus  loin  :  nous  prétendons,  d'accord  avec  l'excellent 
essai  de  Forster,  Johann  Kepler  und  die  Harmonie  der  Sjdiâren, 
que  le  grand  astronome  ne  doit  être  aucunement  séparé  de  l'ingé- 
nieux astrologue,  et  qu'au  contraire  l'un  entraine  l'autre. 

S.   GiJWTHEr,. 


AII/J,PEEB1)  (K.-A.),  npo(|)eccori)  iïiictou  MaTCMaTiiKii  in.  Xari.- 
kobckomtj  ynUBercHTCTa.  —  ()  rcoMeTPiniecKiixi.  cooTuliiCTBi/ixi. 
«■b  npnMtiHeniu  ki.  lioni'ocy  <>  iiocTPOcniii  kphiîwxi.  .luniu  ('). 

(Tnidiiit  par  M.  Potocki.) 

Le  Lut  de  l'auteur  est  d'étudier  le  prohlèmc  de  la  construction 
des  courbes  géométriques,  en  connaissant  un  nombre  suf'lisant  de 
leurs  points.  On  trace  les  sections  coniques  à  l'aide  de  deux 
faisceaux,  entre  les  rayons  desquels  existe  une  dépendance  pro- 
jective  ou  uniforme.  La  cjuestion  posée  par  l'auteur  est  :  «  Quelle 
modification  faut-il  faire  subir  à  la  méthode  du  tracé  des  sections 
coniques  pour  obtenir  un  procédé  plus  général  pour  tracer  les 
courbes  d'ordre  supérieur?   » 

Selon  l'auteur,  deux  transformations  sont  possibles  : 

1°  On  peut  modifier  les  éléments  de  formation,  c'est-à-dire 
remplacer  les  faisceaux  de  droites  par  des  formes  géométriques 
plus  compliquées,  et  laisser  sans  changement  les  relations  proicc- 
tives  existant  entre  les  faisceaux; 

2°  Tout  en  considérant  les  faisceaux  de  droites,  généraliser 
leur  mode  de  dépendance. 


(')  Andui-:ief  (K.-A.),  prolessciir  de  ^ilallioniatiqucs  pures  à  ri'iiivci'sitc  de  Kliar- 
kof,  Des  iiJfiiiUés  i^èométriqites  appliquées  an  prohlèmc  de  In  construction  des  courbes. 
[Mame.Unm.   COopHUICO,   t.  IX,    ifi(i  pa^es,  ^j.  iu-S'  ;   iS;;,). 

3. 
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Dans  le  ])r(>iiiicr  cas,  les  courbes  d'ordie  supérieur  seront  lor- 
niccs  à  l'aide  des  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  dont  les 
élénjents  sont  liés  par  l'affinité  boniograpliique. 

La  fpieslion  a  été  déjà  traitée  à  ce  point  de  vue  (^). 

Quant  à  la  généralisation  du  second  genre,  tout  en  étant  simple 
et  naturelle  au  point  de  vue  analytique,  elle  présente  de  grandes 
difticultés  au  point  de  vue  géométrique.  En  elfet,  si  une  courbe 
d'oidre  supérieur  est  engendrée  par  l'intersection  des  rayons  cor- 
respondants des  deux  faisceaux  reclilignes  liés  par  une  affinité 
dOrdre  supérieur  (multiforme),  on  devrait  arriver  à  une  construc- 
tion qui,  j)our  chaque  rayon  d'un  faisceau,  détermine  les  rayons 
correspondants  di'  l'autre.  La  difficulté  existe  dans  l'établissement 
de  celte  construction,  et  c'est  à  cette  difficulté  qu'on  doit  attribuei- 
le  fait  que  la  généralisation  du  dernier  genre  n'a  pas  conquis  jus- 
(ju'à  présent  dans  la  Science  le  rang  atteint  par  celle  du  premier 
genre. 

Pour  résoudre  le  problème  de  construction  des  courbes  par 
points,  problème  f[ue  Chasles  appelle  le  problème  fondamental  de 
la  thcorie  des  courbes  £^éomélrù/ues  (-),  l'auteur  considère  comme 
le  plus  commode  de  définir  les  courbes  géométriques  comme 
engendrées  par  deux  faisceaux  rectilignes  dont  les  éléments  sont 
liés  par  ujie  affinité  midtiforme. 

Dans  ce  cas,  le  problème  de  la  construction  des  courbes  géomé- 
triques d'après  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  leurs 
points  est  ramené  à  la  construction  des  éléments  correspondants 
de  deux  faisceaux  rectilignes  étant  entre  eux  dans  une  affinité 
multiforme,  et  en  connaissant  un  nombre  suffisant  de  couples 
de  ces  éléments.  Au  lieu  d'un  problème  particulier  de  la  construc- 
lion  des  courbes,  on  arrive  ainsi  au  problème  plus  général  de  la 
iliéorie  géométiù/ue  des  affinités  d'ordre  supérieur. 

Ce  problème  forme  le  principal  objet  du   travail  analysé.  L'au- 


i' '  )  r.r.F.MiiNA,  Iiitrodiizlonc  ad  iiiia  ii'oria  "tometnca  délie  riin'e  piane.  Bologne, 
iSfVj,  §  10. 

nr.  Josoi'iKRF.s,  Essais  sur  la  ifé/iéraCio/i  des  coiirhes  géométriques. 

Hartenuk[<i;i;r,  (cher  die  Erzeriga/zg  geonietrisr/ier  Cinven.  {Journal  de  Crelle, 
t.   .")S). 

(.'■)  CllASl,F.s,  Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  neuf 
points.  {Comptes  rendus  de  V y4ca(léniic  des  Sciences,  t.  XXXVI  \ 
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leur  considère  le  principe  des aflinités comme  le  principe  tondainen- 
lal  de  la  Géométrie  moderne.  JJans  la  Géométrie  synthétique,  tout 
genre  d'affinité  ne  peut  être  considéré  comme  déterminé  que  lorscpie 
la  construction  qui  le  produit  est  connue. 

Si  à  chaque  élément  d  une  forme  correspondent  [)lusieurs  élé- 
ments d'une  autre,  une  telle  affinité  s'appelle  inultifornie.  Le  do- 
maine des  affinités  multiformes  présente  encore  un  vaste  champ  à 
l'exploration.  Le  professeur  Em.  Weyr  donne,  dans  son  Ouvrage 
intitulé  :  Théorie  der  melirdeudgeji  geometrischen  Eleinentar- 
gebilde,  une  définition  géométrique  précise  de  l'affinité  mono- 
biforme.  En  i8jo,  M.  Andréief,  dans  un  Ouvrage  :  De  la  fonna- 
tion  géométrique  des  courbes  planes ,  donna  le  premier  essai  d'une 
représentation  géométrique  de  l'affinité  biforme  réciproque  sous 
une  forme  tout  à  fait  générale. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  l'auteur  cherche  à  développer  les  prin- 
cipes géométriques  généraux  pour  obtenir,  à  l'aide  des  construc- 
tions, les  affinités  multiformes  telles  que  le  nombre  d'éléments  de 
chaque  forme,  correspondants  à  un  élément  quelconque  d'une  autre 
forme,  n'y  dépasse  pas  quatre.  11  parvient  ainsi  à  construire  sur  un 
plan  les  courbes  géométriques  générales  jusqu'au  cinquième  ordre, 
y  compris  plusieurs  groupes  de  courbes,  dont  certaines  propriétés 
particulières  appartiennent  aux  courbes  d'ordres  plus  élevés.  Dans 
toute  son  exposition,  l'auteur  suppose  connues  les  définitions  géo- 
métriques et  les  propriétés  principales  des  affinités  collinéaires  et 
corrélatives. 

Le  deuxième  Chapitre  est  intitulé  :  Affinité  hiforme  réci- 
proque des  faisceaux  et  construction  des  courbes  des  troisième  et 
quatrième  ordres.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  étudie  la  construc- 
tion à  l'aide  de  laquelle  on  peut  déterminer,  pour  chaque  rayon 
d'un  faisceau,  deux  rayons  correspondants  d'un  autre  faisceau. 
L'auteur  établit,  entre  l'affinité  de  deux  faisceaux  réciproquement 
bîformes,  déterminés  par  huit  couples  de  rayons,  une  dépendance 
déterminée  par  l'affinité  corrélative  de  deux  plans.  En  appliquant 
l'affinité  biforme  à  la  construction  des  courbes,  il  résout  le  pro- 
blème relatif  à  la  dépendance  de  l'ordre  de  la  courbe  engendrée 
et  des  caractéristiques  numériques  de  la  multiplicité  des  affinités 
entre  les  faisceaux  qui  l'engendrent.  Ici  l'auteur  cite  le  théorème 
connu  : 
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Deux  Jaisceaux  de  droites  lies  entre  eux  par  une  dé/)en(l(ijice 
niultij'ornie  telle,  tja  a  chaque  rayon  du  premier  correspondent 
ni'  rayons  du  second,  et  récijyroquenient  à  chaque  rayon  du  se- 
cond faisceau  correspondent  ni  rayons  du  premier,  engendrent 
une  courbe  d'ordre  in-\-m;  les  centres  de  cette  courbe  ren- 
ferment des  points  multiples  dont  les  multiplicités  sont  respecti- 
vement égales  à  m  et  m'. 

La  connaissance  de  la  construction  des  rayons  correspondants 
de  deux  i'aisceaux  liés  par  l'aflinité  réciproquement  hiformc  per- 
met à  l'auteur  de  résoudre  les  deux  proldèmes  suivants  : 

1°  Construire  une  courbe  du  quatrième  ordre  en  connaissant 
dix  de  ses  points,  dont  deux  doubles  -, 

•2"  Construire  une  courbe  du  troisième  ordre,  en  connaissant 
neuf  de  ses  points. 

Le  troisième  Chapitre  a  pour  objet  l'exposition  géométrique  des 
transformations  dites  de  Cremona  et  de  leurs  applications. 

Après  avoir  donné  une  définition  géométrique  de  la  correspon- 
dance quadratique,  c'est-à-dire  de  la  transformation  du  deuxième 
degré  de  Cremona,  et  avoir  exposé  ses  propriétés  fondamentales, 
l'auteur  donne  un  aperçu  liistorique  sur  le  développement  graduel 
de  la  théorie  des  transfoiniations  au  point  de  vue  purement  géomé- 
trique. Il  indique  raffinité  établie  ]iour  la  première  fois  par  Stei- 
ner(^)  ou  la  projection  gauche  de  Transon  (^),  et  les  définitions 
géométri(pies  de  cette  affinité  données  par  Scydevs  itz(  ^),  Reye(*  ), 
Darboux(^),  llirst^),  etc. 


(')  STKlNF.n,  SrsU'nidtischc  Eitti\'ichluiig  di-r  Abtiàiii^tgkc'U  gcomctriscliar  Gcslaltcii 
von  cintmder.  Herliii,  p.  3ji;  i832. 

( -)  Tka>"so.n,  De  la  projection  i^tuulie.  [Nouvelles  Jnnales  de  3Iuthéni.^  t.  IV,  j>.  -jfcij- 
jy.'l,  i8G5,  et  t.  V,  p.  Gj-70;  i86(3). 

(")  Seyokwitz,  Darstellnng  dcr  gcowctrischen  Vcrsvandtchaften.  [Gninert's  Archh, 
t.  VII,  p.  ii:Ui/|8). 

(*)  Rkye,  GeomctriscJie  Verwandtschajl  zwcitcn  Crades.  iZcilschrift  fur  Matli.  und 
Pli.,  t.  XI,  p.  280-310;  18C6). 

(■')  D.MUiorx,  Sur  tin  mode  de  transformation  des  figures.  [Uni/,  de  la  Soc.  l'ii., 
l.   XI,   p.   7-Ko;  iSiS. 

(°)  Hiusr,  On  ihc  '/tialiii  co/i'crsio/i  <\f  j'Iiiiic  cm  ves.  [l'ruvccdings  of  lin  lioral 
Soc,  ;  i8()')  ). 
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Les  lianslorinations  de  Creinona  d'ortlrcs  svipériciiis  se  ])ré- 
sentent  comme  dérivant  de  la  répétition  de  la  dépendance  quadra- 
tlcpie.  La  possibilité  d'obtenir  par  ce  procédé  tontes  les  transfor- 
mations de  Cremona  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 
A6llier(M  et  Rosanes  (-),  qui  l'ont  fait  indépendamment  l'un  de 
l'autre.  A  propos  des  transformations  de  Cremona,  on  remarque 
(jue  la  construction  donnée  par  Saltel  (■')  pour  établir  le  principe 
appelé  par  lui  arguesien  n'est  autre  chose  que  la  transformation 
du  troisième  degré  de  Cremona.  On  donne  ensuite  la  généralisa- 
tion de  celte  construction,  déjà  indiquée  par  Saltel. 

Parmi  les  applications  géométriques,  la  plusi'cmarquable  est  celle 
(lui  est  relative  à  la  construction  des  courbes  rationnellesou  unicui- 
sales.  L'auteur  démontre  que,  si  une  courbe  de  ce  genre  est  déter- 
minée par  la  connaissance  d'un  nombre  sullisant  de  ses  points, 
parmi  lesquels  se  trouvent  tous  les  points  multiples  donnés  avec 
leur  degré  de  multiplicité,  tous  les  autres  points  de  cette  couibe 
peuvent  être  obtenus  à  l'aide  d'une  règle. 

Une  autre  application  consiste  dans  la  reclierclie  des  points 
d'intersection  de  deux  coniques  sans  tracer  ces  courbes.  L'auteur 
donne  deux  procédés  pour  la  solution  de  ce  problème.  Par  le  pre- 
mier, la  construction  s'eilcctue  à  l'aide  d'une  règle  et  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe,  située  dans  le  plan  d'une 
manière  quelconque.  Le  second  consiste  dans  l'emploi  de  la  règle,  du 
compas  et  d'une  section  conique  située  dans  le  plan  d'une  manière 
quelconque,  mais  autre  que  la  circonférence  ou  deux  droites. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auteur  examine  les  systèmes  li- 
néaires des  coniques.  Le  plus  simple  de  ces  systèmes  est  un  faisceau. 
Vient  après  le  réseau,  c'est-à-dire  un  système  linéaire  contenant 
un  nombre  doublement  infini  de  courbes.  L'auteur  appelle  réseau 
(lu  deuxième  genre  un  système  linéaire  contenant  un  nombre 
triplement  infini  de  courbes.  De  la  même  manière  on  formerait 
les  réseaux  de  troisième,  quatrième  genre,  etc. 


(')  NoTllER,   Mathematische  AnnnJen,  t.  III  ;   iK'jo. 

( ')  Rosanes,  Uehcr  diejenigen  rationalen  Siibstitutioncn,  welchc  eine  rat  tonale  Unt- 
kchrung  zulasscn.  {Journal  de  Crelle,  t.  LXXIII,  p.  97-110;  1871.) 

(^)  Saltel,  »?«/■  V  application  delà  transformation  arL^iiestennc,  etc.  {Mémoires  cou- 
roiincs  cl  autres  Mémoires  publiés  par  V Acadénue  lioyale  Je  licli^i>jue,  l.  XXII;  187'^). 

Saltel,  Mémoire  sur  le  principe  arquesie/,   unieursal .  [Ibid.  t.   XXIII;    i''^7!V;, 
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xAprès  avoir  donné  une  délinition  géoniélrique  rigoureuse  des 
réseaux  et  indiqué  leurs  propriétés  fondamentales,  l'auteur  résout 
quelques  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'une  conique,  avec 
la  conditiou  fjue  cette  conique  appartienne  à  un  ou  à  plusieurs 
réseaux  déterminés.  Vient  après  l'étude  des  affinités  entre  les  ré- 
seaux de  sections  coniques.  En  premier  lieu,  l'auteur  examine  les 
affinités  collinéaires,  et  il  démontre  qu'une  telle  affinité  entre  deux 
réseaux  de  même  espèce  peut  être  entièrement  déterminée  à  l'aide 
d'un  nombre  suffisant  de  couples  de  courbes  et  indique  la  con- 
struction qui  permet  de  trouver,  pour  chaque  conique  d'un  réseau, 
une  conique  correspondante  de  l'autre. 

Après  avoir  remarqué  que  chaque  réseau  est  un  système  au- 
quel le  principe  de  dualité  s'applique,  l'auteur  passe  à  l'affinité 
réciproque  entre  les  réseaux.  Dans  ce  cas,  à  chaque  point  situé  sur 
un  plan  de  l'un  des  réseaux  correspond  une  conique  située  dans 
le  plan  de  l'autie.  Deux  points  dont  chacun  se  trouve  sur  une 
conique  correspondante  à  l'autre  s'appellent  conjugués. 

S'étant  assuré  d'abord  que  l'affinité  réciproque  de  deux  réseaux 
de  coniques  peut  être  déterminée  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de 
couples  d'éléments  réciproquement  correspondants,  l'auteur  dé- 
montre encore  que  chaque  couple  de  ces  éléments  peut  être  rem- 
placé par  un  nombre  suffisant  de  couples  de  points  conjugués.  De 
là  résulte  la  possibilité  de  déterminer  l'affinité  réciproque  des  ré- 
seaux simplement  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de  couples  de 
points  conjugués. 

Le  cinquième  Chapitre  est  intitulé  :  yJJfinilé  réciproque  tri- 
^  forme  et  tètraforine  de  faisceaux  ;  construction  de  courbes  en- 
gendrées par  deux  faisceaux  liés  par  V affinité  de  ce  genre. 

Ce  Chapitre  est  principalement  consacré  à  la  construction  des 
courbes  géométriques.  A  l'aide  d'une  construction  très-simple, 
l'auteur  est  parvenu  à  lier  l'affinité  réciproque  de  réseaux  avec 
l'affinité  entre  d(;ux  faisceaux  rectilignes,  telle  qu'à  chaque  rayon 
d'un  faisceau  correspondent  au  plus  quatre  rayons  de  l'autre,  de 
manière  que  ces  deux  espèces  d'aflînités  s'établissent  l'une  par 
l'autre. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  rayons  corres- 
pondants de  deux  l'aisceaux  reliés  par  l'allinité  nommée  tout  à 
l'heure  est    une    courbe  géométrique  d'un  ordre  qui   n'est  pas  su- 
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périeur  à  huit.  On  sait  que  Cliasles  a  donné  une  méthode  de  con- 
struction d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont 
connus.  M.  de  Jonquières  a  donné  quelques  principes  particuliers 
pour  la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

En  définitive,  le  résultat  du  Mémoire  analysé  conduit  à  fournir 
une  méthode  très-générale  de  tracé  des  courbes  du  quatrième 
ordre  déterminées  par  quatorze  points,  et  des  courbes  du  cinquième 
ordre  déterminées  par  vingt  points.  En  outre,  l'auteur  donne  la 
construction  de  ^^lusieurs  formes  particulières  de  courbes  d'ordres 
supérieurs.  Les  moyens  géométriques  employés  pour  ces  construc- 
tions sont  les  mêmes  que  les  moyens  employés  pour  la  détermina- 
tion des  points  d'intersection  de  deux  sections  coniques,  c'est-à-dire 
une  règle  et  une  courbe  fixe  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième 
classe,  ou  une  règle,  un  compas  et  une  conique  fixe  autre  qu'une 
circonférence  ou  un  système  de  deux  droites. 

Il  importe  d'ajouter  que  le  Mémoire  de  M.  Andréief  est  remar- 
quable par  la  clarté  de  son  exposition,  la  profondeur  de  vues  et 
l'originalité  des  résultats  qu'il  contient. 

N.    BOUGAÏEF. 


KOENIGSBERGER  (L.).  —  Vorlesungen  uber  die  Théorie  der  iiypereli.ip- 
TiscHEN  Intégrale.  —  Leipzig,  1878.  In-8°,  170  p. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Koenigsberger  a  publié  dans 
divers  Hecueils  mathématiques  une  suite  de  travaux  sur  les  fonc- 
tions hvperelliptiques  5  il  rend  un  véritable  service  à  ceux  qui 
s'occupent  de  ces  matières  en  réunissant  les  résultats  complétés  et 
ordonnés  de  ses  recherches  en  un  Volume,  qui  formera  une  suite 
naturelle  à  ses  Leçons  classiques  sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
ti([ues  (*);  on  y  retrouvera  les  mêmes  qualités  d'ordre,  de  clarté 
et  de  concision. 

Après  avoir  montré  coinment  on  peut,  sur  une  surface  dcRiemann 
à  deux  feuillets,  représenter  la  racine  carrée  d'un  polynôme,  et  dis- 
cuté les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sur  le  nombre  et  la 
position  des  points  critiques  sur  une  telle  surface  pour  l'existence 

(')  Voir  ISnUclin,  IX,   i.^.'). 
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d'une  fonclîon  rationnelle  de  z  et  de  y/R(  ;:)  ,  l'auteur  définit  les 
intégrales  des  trois  espèces  et  établit  leur  forme,  puis  montre  eoui- 
ment  une  intégrale  liyperelliptique  peut  être  déterminée  par  les 
conditions  relatives  à  la  discontinuité  et  aux  périodes.  L'auteur 
passe  ensuite  à  la  réduction  de  l'intégrale  liyperelliptique  générale 
aux  intégrales  des  trois  types  normaux, étudie  les  cocilicients  de  ces 
intégrales  dans  les  formules  de  réduction,  établit  les  relations  entre 
les  périodes  de  deux  intégrales  liyperelliptiques  appartenant  à  la 
même  irrationnalité,  démontre  le  théorème  d'Abel,  traite  le  pro- 
blème de  la  transformation  dans  sa  généralité.  Enfin,  les  deux  der- 
niers Chapitres  sont  consacrés,  l'un  aux  intégrales  liyperelliptiqucs 
(jui  se  réduisent  aux  fonctions  algébriques  et  aux  transcendantes 
élémentaires,  l'autre  à  la  multiplication  et  à  la  division  des  inté- 
grales liyperelliptiques. 


MELANGES. 

QUELQUES  FORMULES  FONDAMENTALES  POUR  L'ÉTUDE  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  SECOND 
DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIABLES  ET  A  INTÉGRALE  GÉNÉRALE  ALGÉ- 
BRIQUE (  •  )  ; 

Par  F.  CASORATI. 
ProIVssciir  il  l't  nivcrsitt'  do  Pavio. 

(tr\oiit   par   E.   nF.WCl-F.) 

\.  lleprésentons  par  a^  h^  c  trois  fonctions  des  vaiiablcs  ;/,  t',  et 
considérons  la  résultante  de  l'élimination  de  la  constante  arbitrair*' 
12  entre 

(l)  <-ai2+  5./;Il -4-  r  =  o 

et  la  diUérentielle 

dnDJ  -+-  i.flbD.  -f-  (Ir  =  n. 


(')  Alciiiie formule  foiidanicntdli ix-r  lo  xtiidin  délie  eiinazionl  iili(ehrico-(liff'creiizifilt 
(Il  primo  ordiiic  e  secoiidu  i;^railo  [ni  due  niriidiili  nd  iiilei^rtile  i^eiierti/e  al^ehricti. 
(Nolc  lue  dans  la  sraiicc  du  lo  dOcL'Iiihn'  iS-jl  di'  Vltistitid  nniil  T.oni'iard.)  ColtP 
JNote  sera  suivit'  d'ai)j)Iicalioiis. 
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Celte  résullaiiU'  est 

(2)  [cda  —  adcY  -  ^{  adh  ~  h(lu)[l>  de  —  cdl)]=  o. 

Posons 
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a 

h 

c 

h 

ùa 

ôb 

de 

f'o 

h 

Co 

a 

,        /   =r^ 

du 

â7i 

du 

,        k^    .r 

('u. 

l>u 

Cu 

h 

c 

ùa 

ùb 

Or 

a„ 

l>. 

('v 

ôv 

ôv 

ôv 

le  dernier  tléternijnant  est  le  déterminant  à  éléments  réciproques, 
t)U,  en  d'autres  ternies,  celui  du  système  adjoint  au  système  des 
éléments  de  k. 

La  valeur  de  g  permet  de  mettre  (a)  sous  la  forme  importante 

(2,)  [dgY-/ig[dndc~{dbY]  =  o. 

On  a  donc  pour  la  résvdtantc  les  deux  expressions  suivantes  en 


bf,  du  —  bi,di>)- —  4  ('V  (^'f'  —  ^'u  'b> )  [(i^,du  —  a^  dv]  r=  o, 


\{ 


du 


dA  -^^^g 


^  da  -h  ~dv][  ---  du  -f  —  d^ 
Ou  (Jv       I  \0u  Ov 


Par  suite,  en  représentant  la  résultante  par 

(  2;,  )  A  du-  H-  2  B  da  dv  -h  C  dv^  =:  o, 

on  obtient  pour  A,  B,  C  les  deux  systèmes  d'expressions 
A=      b^.      —4,7,  r„, 


(4: 


B 


bu  b,  -t-  2(7„<vH-    \a,<u. 


/i.) 


1^1 


C=      b, 


Os\ 
Ou 

OiOg_^^ 

du   Ov  ^» 


-  4<^u''«> 


Oa  Or  _  ('^'V! 
Ou   Ou         \0u J    J 


Oa  Oc         Oa    Oc  Ob  ôb 

Ou  t)i'         Or    Ou  du  ôi' 

Ob 


rOa  ôc 

\_7h  7h 
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Cherchons  le  rapport  du  déterminant 

I  A     B 

I   B     C 

et  de  g.  On  tire  des  formules  (4) 

et  des  formules  (3),  d'après  une  propriété  des  déterminants  à  élé- 
ments réciproques, 

-r —  =:  bu  c^  —  b^  L\  =  ka, 

b  ;  —  c„  a,  —  c^  «,,  =  kb, 

I  ^'^^  /  /         l 

— —  r=:  «u  bp  —  a,  bu  ^=  kc  ; 

le   rapport   cherché    est    donc    exprimé   par    la    formule    remar- 
quable (  '  ) 

(7)  ^=4*'. 

On  peut  introduire  g  et  ses  dérivées  dans  le  déterminant  A.  11 
résulte  de  cette  opération  trois  formules  que  l'on  obtient  en  expri- 
mant les  valeurs  des  inconnues  c,  — ib^  a  tirées  du  système  des 
équations  algébriques  linéaires 

/    ca       —  o.bb       -\- ac       z=:  ig, 

\       da  ôl>  de         dg 

o  {au  Ou  au       ou 


da  ,  dh  d 


—  ab 


a 


àv  dv  ds>        dv 


(')  Cette  formule,  que  j'ai   trouvée  en  18G9  en   faisant  des  recherches   que  je  n'ai 
pu  reprendre  avant  cette  année,  a  été  trouvée  aussi  par  M.  Catalan,  sous  la  forme 

en  faisant  a  =  i,  dans  l'élimination  qu'il  a  eu  à  faire  de  la  constante  arbitraire  c 
entre  l'équation  c'-i-Pc  1  Q  =  o  et  sa  différentielle  immédiate  (  <'o/"/'^o  mnliis  dr 
r Aradémie  des  Sciences  du  f\  juillet  iSjo). 


t't  (pu  s<ml 


.MELANGES. 

2  g 

b 

c 

dg 

db 

de 

/.•  = 

du 

du 

du 

dg 

dh 

de 

0. 

dv 

dv 

a 

-^s 

c 

da 

dg 

de 

k  — 

du 

du 

du 

da 

àg 

de 

d^' 

dv 

d^ 

a 

h 

25- 

da 

dh 

àg 

'.-  = 

du 

du 

du 

da 

dh 

àg 

d^ 

dv 

dv 
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2.  Toutes  les  formules  ci-dessus  subsistent,  quelle  que  soit  la 
nature  des  fonctions  «,  Z»,  c,  mais  elles  acquièrent  une  plus  grande 
importance  quand  on  suppose  que  les  fonctions  a,  b,  c  sont  algé- 
briques, rationnelles,  entières.  Dans  cette  bypotbèse,  il  faut  remar- 
quer d'abord,  parmi  les  conséquences  de  ces  formules,  celles  que 
l'on  rencontre  en  comparant  entre  eux  les  deux  discriminants  et 
le  déterminant  A. 

Un  facteur  qui  entre  m  fois  dans  g  entre  au  moins  vi  —  i  fois 
dans  k.  En  eiïet,  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  facteur 
premier  cp  de  ce  facteur  et  qui  y  entre  /'  fois  :  il  entre  rni  —  i  fois 
dans  chaque  élément  d'une  colonne  du  second  membre  de  chacune 
des  formules  (9),  et,  par  suite,  le  facteur  (jj  entrera  iin —  i  fois 
dans  chaque  premier  membre,  c'est-à-dire  dans  h.  Dans  le  cas  où 
une  puissance  (^'<^  de  ce  facteur  diviserait  simultanément  «,  b^  c, 
le  facteur  9^"'  se  trouverait  dans  les  deux  autres  colonnes  des 
seconds  membres;  on  voit  donc  que  ©  doit  entrer  au  moins 
rni -h  y- — 2^7M  —  I  fois  dans  A,  puisque  (p"'~' ,  çp''^"' ,  9'*  et  9 
entrent  respectivement  dâais  les  trois  colonnes  et  dans  la  première 
ligne.  :. 

Mais  de  ce  (pie  des  facteurs  entrent  dans  A  on  ne  peut  pas  con- 
clure qu'ils  entrent  aussi  dans  g.   En  prenant,   par  exemple,  une 
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Ibiulion   n  coiitciianl  'j''+'  cl   inic  fonction   h  non  divisiLIc  par  o, 
on  aura  ^"^  dans  /?",  et  f^  ne  sera  pas  divisible  par  o. 

En  comparant  g  et  ^,  on  peut  prendre  ha  —  c-  on  ch  —  a-  au 


lieu  de  ne  —  h-  comme  valeur  de  g. 

Puisque  h  entre  deux  fois  dans  G,  il  résulte  du  tliéorèine  ci-des- 
sus que  k  divise  le  déterminant 

A        lî        C 

ùk     ()\\     dV. 

K  =::         ÔU         <)  Il         <)ll 
()k        ()W         ()(\ 

()v       ai'       dr 
En  désignant  respectivement  par 

///,      m',      m" 
les  degrés  de  multiplicité  d'un  facteur  premier  dans 

g,     /',     G, 


la  relation  (  7)  donne 


m  , 


et  de  cctt(î  iclation,  combinée  avec  le  tbéorème  concernant  g  et  k. 
on  déduit  les  inéiialités 


12 


3  m'  >  /n"  —  I , 


y">l 


Parmi  les  propositions  ainsi  écrites,  il  faut  maintenant  remar- 
f[uer  particulièrement  les  suivantes  :  Tout  facteur  premier  simple 
de  G  est  facteur  simple  de  g  et  ne  divise  j)as  A";  tout  facteur  pre- 
mier multiple  de  G  est  aussi  facteur  de  k. 

3.  Supposons  maintenant  Cjue  (i)  soit  l'intégrale  générale  de 
l'équation  diirércntielle 

(  1 3)  udu-  4-  "2  p (fti  dv  -t-  Y  dv-  =  o, 

où  (X,  j3,  y  représentent  des  fonctions  rationnelles  entières  de  /<,  r. 
En  rapprochant  cette  écjuation  de  (2:;),  on  trouve 


(•4i 


A:r^Oz,       Cr:=^[i,       C  =  O7  , 


(Wni 


(f^>] 


et 


G  =  4  [ac 
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a         h         c 

ùa      db      de 

[ne  - 

~b^) 

du      du      du 
da      db      de 
dt>       (je       de 

:..0^{«V- 

A 

B 

C 

a 

p        7 

()\ 

r)B 

dC 

dx 

r)p       ()7 

ô7i 

<)n 

du 

r^O^ 

d7i 

du      du 

ÔA 

(h' 

dC 

dy. 

d^      dy 
7h'      "^ 

lÔ! 


Dorénavant  nous  supposerons  toujours  que  les  fonctions  a,  |3,  y 
sont  premières  entre  elles.  Jl  résulte  de  là  que  le  facteur  rationnel  6 
doit  être  entier. 

En  désignant  par  a-  le  discriminant  de  (i3),  c'est-à-dire  en  po- 
sant 

a      p 

P      7 


117) 
d'où 


nous  écrirons  (y)  ou  (i5)  comme  il  suit  : 

(i8)  4g-/  =  =G=ff. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  fdcLour  premier  de  0  doit, 
élre  facteur  de  k.  L'égalité 

(19)         9(ar/«'+  'Zpdudi'-hydi>')  =  {f/gY—/^gliàulc  —  [db)-] 

prouve  qiiu7i  facteur  qui  entre  une  seule  fois  dans  g  ne  divise 
pas  0\  car,  s'il  en  était  autrement,  il  devrait  diviser  dg  ou  les  deux 
premièies  dérivées  partielles  de  g^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  des  facteurs  multiples  de  g.  Pour  ceux-ci,  au  contraire, 
l'égalité  ci-dessus  montre  qu'««  facteur  qui  entre  plusieurs Jbis 
dans  g  entre  au  j?ioins  autant  de  fois  dansO. 

En  comparant -7  et  g^  l'équation  (18)  nous  montre  que  tout  fac- 
teur premier  entre  dans  ces  dcur  discriminants  un  nombre  impair 
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de  Jais  ou  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  pair  de 
fois;  ainsi,  en  particulier,  les  facteurs  qui  entrent  un  nombre 
impair  de  J'ois  sont  les  mêmes  pour  les  deux  discriminants.  iNous 
noterons  aussi,  par  rapport  à  o-  et  /f,  que  tout  facteur  qui  entre 
plusieurs  fois  dans   a  entre  aussi  dans  k. 


NOUVELLE  THÉORIE  DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES 

DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES   DU    PREMIER   ORDRE 

ET  DU  SECOND  DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIABLES  ; 

Par  m.  F.  CASORATI. 

(Communication  faite  à  l'Académie  royale  des  Lincei,  le  5  mars  1876)  ('). 

(tRADLIT    par    m.    E.    DEWll.F.) 

Les  théories  des  équations  diirérentielles  généralement  connues 
jusqu'à  ce  jour  sont  toutes  plus  ou  moins  incomplètes  et  même 
en  partie  inexactes,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  aussi  M.  Darboux 
à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  il  y  a  quelques  années  (-). 
Cette  nouvelle  théorie  ne  paraîtra  donc  pas  inopportune,  si,  comme 
je  le  pense,  elle  résout  complètement  et  exactement  les  questions 
qui  se  présentent  ordinairement  au  sujet  de  ces  solutions.  Cette 
Communication  ne  vise  que  la  classe  la  plus  simple  des  équations 
susceptibles  de  solutions  singulières-,  mais  cette  classe  a  par  elle- 
même  une  très-grande  importance  dans  l'Analyse  pure  et  dans  ses 
applications,  et,  en  outre,  on  reconnaîtra  dans  cette  Communica- 
tion une  bonne  partie  des  idées  qui  doivent  servir  à  l'étude  des 
autres  classes. 

Les  propositions  que  nous  ne  ferons  qu'énoncer  se  démontrent 
brièvement  en  s'appuyant  sur  la  jNote  :  Quelques  formules  fon- 


(')  Nuova  teoria  délie  soli/zioni  slngolaii  délie  equazioni  differenzinli  di  primo 
ordine  e  seconda  grado  tra  due  variabili.  Communicazionc  del  prof.  F.  Casorati,  fatta 
alla  Realc  Accademia  dei  Lincei,  il  5  marzo   1876. 

(')  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  des  surfaces  algébriques.  {Comptes  rendw: 
du  20  juin  1870). —  Réponse  aux  observations  de  M.  Catalan.  {Comptes  rendus  du 
10  juillet  I  S70). 
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d amentales    dans    l'étude    des    écjuations    différentielles    filgé- 
hriques,  etc. 


Soit 


0 


I. 


v.yu^v^^du"-  -t-  'i^{u,v)(Iu(h'  +  "/[tt,  <')f/('*  ==  o 


l'équation  différentielle  dont  il  s'agit,  où  a(î/,  t'),  [3  («,  v^),y(if,  v) 
représentent  des  fonctions  de  ii  et  t',  i^itionnelles,  entières  et  pre- 
ndères  entre  elles.  Supposons  que  cette  équation  soit  irréductible, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  se  décompose  pas  en  deux  équations  diffé- 
rentielles aussi  rationnelles  en  z/,  ç»,  (fw,  r/i^,  et  qu'elle  admette  une 
primitive  complète  algébrique 5  cette  primitive  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

(2)  a[u,v)D?-  -\-  ib[ii,v)£t  -hc[u,v)  =^0, 

où  a(«,r),  b(^u^u)^  c[u,v)  représentent  des  fonctions  de  i^, irra- 
tionnelles, entières  et  premières  entre  elles,  et  où  12  est  la  constante 
arbitraire. 

En  éliminant  Q.  entre  cette  primitive  et  sa  différentielle  immé- 
diate 

da  .  il-  +  o.  dh  .  a  4-  dr  =  o. 


on  trouve  la  résultante 


■yjj 


0 

a 

7.  h 

c 

da 

■xdh 

de 

0 

0 

da 

o.dh 

de 

o, 


qui  doit  être  le  produit  de  (i)  par  une  fonction 

rationnelle  entière,  qui  peut  être  une  constante. 

Si  une  fonction  4>(m,  »')  rationnelle  entière  en  u^  p-  et  non  décom- 
posable  en  facteurs  aussi  rationnels,  égalée  à  zéro,  donne  une  équa- 
tion de  laquelle  il  résulte  que  (3)  est  satisfaite  sans  que  (1)  le  soit, 
cette  fonction  doit  être  un  facteur  de  0,  et,  si  l'on  veut,  on  pourra 
dire  que  l'équation  <!>  =  o  est  une  solution  de  (3),  mais  impropre. 
Une  solution  de   cette  équation   ne  devant  être  dite  propre  que 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  4 
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quand  elle  est  aussi  une  primitive  de  (i),  l'équation  (^i)  ne  peut  se 
réduire  à  une  identité  qu'en  ayant  recours  à  la  dilîérentielle  de  la 
primitive. 

Dans  une  équation  rationnelle  entière  E(/<,»')  =  o  qui  se  pré- 
sente comme  solution  d'une  équation  ditlérentielle,  il  est  impor- 
tant de  distitiguer  les  diverses  équations  rationnelles  entières  des 
degrés  les  plus  bas  dans  lesquelles  elle  peut  se  décomposer.  Quel- 
ques-unes de  ces  équations  pourront  ne  pas  satisfaire  à  l'écjuation 
diiîérentielle  5  chacune  des  autres  donnera  une  solution  simple.  Si 
ces  dernières  sont  S(  (m,  t')  =0,  S2(w5»^)  =  o,  •  .  . ,  l'équation  E  =  <> 
poiirra  être  dite  solution  composée  de  ces  solutions  simples. 

jNous  nommerons  particulière,  suivant  l'usage  général,  une  so- 
lution ou  primitive  ou  intégrale  de  (i)  quand  elle  se  confond  avec 
une  équation  déduite  de  (2),  en  v  mettant  pour  O  un  nombre  par- 
ticulier, ou  quand  elle  est  un  facteur  de  cette  équation,  et  singu- 
lière toute  autre  solution. 

Dans  les  anciennes  théories  des  solutions  singulières,  on  affir- 
mait, d'une  manière  plus  ou  moins  dilférente,  que  l'on  pouvait 
obtenir  ces  solutions  en  égalant  à  zéro  l'un  ou  l'autre  des  discri- 
minants 


sans  tenir  un  compte  suffisant  du  rapport  entre  ces  deux  discri- 
minants, et  sans  faire  une  distinction  suffisamment  détaillée  entre 
les  dillérents  facteurs  en  lesquels  ils  peuvent  se  décomposer.  Cette 
distinction  est  indispensable,  car  ces  facteurs  se  comportent  diver- 
sement, suivant  leurs  divers  degrés  de  multiplicité  dans  les  deux  dis- 
criminants, ce  que  les  raisonnements  les  plus  usités  jusqu'ici  ne 
faisaient  même  pas  soupçonner. 
D'après  la  relation 

qui  a  lieu  entre  g,  g^,  B  et  le  déterminant 

n         h  (• 


da 

dh 

dr 

'dit 

Thi 

~dii 

(la 

dh 

de 

,h 

Tv 

Tv 
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il  est  manifeste  que  les  facteurs  rationnels  et  premiers,  ou  indé- 
composables, qui  entrent  un  nombre  ii/ij)ai/-  de  fois  dans  c,  entrent 
aussi  un  nombre  impair  de  fois  dans  g.  En  tenant  compte  de  cette 
observation,  nous  distinguerons  les  facteurs  en  sept  espèces,  et  en 
désignant  respectivement  par  p^  q^  /',  c,  x^j^  z  un  facteur  quel- 
conque de  chaque  espèce,  nous  exprimerons  la  composition  de  g 
et  (7  comme  il  suit  : 

i    s;  ^z  p  .  .  .  q  .  .  .  /-^i^-i  .  .  ,  .v2/-i  ,.5;  ,.n  j,-' 

(   0-  =  /^  .  .  .  <7-''^'  .  .  .  r  .  .  .  .v^f"*"'  .  .  ,  .r"  .  .  .  r"''  .  .  .  S"", 

/,  p,  V,  jo,  ^,  ï2,  (^,  0)  représentant  des  nombres  entiers  plus  grands 
que  zéro.  Et  l'on  entend  qu'il  peut  exister  plusieurs  facteurs  de 
chaque  espèce,  par  exemple  a:,,  x^-,  ...  avec  les  exposants  a^i, 
r>. ?27  •  •  •  •  L'exposant  o  de  a:  veut  diie  que  cette  espèce  de  facteurs 
manque  toujours  dans  (7,  et,  s'il  n'y  en  avait  pas  non  plus  dans  i,', 
.r  serait  une  constante. 

Voici  maintenant  le  résumé  de  la  manière  dont  chacune  de  ces 
espèces  de  facteurs  se  comporte  par  rapport  à  (i).  ?Sous  indique- 
rons aussi  quels  facteurs  divisent  le  multiplicateur  5,  c'est-à-dire 
donnent  (en  les  égalant  à  zéro)  des  solutions  de  (3)  qui  sont  im- 
propres si  elles  ne  satisfont  pas  à  (i),  et  quels  facteurs  divisent  h; 
déterminant  h. 

1"  Les  facteurs  p  donnent  toutes  les  solutions  singulières  et  ne 
donnent  qu'elles.  Ils  n'entrent  ni  dans  9  ni  dans  k. 

2"  Les  J acteur  s  q  donnent  toujours  des  solutions  particulières . 
Ils  n'entrent  pas  dans  0,  ils  entrent  dans  k. 

3°  Les  facteurs  r  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  6  et  dans  k. 

4°  Les  facteurs  s  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 
quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières .  Ils  entrent  dans  9 
et  dans  k. 

5"  Les  facteurs  x  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  0  et  dans  k. 

6°  Les  ficteurs  j  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions; 
celles  qu'ils  jieuuent  dojiner  sont  particulières.  Ils  n'entrent  pas 
dans  ô,  ils  entrent  dans  k. 

7"  Les  facteurs  z  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 

4- 
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(/na/id  i/s  en  dorment,   elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans  5 

et  dans  h. 

Quoique  les  propositions  qui  constituent  la  partie  purement 
analytique  de  notre  théorie  des  solutions  singulières  pour  les  équa- 
tions de  la  classe  (i)  se  trouvent  toutes  dans  le  résumé  précédent, 
nous  pensons  qu'il  ne  sera  pas  superflu  de  les  énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorïîme.  — ■  Les  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
les  différents  facteurs  prenners  qui  entrent  une  seule  J'ois  dans 
les  deux  discriminants  des  équations  différentielle  et  intégrale 
sont  toutes  des  primitives  singulières,  et  il  n'y  e/i  a  pas  d'autres. 

Ce  théorème  ne  donne  que  la  solution  d'un  des  problèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie,  celui  qui  consiste  à  déduire  les  primitives 
singulières  de  la  primitive  complète.  La  solution  du  second  pro- 
blème, celui  de  déduire  ces  primitives  de  l'équation  difïérentielle, 
découle  de  cet  autre  théorème  : 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  ])remiers  et  simples  du  discri- 
minant de  l'équation  dijferentielle,  ceux  qui  égalés  à  zéro  satis- 
font à  l'équation  elle-même  en  donnent  toutes  les  primitives  sin- 
gulières, et  ils  ne  donnent  qu'elles. 

Il  s'agit  toujours,  bien  entendu,  de  l'équation  diUérenlielle  du 
second  degré. 

Théorème.  —  Tout  facteur  premier  et  simple  de  g  donne  une 
primitive  de  (i). 

Théorème.  —  Un  facteur  multiple  de  g  ne  donne,  en  général, 
(lu  une  solutioJi  impropre  de  (3),  et,  quand  il  donne  une  solution 
propre,  elle  est  particulière. 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  de  g',  ceux 
qui  sont  multiples  dans  a  donnent  des  primitives  particulières 
de  (i),  et,  réciproquement,  ceux  qui  donnent  des  primitives  par- 
ticulières de  [i)  sont  multiples  dans  o. 

Pour  a  isolément  : 

Théorème.  —  S'il  )    a  des  solutions  de  (i)  qui  coirespondenl  à 
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des  fadeurs  de  a,  elles  sont  singulières  quand  elles  correspondent 
à  des  facteurs  simples,  particulières  quand  elles  correspondent  à 
des  facteurs  multiples . 

Pour  h  : 

Théorème.  —  Les  facteurs  de  g  et  de  a  qui  donnent  des  solutions 
singulières  ne  divisent  pas  k,  tandis  que  tous  les  autres  facteurs 
le  divisent. 

n. 

Quittons  maintenant  le  champ  de  l'Analyse  pure  et  entrons 
dans  celui  de  la  Géométrie,  pour  clierclier,  en  nous  appuyant  sur 
les  propriétés  exposées,  quelle  est  la  signification  que  prennent  les 
divers  facteurs  des  deux  discriminants  dans  l'interprétation  géomé- 
trique ordinaire  des  équations  dillérentielle  et  intégrale. 

Cette  interpi-étation  consiste  à  considérer  (2)  comme  l'équation 
en  coordonnées  cartésiennes  m,  t'  d'une  famille  de  lignes  L  dans 
un  plan,  chacune  d'elles  correspondant  à  une  valeur  particulière 
de  Q..  Par  tout  point  (uo,^^o)  du  plan  passent  deux  individus  L( 
et  Lo  de  cette  famille^  ce  sont  les  deux  lignes  qui  correspondent 
aux  valeurs  12,  et  iio  de  0  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

( 6 )  a[  «0,  ''0 ) i^"  -h  2  (^  (  Uo,  f'o ) i\  4-  c  ( Uq,  Oq )  =  o, 

et  dont  les  tangentes  ou  directions  [du  \dv)i  et  [du  '.  dv)-2  en  ce 
point  sont  données  par  l'équation 

(7)  a(«o.<'o)''/"^  +  2P("o,<'o}''^"<^''  +  y  ("0,  f'o  )''/''"  =  o. 

Pour  tout  point  du  lieu  0^  =  0,  les  racines  Q,  et  Oo  sont  égales  entre 
elles,  et,  par  suite,  les  lignes  L|,  Lo  se  confondent^  pour  tout  point 
du  lieu  G  =:  o,  les  deux  tangentes  se  confondent. 

En  supposant  que  les  coefficieuts  des  fonctions  a,  Z>,  c,  et  par 
suite  ceux  des  fonctions  a,  (3,  y,  soient  réels,  les  régions  du  plan 
où  il  existe  des  lignes  réelles  de  la  famille  (2)  sont  celles  dont  les 
points  (z^oi^'o)  donnent  des  racines  réelles  aux  équations  (6)  et  (7), 
c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  ^^o,  Gr<o.  Lorsque,  dans  le 
mouvement  du  point  («o^t^o),  ces  discriminants  passent  de  valeurs 
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négatives  à  des  valeurs  positives,  les  racines  de  ces  équations 
cessent  d'être  réelles.  Les  équations  des  confins  entre  les  régions 
de  réalité  et  celles  de  non-réalité  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les 
facteurs  qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  g",  ou,  ce  qui 
revient  au  ïnême,  dans  c". 

En  tenant  présentes  à  l'esprit  ces  conclusions  et  les  propositions 
du  7'ésumc,  il  est  assez  facile  de  trouver  la  signification  de  cliacune 
des  éc[uations  ^j>=:o,...,/'/  =  o,  ...,z  =  o,  .... 

1°  Imaginons  que  le  point  (ifoi^'o)  partant  de  l'intérieur  des  ré- 
gions de  réalité  parvienne  en  un  point  quelconque  d'une  ligne 
j)  z=  o.  Les  racines  0,  et  Oo  deviennent  égales,  et  les  individus  L, 
et  L2  viennent  se  confondre  en  un  seul  individu  L,  qui  toucliera  en 
ce  point  le  confin  p  =:z  o  àe  réalité,  mais  sans  le  traverser  et  sans 
pouvoir  se  confondre  avec  lui,  car  />  :=  o  n'est  jamais  un  individu 
ou  une  partie  d'individu  de  la  famille  (2).  Donc,  p  =  o  est  l'en- 
veloppe de  toutes  les  séries  de  lignes  L  ou  de  quelques-unes  de 
ces  séries. 

2°  Au  contraire,  toute  ligne  de  l'espèce  q  =  o  étant  intégrale 
particulière,  c'est-à-dire  une  ligne  ou  portion  de  ligne  L,  si  \c  point 
courant  («o?*^o)  parvient  h  une  ligne  y  =  o,  les  deux  branches 
courantes,  c'est-à-dire  les  brandies  de  Li  et  Lo  qui  passent  par 
(uq^Vq)  viennent  se  confondre  en  une  même  branche  de  Lj  =  L.) 
qui  sera  la  ligne  y  =  o  elle-même.  Cette  ligne,  étant  aussi  un 
confin  de  réalité,  peut  être  considérée  comme  une  vraie  limite 
vers  laquelle  tendent  les  branches  courantes  quand  (z/q,  Vq)  tend 
vers  ce  confin. 

Exemple  : 

[('(-/«  —  [u  H-  •?.('■<■/'(']-  -i-  i6('''  '  Il  H-  (•)  ((i>-  =  0,      5-=  i6(//  -f-  (')<'*, 
(il  H-  ('2  j-  -f- (■ '»  +  (' '  :rz  o,       jg-  :=  I'    //  +  (•),       /^=2('-,       (}  =  I  . 

La  ligne  p  =  11  -(-  v  =  o  enveloppe  réellement  toutes  les  L  corres- 
pondant à  des  valeurs  négatives  de  12.  La  ligne  y  =  f  =  o  est  uni; 
portion  de  celle  en  laquelle  se  confondent  Li  ctLo  quand  (mo^^'o) 
atteint  i-  r=  o. 

3"  Quand  (//(,,  t',i)  parvient  à  une  ligne  /•  =  o,  les  branches  cou- 
rantes deviennent  des  branches  de  la  ligne  unique  L,  en  laquelle  se 
confondent  i^,  et  L;.,  branches  (]ui  se  toucheront  sur  /•  =  o.  m;iis 
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sans  traverser  ni  toucher  cette  ligne,  puisque  /'^o  ne  satisfait 
pas  à  l'équation  cHirérentielle.  Donc  /•  =  o  est  le  lieu  des  points 
de  rebroussemeiit  des  lignes  L. 

Exemple  : 

^(hi^  —  g\'(/v'-  =  o,      a  =:  —  36<', 

{u—ilY  —  f-^=0,       g-  —  —  (-^       /■:=3«'-,       fj  =  —v^.' 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  successivement  occupés  par  l'une 
d'entre  elles  qui  court  parallèlement  à  l'axe  des  u]  u-  —  v^  =  o  a 
un  point  cuspidal  à  l'origine,  et,  par  suite,  l'axe  des  a,  c'est-à-dire 
/•  =  v»  =  o,  est  le  lieu  de  ces  points  cuspidaux.  ' 

4"  Pour  une  s  =  o,  si  l'équation  dilïérentielle  n'est  pas  satisi 
faite,  ce  que  nous  avons  dit  pour  /•  :^=  o  est  vrai-,  si  l'équation  dif- 
férentielle est  satisfaite,  ce  que  nous  avons  dit  pour  «7  =  0  est  vrait 

Exemple  de  .v  =^  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  dliférenlielle  : 

l\[du  H-  ch'Y  H-  i5v^ch>^  =0,      (7  =:  lOO('\ 

(il  +  «  4-  i')"^  -f-  ('^  =  o,        §■  =  ('•%        /-^iSc^,        &  =:  (»•'. 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  que  pourrait  occuper  successivement 
l'une  d'elles  eu  courant  parallèlement  à  l'axe  des  u.  Cet  axe 
.V  =:  ç"  ==  o  est  parcouru  par  le  point  cuspidal  de  cette  ligne. 

Exemple  de  ,v  =  o  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  : 
[velu  H-  3ndi' j-  -+-  lôttcdv-  =  0,      n  =  i6«i'', 

(il  +  c^)- +  «(••'  =  o,      g  =  /n>^,      /c  ^=  —  9.(>'*,      0=zv'*. 

Si  (a/o,Vo  )  tend  vers  un  point  de  ,v  =  »-  =3  o,  les  branches  courantes 
tendent  à  se  confondre  avec  la  branche  \>  =  o  de  L 

(L,  =  L2  =  »'^  +  uv^  =  o) 

correspondant  à  la  racine  double  0,  =  flo  =  o.  Quant  à  p  =  11  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  né- 
gatives de  12. 

5"  Un  facteur  qui  entre  un  nombre  pair  de  fois  dans  g  ou  dans  s 
ne  donne  pas  de  lignes  faisant  partie  des  confins  de  réalité  des  L. 
Donc,  en  particulier,  une  x=  o  peut  s'étendre  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur  de  ces  régions.  Si  le  point  (z/o,«'n  )  parvient  à  une  x  =  o 
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dans  les  régions  de  réalité,  les  branches  courantes  deviennent  des 
branches  d'une  seule  L;  elles  ne  se  touchent  pas  entre  elles,  puisque 
.V  ne  s'annule  pas.  Celte  L  aura  là  un  nœud;  mais,  dans  les  régions 
de  non-réalité,  le  nœud  est  remplacé  par  un  point  isolé.  En  somme, 
.r  =  o  est  le  lieu  des  nœuds  ou  des  points  isolés  des  h. 

Exemple  : 

[ivdu  -f-  ud\<Y  -\-  ^i'dr-  =  0,      rr  =  l6i'^, 
(Q  H- «']'  H- CM*  =  o,       g- r=r  17/^,       /:=  —  2Ut>,       0  =  II'' . 

Toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  0  a  un  nœud 
dans  la  portion  de  droite  x  =  u=  o  contenue  dans  la  région  s  <io-^ 
toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  négative  de  lî  a  un  point  isolé 
dans  l'autre  portion  de  cette  droite.  Quant  à  la  ligne  </ =  v^=o, 
elle  fait  partie  de  la  L  correspondant  à  0,  =  Ho  =  o  et  est  asym- 
ptote des  branches  de  L  qui  tendent  vers  elle  c^uand  (z/o5^o)  s'en 
approche. 

6"  Quand  (z^oî  ^'o)  parvient  en  un  point  d'une  ligne  y  =  0  dans 
l'intérieur  de  la  région  de  réalité,  les  branches  courantes  ne  cessent 
pas  d'appartenir  à  deux  individus  différents  L)  et  Lo,  mais  leurs 
directions  7  coïncident.  Donc,  si  l'équation  dilïërentielle  n'est  pas 
satisfaite,  j  =  o  seja  le  lieu  des  contacts  entre  les  L.  Quand,  au 
contraire,  j"  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle  et  est,  par  suite, 
elle-même  une  branche  de  la  famille  (2),  les  branches  courantes 
ïion-seulement  se  touchent,  mais  elles  se  confondent  entièrement 
avecj  r=  o,  une  seule  d'entre  elles  ne  pouvant  en  rester  distincte. 
Laj'  =  o  appartiendra  à  deux  L  différentes. 

Exemple  dej'^  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

(2('2  -b  l)dir  -+-  (m-  -+-  f2  +  2?/p  -f-  Q,]dudi'  -f-  (2//2-f-  I V^-  :=  o, 

T  =  j[p  —  «)"  (4 —  "^  —  '■■  —  6«('), 

ii^  H-(«  -+- f)ii  +  I  —  uv  =  o,      ^^  =  {(4  —  II-  —  0^  — 6«('), 

A=i{v-u),     0  =  1. 

Les  L  sont  des  hyperboles  équilatères,  dont  l'axe  Iransverse  est 
.sur  la  droite  r=  »' — z<  =  o,  qui  se  touchent  au>;  sommets  dont 
cette  droite  est  le  lieu.  Elles  sont  enveloppées  par 

/>  =1  A  —  //-  —  ••-  —  dliv  =:  o. 
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Exemple  de  j  1=  o  satisfaisant  à  l'équation  difTérentielle  : 

(«'  —  8k  4-  8 «•')('<'/«-  +  2(1'  —  4"  —  4"' ) "<^^"''^''  +  //-<^/i'-  =  o, 

il-  +  2 «-il  +  «('  —  2  //-  —  I  r^:  o, 

§•  =  «('  —  [l  -h  II-]-,       Â-  =  111-,       0  =  1. 

La  droitej)^  =  //=  o  appartient  aux  deux  L  qui  correspondent  aux 
valeurs  —  i  et  -h  i  delî.  Quant  à  la  ligne /j  =  au —  (i  —  u')-  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
tives de  CL. 

7"  Enfin,  quand  («o^^'o)  parvient  à  une  c  =  o,  les  branches 
courantes  deviennent  des  branches  de  la  L  où  viennent  coïncider 
entre  elles  L|  et  Lo,  et,  puisque  les  tangentes  à  ces  brandies  vien- 
nent aussi  se  confondre,  nous  concluons  que  ^  =  o  est  le  lieu  des 
contacts  eîitre  deux  branches  d'une  même  L.  Par  suite,  si  l'équa- 
tion dillérentielle  est  satisfaite,  la  z  =  o  sera  une  ligne  où  les  deux 
branches  dont  nous  venons  de  parler,  non-seulement  se  touchent, 
mais  se  confondent. 

Exemple  de  ^  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

4(H-  v]du'-  -...•^(4  +  5r)2./r2  =  0,       7=r  —  4p2ji  _|.  ,,)(4  +  5,,y2^ 
(ii  +  II)-  —  p'^  —  ('3  =  0,     §•  =  —  (l  +<')t'S 

/■  =  — (4-+-5l■).■^   o  =  -v\ 

Les  L  sont  les  lieux  que  peut  successivement  occuper  une  de  ces 
courbes  courant  parallèlement  à  l'axe  des  u.  Pour  il  =  0,  la  L  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe   des   v-  et  a  la  forme  d'une  boucle 

qui  s'élargit  depuis  \^' =^  i  jusqu'à   ^  =  —  ^5  puis    se   resserre   et 

forme  à  l'origine  la  singularité  que  M.  Cayley  nomme  tacnœud  Ql 
qui  s'étend  enfin  en  deux  branches  infinies  dans  la  région  c^o. 
Quand  L  se  déplace,  le  tacnœud  décrit  la  droite  ^  =  i'  =  o,  et  le 
point  du  minimum  v  =  —  i  décrit  l'enveloppe  p  =  i  -f-  r  =  o  ;  les 
points  de  u  maximum  et  minimum  décrivent  la  droite 

J  =  4  -1-  5('=::  o, 
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sur  laquelle  se  touchent,  par  conséquent,  les  diverses  positions  de 
la  ligne  mobile. 

Exemple  de  -  ^  o  satisfaisant  à  l'équation  dilFérentielle  : 

r-(/ir  -+-  ^iwdueh'  H-  4"("  +  i)fl\'^  =  o,      7  =  4"''» 
li-H- 2cn  +  i'2(« -f-  ly  =  G,       g  =  Ui-^,       A  =  —  v-,       0=zi'^. 

La  droite  z  =  i' =  o  fait  partie  de  la  ligne  v''-(u  -i-  i)  =:  o  où, 
pour  O,  =0o  =  o,  L,  etL2  viennent  se  confondre. 

Ce  qui  précède  jette  aussi  une  grande  lumière  sur  les  propriétés 
de  la  jacobienne  k  =  o-^  mais,  pour  ne  pas  dépasser  les  limites 
d'une  simple  Communication,  nous  laisserons  de  côté,  pour  le  mo- 
ment, les  observations  relatives  à  ce  lieu.  jNous  ne  dirons  rien 
non  plus  du  lieu  0=0,  et,  à  plus  forte  raison,  des  autres  parti- 
cularités intéressantes  dont  le  nombre  et  la  variété,  comme  on  le 
voit  immédiatement,  se  multiplient  à  mesure  que  l'on  approfondit 
le  sujet  en  subdivisant  les  singularités.  jNous  ajouterons  cependant 
quelques  remarques  très-courtes  sur  les  xSotes  de  M.  Darboux  citées 
plus  haut,  sans  vouloir  en  diminuer  la  valeur,  que  nous  estimons 
très-grande;  nous  voulons  rendre  encore  plus  manifeste  combien 
M.  Darboux  a  eu  raison  de  donner  l'éveil  sur  la  prétendue  exacti- 
tude des  théories  des  solutions  singulières. 

La  condition  (3)  de  la  page  i6y  {^Comptes  reîidus  du  aS  juiHet 
1870)  est  satisfaite  par  les  équations  de  l'espèce />  =  o,  comme 
cela  se  voit  sur-le-champ-,  elle  ne  l'est  pas  par  celles  des  espèces 

/■  =  o,  a:  :^  o.  Les  dérivées  de  R,  c'est-à-dire  — 1  —-•>  s'annulent,  en 

du     dv 

même  temps,  avec  des  facteurs  des  espèces  </,  ^,  j> ,  z.  Par  suite,  la 

distinction  des  cas  faite  aux  n°^  1,  2,  3  de  la  page  268  doit  être 

complétée  suivant  notre  analyse.  Le  cas  des  points  cuspidaux  coi- 

respond  seulement  aux  facteurs  des  espèces  /•,  s. 

Ce  cjui  est  écrit  dans  les  lignes  8-1 4  exige  une  correction.  ÎNotre 
analyse  fait  voir  que  même  dans  cette  condition  les  enveloppes 
peuvent  faire  défaut;  nous  avons  voulu  donner  un  exemple  de  cela 
dans  les  deuxième,  troisième  et  cinquième  cas  particuliers. 

Enfin,  relativement  à  ce  c|ui  est  dit  de  la  courbe  ^R)  ou  n  dans 
les  ligues  5-8  de  la  page  270,  nous  réclamons  la  nécessité  de  dis- 
tinguer les  parties  de  (R)  qui  correspondent  aux  facteurs  qui  en- 
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Irent  dans  R  un  nombre  impair  de  fois  des  autres  pai'ties  qui  ne 
constiluent  pas  des  confins  de  réalité  des  lignes  données  par  les 
primitives  particulières  ('). 


NOTE  SUR  LA  DÉCOUVERTE  DES  PLANETES   INTRA-MERCURIELLES 
PENDANT  L'ECLIPSE  DU  29  JUILLET  1878; 

Par  m.  g.  RAYET. 

Les  éclipses  totales  de  Soleil  de  1868,  1869  et  iS^jo  ont  jeté  vine 
vive  lumière  sur  la  constitution  physique  du  Soleil,  des  protubé- 
rances, de  la  couronne  et  des  gloires  qui  paraissent  envelopper  la 
Lune  à  l'instant  de  la  totalité  5  pour  ce  qui  concerne  la  constitution 
physique  du  Soleil  et  des  protubérances,  il  semble  même  qu'il  y 
ait  aujourd'hui  plus  à  attendre  d'observations  précises,  entreprises 
et  longuement  continuées  dans  des  circonstances  atmosphériques 
particulièrement  favorables,  que  de  remarques  rapides,  faites  à  la 
liàte  pendant  le  temps  toujours  très-court  de  l'obscurité  totale.  En 
ce  qui  regarde  la  couronne  et  les  gloires,  les  astronomes  sont  plus 
éloignés  d'une  solution  satisfaisante  aux  questions  posées,  et, 
pendant  longtemps  encore,  il  y  aura  intérêt  à  ne  négliger  aucune 
des  occasions  où  ces  phénomènes  lumineux  peuvent  être  étudiés. 

Les  instructions  que  M.  Harkness  avait  préparées,  au  nom  de 
l'Observatoire  naval  de  Washington  (-),  pour  l'observation  de 
l'éclipsé  totale  du  29  juillet  1878,  portent  la  trace  de  ces  préoccvi- 


(')  Nous  ferons  observer  que  les  Notes  nécessairement  très-courtes  des  Comptes 
rendus  ne  pouvaient  donner  qu'un  abrégé  de  notre  théorie.  L'auteur  ne  paraît  pas 
connaître  le  travail  plus  étendu  que  nous  avons  publié  au  tome  IV  du  Bulletin,  où 
nous  nous  sommes  placé,  du  reste,  à  un  point  de  vue  tout  différent  de  celui  qu'il  a 
adopté  dans  le  travail  que  nous  reproduisons.  M.  Casorati  a  traité,  et,  selon  nous, 
avec  beaucoup  de  succès  et  d'intérêt,  la  question  des  solutions  singulières,  en  admet- 
tant que  l'on  connaît  à  la  fois  l'équation  différentielle  et  l'intégrale  générale;  pour 
nous,  au  contraire,  sauf  à  la  fin  du  Mémoire  précédemment  cité,  nous  avons  traité 
celte  question  en  supposant  que  l'on  connaît  seulement  l'équation  différentielle.  Il 
y  a  une  grande  différence  entre  ces  deux  manières  d'envisager  le  problème.      G.  D. 

(')  Instructions  for  ob<erviug  the  total  Solar  Eclipse  of  Jiilr  jç),  187S.  1  br.  in- /(". 
^^  asliiiigton,    iiSyS. 
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pations.  L'auteur  s'étend  longuement  sur  les  observations  de  la 
couronne  à  faire  à  l'œil  nu  et  sur  les  procédés  propres  à  en  obtenir 
une  représentation  correcte,  sur  les  observations  photographiques 
et  aussi  sur  les  observations  spectroscopiques  ^  les  essais  doivent, 
dans  ce  cas,  être  dirigés  vers  la  recherche  de  la  couche  de  Young 
(couche  dans  laquelle  le  spectre  ne  présente  aucune  ligne  ni  bril- 
lante ni  obscure)   et  vers  l'étude  du  spectre  propre  de  la  couronne. 

Mais  ce  qui  distingue  surtout  des  instructions  antérieures  celles 
préparées  par  l'Observatoire  de  Washington,  c'est  l'existence  d'une 
Carte  donnant  pour  les  régions  voisines  du  Soleil  la  position  de 
toutes  les  étoiles  jusqu'à  la  'j'^  grandeur,  Carte  dressée  en  vue 
de  la  recherche  de  la  planète  ou  des  planètes  intra-mercurielles 
dont  l'existence  probable  avait  été  signalée  il  y  a  longtemps  déjà 
par  Le  Verrier. 

Il  semble  que  ces  planètes,  auxquelles  Le  Verrier  attribue  l'ac- 
célération du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  devraient  avoir 
été  observées  souvent  pendant  leurs  passages  devant  le  Soleil  ^  il 
n'en  est  rien  cependant,  et  les  observations  de  celte  nature  que 
l'on  retrouve  çà  et  là  dans  les  Recueils  astronomiques  sont  diffi- 
ciles à  concilier  entre  elles,  inexactes  ou  même  fausses.  L'existence 
réelle  de  ces  corps  pouvait  donc,  il  y  a  quelques  mois  encore,  être 
mise  en  doute,  mais  aujourd'hui  les  observations  de  MM.  Watson 
et  Swift  ne  laissent  aucune  incertitude  sur  le  fait  de  l'existence 
de  deux  planètes  plus  voisines  du  Soleil  que  Mercure. 

Au  sujet  des  observations  faites  par  lui  à  Denver  (Colorado)  le 
29  juillet,  M.  Watson  écrivait  d'Ann-Arbor  le  i3   août  (*)  : 

«  ...  La  lunette  dont  je  me  suis  servi  est  un  excellent  réfrac- 
teur d'Alvan  Clark,  ayant  un  objectif  de  4  pouces,  un  oculaire 
grossissant  45  fois  et  monté  équatorialement.  L'instrument  se  trou- 
vant dépourvu  de  cercles,  j'avais  placé  sur  ses  axes  des  disques  de 
bois,  recouverts  d'un  carton  et  mobiles  devant  des  repères  fixes,  en 
sorte  que  par  un  trait  de  crayon  il  était  possible  de  marquer  à  tout 
instant  la  position  de  l'instrument 

»  ...  Immédiatement  après  la  totalité,  je  commençai  à  ba- 
layer le   ciel    à   l'est    et   à   l'ouest  du  Soleil   jusqu'à  environ   8°, 


(')  Astronomische  Naclirichtcit,  t.  XCIII,  p.  i(Ji  cl  siiiv.  (nimicio  du  'il  si'j)U'niljrt' 

187S). 
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Le  premier  balayage  fut  vers  l'est.  Au  cinquième,  je  trouvai  entre 
le  Soleil  et  Q  de  l'Ecrevisse,  et  en  outre  au  sud,  une  étoile 
de  4  7  grandeur  (d'après  une  estime  faite  au  moment  même)  qui 
attira  immédiatement  mon  attention  en  raison  de  son  apparence 
générale.  J'avais  dans  la  mémoire  la  position  relative  des  étoiles 
voisines  du  Soleil  et  j'avais  placé  devant  moi,  de  manière  à  pouvoir 
y  recourir  aisément,  la  Carte  de  la  région.  L'objet  que  j'avais  dans 
le  champ  brillait  d'une  vive  lumière  rouge  et  avait  certainement 
un  disque  plus  large  que  le  disque  factice  d'une  étoile.  Je  mar- 
quai donc  sa  position  sur  les  cercles  de  carton  et  je  notai  l'iieure 
de  l'observation;  cet  objet  est  désigné  par  a.  Quelques  instants 
avant,  j'avais  marqué  la  position  de  la  lunette  dirigée  vers  le  Soleil. 
L'objet  ne  présentait  aucun  allongement,  comme  cela  aurait  dû. 
être  si  cela  avait  été  une  comète.  Les  balayages  furent  alors  conti- 
nués, et  finalement  j'amenai  dans  le  champ  ce  que  je  supposais 
être  ^  de  l'Ecrevisse,  quoique  l'astre  fût  plus  brillant  que  à  de  l'E- 
crevisse, que  j'avais  vu  auprès  du  Soleil  au  commencement  des  re- 
cherches faites  pendant  la  totalité.  Je  déterminai  alors  la  position 
de  cet  astre  en  le  désignant  par  b.  L'opération  était  à  peine  ter- 
minée, que  l'éclipsé  totale  prenait  fin.    )) 

M.  Watson  note  alors  de  nouveau  la  position  du  Soleil  et  s'as- 
sure que  l'instruQient  n'a  pas  été  dérangé  pendant  les  observations. 

M.  Watson  indique  ensuite  comment,  de  retour  à  Ann-Arbor,  il 
a  déterminé,  à  l'aide  de  cercles  gradués  et  avec  tout  le  soin  néces- 
saire, les  angles  dont  son  instrument  avait  dû  tourner  pour  passer 
du  Soleil  au  corps  a  et  au  corps  b.  De  ces  mesures  ainsi  que  de 
l'heure  des  pointés  il  résulte  (  '  )  que  ces  deux  astres  avaient  les 
positions  suivantes   : 


Temps  moyen. 

Washington. 

Objc!. 

y.  app. 

<?  app. 

1878.  Juillet  ?.() 

Il         m        s 
5.16.37 

a 

Il        m        s 
8.27  .9.4 

-+-    us".  16 

9.9 

^.17.46 

h 

8.  9.24 

-+-    18.    3 

«   Je  dois  dire  »,  ajoute  iNL  Watson  dans   cette  dernière  Lettre 


(')  Astronomische  Nachrichtcn,  t.  XCIII,  p.  jgi  (numéro  du  27  septembre  1878). 
—  Les  yislron.  JSaclir.  du  2î  septembre  renfermaient  déjà  des  positions  des  corps  a 
et  /' ,  moins  oxartos,  toutefois,  que  rflles  lenreriiiées  dans  le   mmicro  actuel. 
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(datée  du  2  septembre),  «  que  j'ai  vu  à  la  fois  rt  et  6  Ecrevisse  et  que 
le  premier  objet  était  d'une  grandeur  entière,  ou  même  plus,  plus 

lumineux  que  le  second L'objet  h  était  plus  brillant  que  «,  et  je 

puis  assurer  que  c'était  aussi  une  étoile  nouvelle.  Que  ces  deux 
objets  soient  oui  ou  non  des  planètes  intra-mercurielles,  c'est  ce  qui 
sera  décidé  plus  tard.  Mon  opinion  est  cjue  ce  sont  des  planètes.  » 
Dans  une  dernière  Communication,  datée  d'Aun-Arbor,  i^  sep- 
tembre (' ),  M.  ^\atson  établit  enlin  que,  pendant  la  durée  de 
l'éclipsé,  aucun  coup  de  vent  n'a  pu  déranger  son  instruaient,  et 
que  l'éclat  de  la  planète  a  était,  le  2g  juillet,  celui  d'une  belle 
étoile  de  4"  grandeur;  quant  à  la  planète  Z»,  plus  brillante  que  la  pre- 
mière, son  intensité  lumineuse  était  celle  d'un  astre  de  3^  grandeur. 
Les  Lettres  du  célèbre  astronome  d'Ann-Arbor  que  renferment 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  V académie  des  Sciences  de 
Paris  (  -)  sont,  en  général,  moins  détaillées  que  ses  Communications 
aux  jistr.  Nachr.  ;  aussi  c'est  le  journal  du  D'"  Peters  que  j'ai  cru 
devoir  suivre  dans  mon  récit. 

Quant  aux  observations  faites  à  Denver  par  M.  L.  Swift,  elles 
sont  consignées  dans  ujie  Lettre  écrite  par  lui  de  Rocbester  le 
5  août  (•■'): 

«  J'avais  »,  dit-il,  «  une  lunette  achromatique  de  4  7  pouces  avec 
un  oculaire  grossissant  aS  fois  et  donnant  un  champ  de  i°3o'.  En- 
viron une  minute  après  la  totalité,  j'ai  observé  deux  étoiles,  dont 
la  distance  au  Soleil  a  été  estimée  à  3°  vers  le  sud-ouest,  et 
disposées  suivant  une  ligne  dirigée  vers  le  Soleil;  ces  étoiles  étaient 
environ  de  5*^  grandeur,  l(;ur  éclat  dans  la  lunette  étant  analogue  à 

celui  de  la  polaire  vue  à  l'œil  nu Je  les  ai  vues  trois  fois — A 

chaque  observation,  elles  m'ont  paru  exactement  de  la  même  gran- 
deur et  toutes  deux  aussi  rouges  que  Mars,  J'ai  cherché  si  elles 
scintillaient,  mais  elles  étaient  aussi  dépourvues  de  scintillation 
que  la  planète  Saturne.  Toutes  les  deux  m'ont  paru  avoir  un  petit 
disque  rond,  assez  semblable  à  celui  d'Uranus.    » 

Dans  un  autre  paragraphe,  M.   Swift  ajoute  que,  quoique  l'une 


(')  Astronomische  Nachrichten,  t.  XCIII,  p.  jSg  (nunith-o  du   i^  octobre  1878). 
(■)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,    t.  LXXXVII,  p.  229, 
3/6,  5i4,  i5a  et  786. 

(^)  Astronomischr  Nachrichten,   t.  XC.III,  p.  i6'|  (nimiéio  du  22  seplciubrc  1878). 
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cïes'deux  étoiles  puisse  être  Q  de  l'Ecrevisse,  il  ne  serait  cependant 
pas  étonné  que  l'on  vînt  à  reconnaître  que  toutes  deux  sont  des 
planètes. 

Les  témoignages  indépendants  de  MM.  Watson  et  Swift,  ainsi 
que  les  détails  précis  de  leurs  observations,  ne  peuvent  laisser 
aucun  doute  sur  l'existence  de  deux  ou  au  moins  d'une  planète 
intra-mercurielle.  Mais  ces  planètes  sont-elles  celles  que  quelques 
observateurs  pensent  avoir  vu  passer  devant  le  Soleil  dans  des  an- 
nées antérieures?  C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner  et  ce  qui  a  été 
recherché  par  M.  Gaillot. 

On  sait  que,  parmi  les  passages  supposés  de  la  planète  intra-mer- 
curielle Vulcain,  Le  Verrier  avait  été  conduit  à  n'en  admettre; 
comme  exacts  que  six,  et  il  avait  en  outre  montré  que  ces  six  ob- 
servations pouvaient  être  représentées  par  une  série  d'orbites  dif- 
férentes dont  il  retint  quatre,  comme  étant  les  plus  probables. 

Dans  deux  Notes  consécutives,  à  la  date  des  5  août  et  3o  septembre, 
M.  Gaillot  établit  que  la  position  du  corps  a  de  Watson  peut  être 
représentée  par  l'orbite  I  de  Le  Verrier,  à  condition  que,  dans  les 
calculs  qui  en  déterminent  la  grandeur,  on  rejette  l'observation 
faite  par  Lumnis  en  1862.  Les  observations  représentées  sont  alors  : 

Fritsch 1802  Octobre !0,o 

Slarck 1819  Octobre 9,0 

De  Guppis 1839  Octobre 3,0 

Lescarbault ^^^9  Mars 26,22 

"Watson  a 1878  Juillet 29,44 

L'orbite  11  de  Le  Verrier  représente  à  son  tour  le  corps  b  de 
Watson  et  les  observations  suivantes   : 

Fritsch 1802  Octobre 10,0 

Starck '8^9  Octobre 9,0 

De  Cuppis 1839  Octobre 2,0 

Lumnis 1862  Mars 19»  ^7 

Watson// 1878  Juillet 29,44 

Et  l'on  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  que  M.  Gaillot  déclare 
lui-même  difficile  à  admettre,  que,  parmi  les  observations  antérieures, 
plusieurs   se  rapportent  également  bien  soil   au  corps  <■<,  soit  au 
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corps  b.  Plusieurs  de  ces  observations  me  paraissent  donc  devoir 
être  regardées  comme  douteuses,  et,  si  l'existence  de  planètes  intra- 
mercurielles  est  aujourd'hui  certaine,  il  faut  avouer  que  les  astro- 
nomes ne  savent  encore  rien  sur  leurs  orbites. 


SUR  LES  POLYGONES  CIRCONSCRIPTIBLES  A  UN  CERCLE  ; 
Pah  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  un  article  inséré  au  Tome32du/oa77z«/  de  Crelle,  Steiner 
étudie  le  quadrilatèri;  circonscriptible,  et  il  fait  remarquer  que, 
dans  la  plupart  des  Traités  de  Géométrie  élémentaire,  on  énonce 
d'une  manière  inexacte  la  condition  pour  qu'un  c[uadrilatère  soit 
circonscriptible  à  un  cercle.  Cette  condition  paraît  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Pitot,  en  17^5,  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Science,  (p.  4>'0'  sous  la  forme  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatcre  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cet  énoncé  est  inexact  même 
pour  le  quadrilatère  convexe.  11  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de 
jeter  les  yeux  sur  ]a.Jig.  i,  qui  représente  un  quadrilatère  circon- 

Fig.  I. 


scrit  à  un  cercle,  mais  de  telle  manière  que  les  points  de  contact 
des  dilférents  côtés  et  du  cercle  soient  sur  les  prolongements  de  ces 
côtés.  On  démontrera  aisément  que  l'on  a  toujours 

AD4-D(;  =  ABh- BC; 
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mais  on  n'a  pas,  en  général, 

AB  H    CD  =-  AD  +  BC. 

La  proposition  de  Pitot  a  donc  besoin  d'une  correction,  et  Steiner 
lui  substitue  la  proposition  suivante,  qui  est  générale  et  rigou- 
reuse : 

Dans  tout  f/uadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés,  opposés  ou  adjacents  suii^ant  les  cas,  est  égale  à  celle 
des  deux  autres  côtés. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  dans  un  quadrilatère  la 
somme  de  deux  côtés  quelconques  est  égale  à  celle  des  deux 
autres,  le  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

Steiner  ne  donne  pas  de  d('nionstration  complète  de  cette  double 
proposition^  il  se  contente  d'établir  la  première  partie  en  quelques 
lignes  à  la  fin  de  son  article  et  de  la  déduire  de  l'examen  de  toutes 
les  positions  possibles  de  quatre  tangentes  à  un  cercle.  Le  théorème 
complet  se  trouve  démontré  dans  l'excellent  Traité  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  de  M.  Baltzer  (t.  II,  p.  3i  ).  La  théorie  des  sec- 
tions coniques  conduit  aussi  à  une  démonstration  très-simple  de 
la  seconde  proposition,  la  seule  qui  puisse  offrir  quelque  difficulté. 

Considérons,  en  effet,  un  quadrilatère  ABCD,  et  supposons  que 
dans  ce  quadrilatère  la  somme  de  deux  cotés  soit  égale  à  celle  des 
deux  autres.  On  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  trois  égalités 


AB  -f-  BC  = 

=  AD  -f-  DC, 

AB  —  BC  = 

=  AD  —  DC, 

AB  —  BC  = 

=  DC  —  AD, 

et  l'une  quelconque  d'entre  elles  exprime  qu'il  y  a  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et  passant  par 
les  deux  autres  sommets  B  et  D  du  quadrilatère.  Menons  les  tan- 
gentes en  B  et  D  à  cette  conique.  Elles  se  coupent  en  un  point  M, 
et  l'on  sait  qu'en  ce  point  viennent  passer  une  des  bissectrices  de 
l'angle  A  et  une  des  bissectrices  de  l'angle  C.  Le  point  M  est  donc 
à  égale  distance  des  quatre  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  et,  par 
conséquent,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  ce  quadrilatère. 
Après  avoir  rappelé  tous  ces  résulats,  nous  allons  faire  connaître 

Bull,  des  Scienci-s  mathèin.,  a"  Si-ric,  t.  III.  (Février  1870.)  -• 
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une  proposition  nouvelle  qui  nous  a  été  suggérée  par  l'étudd  des 
systèmes  articulés. 

Supposons  qu'étant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  ABCD 
on  le  déforme  de  telle  manière,  que  les  sommets  consécutifs  A,  B 
restent  lixes.  Dans  toutes  les  positions  de  ce  quadrilatère  il  y  aura  un 
cercle  inscrit  :  je  dis  que  le  centre  de  ce  cercle  décrit  un  autre  cercle. 

Soit  ABCD  [jig-  2)  le  quadrilatère  dans  une  de  ses  positions.  Dé- 

Fig.  .. 


signons  ses  côtés  AT5,  BC,  CD,  DA  par  «,  A,  c,  r/,  et  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

a  -^  c  z=z  h  -\-  d. 

Alors  le  cercle  inscrit  sera  placé  comme  l'indique  la  figure  et, 
toutes  les  fois  que  le  quadrilatère  ABCD  sera  convexe,  touchera  les 
côtés  de  ce  quadrilatère  en  des  points  qui  seront  sur  les  côtés  eux- 
mêmes  et  non  sur  leurs  prolongements.  Soit  O  le  centre  du  cercle, 
on  sait  que  les  angles  COD,  AOB  sont  supplémentaires.  Faisons 
tourner  le  triangle  OCD  dans  son  plan  autour  de  Oj*  jusqu'à  ce  que 
CD  vienne  s'appliquer  sur  AB^  C  viendra  en  un  point  Cj  tel  que 

C,II--CL, 

et  de  même  D  viendra  en  un  point  D,  tel  que 

D,H  =  DL. 


On  aura  donc 

ADi  =  IID, 

-+-  AH  —  DM  +  AM  =  r/, 

BC,  ==  BH 

4-  HC,  =  BK  4-  CK  =r  h. 

et,  par  conséqucîiit,  les  points  C,  et  D,  seront  des  points  de  la  base 
AB  qui  demeureront  fixes  quand  le  (juadrilalère  articulé  BCDA  se 
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(léformera.  Il  est  utile  Je  remarquer  que  C|,  D,  sont  les  positions 
que  >  ienneut  occuper  les  sommets  C  et  D  quand  le  quadrilatère 
ABCD  se  déforme  de  telle  manière  que  tous  ses  sommets  viennent 
se  placer  en  ligne  droite. 

Ce  point  étant  admis,  nous  avons  une  propriété  géométrique  du 
centre  O  du  cercle  inscrit,  qui  permet  de  trouver  le  lieu  de  ce  point. 
Le  triangle  OC,D,  étant  égal  au  triangle  OCD,  il  en  résulte  que 
les  deux;  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  deux  segments 
iixes  A13,  C|  I)|  sont  supplémentaires.  On  est  donc  ramené  à  clier- 

Fig.  3. 


cher  le  lieu  des  points  O  d'où  l'ou  voit  ces  deux  segments  sous  des 
angles  supplémentaires. 

L'angle  CjOD,  {Jig-"^)  étant  supplémentaire  de  l'angle  AOB, 
on  a 

C,ODi=  A  +  B. 

Ou  peut  donc  mener  une  droite  OP  partageant  l'angle  C|ODj  en 
deux  parties  C)  OP,  PODj  respectivement  égales  aux  angles  A  et  B. 
On  aura  alors 

ÔP"=PA.PC,=  PB.PDi. 

Le  point  P  est  donc  le  point  central  de  l'involution  définie  par  les 
deux  segments  AC|,  BD(,  et  le  lieu  du  point  O  est  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  le  segment  qui  divise  liarmoniquement  les  deux  seg- 
ments AC),  BD|.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Etant  doJiJié  un  (iiuidiilaLère  ABCD  circonscriptlhle  à  un  cercle 
et  qui  se  déforme  de  telle  manière  que  les  sommets  A  eï  B  de- 
meurent fixes,  les  grandeurs  des  côtés  étant  invariables,  le  lieu 
du  centre  du  cercle  inscrit  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  le 
segment  qui  divise  liarmoniquement  les  deux  diagonales  AC,  BD 
du  quadrilatère  quand  il  est  amené  dans  la  position  oii  il  a  ses 
(piatrc  sommets  en  ligne  droite. 
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La  même  méthode  de  recherche  peut  être  étendue  aux  polygones 
d'un  nombre  pair  quelconque  de  côtés.  Supposons  qu'un  polygone 
dea«  côtés  Aj  Aa,  •  . .,  A2„_iA2„  soit  circonscrit  à  un  cercle,  et,  pour 
fixer  les  idées,  admettons  qu'il  est  convexe  et  que  le  cercle  inscrit 
est  à  l'intérieur  de  ce  polygone.  Alors  la  somme  des  côtés  de  rang 
pair  est  égale  à  celle  des  côtés  de  rang  impair.  La  somme  des  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centi'c  les  côtés  de  rang  impair  est  égale 
à  TT.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ce  polygone  peut  être  déformé  de 
manière  à  rester  toujours  circonscriptible  à  un  cercle,  et  de  trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  lorsqu'on  suppose  que  deux  som- 
mets consécutifs,  par  exemple  Aj  et  Ag,  soient  fixes. 

Désignons  par  «j,  «o,  .  .  .,«2»  ^cs  côtés  Aj  Aa,A2A3,  ..  .,A2„Ai 
du  polygone,  et  soient  ?i,  t^,  .  .  .  ,^2n  les  tangentes  menées  des  ditle- 
rents  sommets  du  polygone  au  cercle  inscrit.  On  aura 

?l   4-  t.2  =:  «1, 
/,+  A,  =  «., 


t-2n  ~^  ^\  —  ^în- 


Ces  2 71  équations  se  réduisent  à  2n  —  i ,  car,  en  les  ajoutant  de  deux 
en  deux,  on  trouve 

/"l  -f-  ?2  +  .  .   .  -+-  t,„  =  <7,  -f-  r/j  +  .   .  .  +  «2/2-1  =  «2  -^  ^i  +  •   •   •  +  ^'î/n 

et  ces  deux  équations  donnent  la  relation  nécessaire 

et  se  réduisent  à  une  seule,  contenant  les  quantités  t.  Mais,  si  les 
équations  ne  définissent  pas  complètement  les  tangentes  t,  il  est 
aisé  de  reconnaitre  qu'elles  font  connaître  la  somme  de  deux  tan- 
gentes quelconques  dont  les  indices  ont  des  parités  diiïérentes.  On 
a,  par  exemple, 

^2/.+  fi/,  +  \  =  ''^2/.--  ^2A+1  H-    ('îK  +  2  —  "îk+i  +  .  •  .   +  «2/(1 

//  étant  plus  grand  que  A ,  et 

'2/MI  ^-  '2^=  «2/(  +  l  —  "ih+>~^-  ••■-+-  "tk-\y 

l\  étant  plus  grand  que  //. 

Cela  posé,  considérons  les  triangles  avant  pour  sommet  commun 
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le  centre  O  {fii^-  4)  ^ii  cercle  inscrit  au  polygone  et  pour  bases  les 
cotés  de  rang  impair  A2/;_i  A^x- Faisons  tourner  l'un  quelconque 
d'entre  eux  dans  son  plan  autour  du  point  O  jusqu'à  ce  que 
Ag/,_i  A,;;  vienne  se  placer  sur  le  premier  côté  Ai  A,.  Alors  les  som- 

Fig.  4. 


A-i     A'î*-i   B,        A'2*        4„ 

mets  viennent  occuper  des  positions  A',^_,A'2/^.  et  l'on  a 

^^'2/1-1  Ï^I  =  ^2/1— 2^2^-1  =  f-lk-\1 

et,  par  conséquent, 

A1A2/,.  =ty^U^., 

^%^i!^^\  =  ^2+  '2/1— !• 

En  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  les  seconds  membres  de 
ces  équations  ne  dépendent  que  des  longueurs  des  côtés,  et,  par  con- 
séquent, les  positions  des  points  A'^  seront  fixes  et  connues  dès  que 
l'on  connaîtra  les  longueurs  des  côtés  du  polygone. 

Il  est  à  remarquer  que  la  ligne  A1A2A3  ...A,,jAi  peut  être 
considérée  comme  un  polygone  aplati  qui  est  vme  position  limite 
du  polygone  proposé  quand  celui-ci  se  déforme  et  que  ses  sommets 
viennent  se  placer  en  ligne  droite. 

Les  angles  A',/_,OA2/.  sont  évidemment  égaux  aux  angles 
A,i5_,OA2i  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  côtés  de  rang  im- 
pair du  polygone  proposé,  et  l'on  peut  dire  par  conséquent  que  le 
point  O  jouit  de  la  propriété  suivante  :  La  somme  des  angles  sous 
lesquels  on  voit  de  ce  point  les  n  segments  A1A2,  A3A4,  ..., 
Aj^^jA',,^  est  égale  à  7:.  Je  dis  que,  réciproquement,  si  l'on  a  trouvé 
un  point  O  jouissant  de  celte  propriété,  on  pourra  circonscrire  au 
cercle  de  centre  O  tangent  à  Ai  A^  un  polygone  dont  les  côtés  seront 
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En  effet,  joignons  ce  point  O  anx  points  Aj,  Aa,  .  .  . ,  A3, .  .  . ,  A^,,  \ 
nous  formons  ainsi  2/ï  triangles  OAj  A2,OA2  A3,  .  .  .  ,0A2^  A,. 
La  somme  des  angles  en  O  de  ces  triangles  est  la  même  pour  les 
triangles  de  rang  pair  que  pour  les  triangles  de  rang  impair.  La 
somme  totale  de  ces  angles  est  donc  égale  à  2?:.  Remarquons  seu- 
lement que  le  sens  des  angles  aux  sommets  A^.j,  OA^  est  différent 
pour  des  triangles  dont  des  rangs  ont  des  parités  différentes.  Pour 
supprimer  cette  distinction,  faisons  tourner  tous  les  triangles  de 
rang  pair  de  180"  autour  d'un  de  leurs  côtés  passant  en  O.  Alors 
nous  aurons  une  suite  de  2«  triangles  tels  que  :  1°  tous  les  angles 
cnO  aient  le  même  sens  de  rotation  ;  2''  que  la  somme  de  ces  angles 
soit  égale  à  271  ;  3°  que  les  bases  de  ces  triangles  soient  «i,  «5, . . . , 
<72„  et  que  les  hauteurs  soient  toutes  égales  ;  4°  que  le  premier  côté 
de  chaque  triangle  soit  égal  au  second  côté  du  triangle  précédent. 
(Jn  pourra  donc,  en  faisant  tourner  ces  triangles  autour  de  O  dans 
leur  plan,  les  assembler  de  telle  manière  que  chaque  premier  côté 
de  l'un  des  triangles  coïncide  avec  le  dernier  du  triangle  précédent, 
et  l'on  formera  ainsi  un  polygone  fermé  de  côtés  «,,  «2,  •••  ,«^2/1 
inscrit  à  un  cercle  de  centre  O. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion  qu'on  peut  dé- 
former le  polygone  de  telle  manière  qu'il  ne  cesse  pas  d'être  tan- 
gent à  un  cercle,  et,  pour  obtenir  le  lieu  du  centre  du  cercle 
inscrit  quand  deux  sommets  consécutifs  du  polygone  restent  fixes, 
nous  sommes  ramenés  à  la  question  suivante;  : 

Trouver  la  courbe  lieu  des  jMji/ils  d'où  l'on  voit  p  se^ine//(s  de- 
Lerminés  sur  une  ligne  droite  sous  des  angles  dont  la  somme  est 
égale  à  71  ou  est  un  multiple  de  t.. 

De  telles  courbes  sont  des  cas  particuliers  de  celles  que  j'ai  con- 
sidérées dans  mon  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  su/faces  algébriques,  page  y 4-  Voici  comment  on  peut  ob- 
tenir leur  équation. 

Prenons  pour  axe  des  .r  la  droite  qui  contient  les  segments  et 
pour  axe  des  j  une  perpendiculaire.  Désignons  par  a^,  (3/,  les  ab- 
scisses des  extrémités  du  A'^""'  segment,  et  posons,  pour  abréger, 

Z  =  .r  -*-.»  v'—  '  »       ;'~  .r  —  J  y—  '• 
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Si  V^est  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  xj'  le  segment  (a^(j,, ), 
on  trouvera  facilement 


et  par  conséquent,  en  posant 

S  =  Vi  +  .  . 

.+v,. 

/(.)  =  (._«,) 

...(.-.,) 

?(-)  =  (^-:5,) 

•     -(--5.) 

on  aura 

/■/    t1        r..    I    ~'\'> 


S  devant  être  égal  à  un  multiple  de  tt,  l'équation  devient 

(,]  y(-)  _  ?{^') 

et  elle  se  réduit  au  degré/;  —  2  après  la  suppression  du  facteur 
z  —  z' .  Donc,  pour  un  polygone  de  degré  2  7^,  le  lieu  du  centre  du 
cercle  inscrit  est  une  courbe  de  degré  in  —  2,  ce  qui  est  bien 
d'accord  avec  le  résultat  obtenu  pour  le  quadrilatère. 

Les  propriétés  générales  des  courbes  que  nous  rencontrons,  et 
qui  ont  été  étudiées  dansl'Ouvrage  cité,  trouvent  icileurapplication. 
En  effet,  l'équation  de  la  courbe  cherchée  peut  aussi  s'écrire 


Supposons  A  et  i^x  réels  et  posons 

^*(-')- 7:^, ' 


I  -+-  a 

nous  pourrons  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

/,\  ?i_H_?i(2') 
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toute  semblable  à  la  première.  La  courbe  proposée  peut  donc  être 
définie  de  la  même  manière  avec  une  infinité  de  systèmes  ditîérents 
de  segments,  puisqu'on  peut  elioisir  arbitrairement  À  et  u.  Il  suf- 
fira que  1  et  y.  satisfassent  à  certaines  inégalités,  par  exemple 
soient  très-grands  ou  très-petits,  pour  que  les  équations 

aient  leurs  racines  réelles  comme  les  précédentes 

/[z)  =  o,      (p[z)  =  0. 

Je  me  contenterai  de  ces  indications  et  je  n'examinerai  pas  non 
plus  les  polygones  qui  sont  circonscrits  à  des  cercles,  mais  de  telle 
manière  que  les  points  de  contact  des  côtés  soient  sur  leurs  prolon- 
gements. Les  résultats  sont  identiques  à  ceux  qui  précèdent.  Les 
signes  seuls  de  certains  côtés  sont  changés  dans  la  relation 

I  f/,  -t-  «3  -4-  .    .    .  +  ^'jn-l  =«,-+-«;+.    .   .  -1-  «21- 
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GÙNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Geschiciite  der  mathematischen  uxd  piiy- 
siKALisciiEN  Géographie.  3*  fascicule.  Halle,  1878.  In-8°,  87  pages  ('). 

Le  troisième  Mémoire  de  M.  Gûnthcr  sur  l'iiistoiro  de  la  Géo- 
graphie matliém.alique  et  physique  forme  le  Chapitre  IV  de  ces 
recherches  d'érudition.  Il  traite  en  particulier  d'une  question  qui 
s'est  rencontrée  incidemment  dans  le  cours  des  précédents 
Mémoires . 

Chap.  IV.  —  Hypothèses  anciennes  et  modernes,  relatives 
au  changement  chronique  du  centre  de  gra^ùté  de  la  Terre  sous 
l'influence  de  la  masse  des  eaux,  (ip.9-215,  12  ligures.) 

La  découverte  des  écrits  d'Archimède  avait  permis  de  concevoir 
nettement  la  notion  du  centre  de  niasse  d'un  corps  et  l'existence 
d'un  centre  de  gravité  unique  et  invariable  dans  un  système  formé 
de  points  matériels  liés  entre  eux.  On  arriva  bientôt  à  reconnaître 
que  les  divers  phénomènes  naturels,  comme  la  chute  d'une  pierre, 
l'agitation  de  la  surface  des  eaux  sous  l'influence  du  vent,  dépla- 
çaient nécessairement  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  de  sa  posi- 
tion primitive  et  devaient  modifier  sa  situation  relativement  à  trois 
axes  fixes  dans  l'espace.  Il  est  vrai  que  de  telles  influences  ne  pro- 
duisent pas  de  variations  sensibles,  mais  il  en  est  d'autres  qui 
pourraient  amener  des  modifications  notables,  comme  le  retour  à 
des  époques  glaciaires  et  à  des  changements  de  climat,  pour  l'ex- 
plication desquels  les  premiers  géologues  n'ont  pas  hésité  à  ad- 
mettre des  variations  brusques  dans  la  position  de  l'axe  de  la 
Terre,  des  éiaiptions  volcaniques,  la  rencontre  d'autres  corps  cé- 
lestes et  diverses  causes  surnaturelles.  Nous  ne  suivrons  pas  les 
géologues  dans  leurs  conceptions  plus  ou  moins  justifiées,  et  il  ne 
sera  question  ici  que  de  la  Teinte,  considérée  comme  vme  sphère  et 
même  comme  un  ellipsoïde  à  trois  axes  principaux,  dont  l'un  sera 
l'axe  de  rotation  actuel.  Nous  allons  voir  qu'il  a  existé  de  tout 
temps  des  hommes  qui  ont  attribué  à   la  masse  liquide  une  in- 


(•)  Voir  Bulletin,   II,,  4io  et  437. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2°  Série,  t.  III.  (Mars  i''^79.) 
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lluencc  perluibatrice  sur  la  position  du  centre  de  gravité  mathé- 
matique du  globe.  Le  développement  historique  de  cette  doctrine 
fait  l'objet  de  ce  troisième  Mémoire,  dont  nous  allons  indicjuer  les 
principaux  passages. 

Le  mérite  d'avoir  exprimé  pour  la  première  fois  et  avec  toute  la 
netteté  désirable  la  sphéricité  de  la  Terre  et  d'avoir  cherché  à  en 
établir  des  preuves  appartient  au  philosophe  de;  Stagyre;  mais  il 
est  à  observer  que  longtemps  avant  Aristote  s'était  développée 
une  doctrine  semblable  à  celle  que  nous  traitons,  et  qui  admettait, 
comme  hypothèse  nécessaire,  que  la  Terre  est  ronde  ou  au  moins 
limitée  de  toutes  parts.  Ilippocrate  a  bien  compris  que  les  inéga- 
lités de  la  surface  terrestre  n'exercent  plus  d'iiilluence,  mais  il 
parait  n'avoir  pas  eu  l'idée  que  les  variations  qu'éprouve  le  niveau 
des  mers  modifient  nécessairement  le  centre  de  gravité  de  leur 
masse  près  de  la  surface  du  globe.  Cette  hypothèse  originale  semble 
s'être  présentée  à  1  esprit  d'Hérodote.  Dans  son  Euterpe  (Livre  II), 
le  célèbre  historien  demande  la  vraie  cause  des  crues  qui  s'ob- 
servent tous  les  ans  dans  le  Nil  avec  une  si  grande  régularité.  Il 
dit  qu'il  en  connaît  trois  explications  : 

Ou  bien  un  refoulement  des  eaux  par  d(;s  courants  de  vents 
étésiens; 

Ou  bien  l'inlluence  de  l'Océan  qui  entoure  la  totalité  du  globe 
et  donne  naissance  au  fleuve  du  Nil  ; 

Ou  enfin  la  fonte  de  grandes  masses  de  neige  amoncelées  en 
Klhiopie. 

Il  examine  chacune  de  ces  hypothèses  et  en  discute  le  degré  de 
vraisemblance  et  de  probabilité. 

«  En  hiver  »,  dit-il,  «  la  violence  des  tempêtes  rejette  le  Soleil 
hors  de  son  orbite  véritable  et  le  dirige  vers  la  Libye.  Lorsque  le 
Soleil  parcouit  ce  pays,  il  y  produit  le  même  elï'et  qu'il  a  coutume 
de  produire  en  été  quand  il  passe  par  le  milieu  du  ciel,  c'est-à-dire 
(ju'il  attire  les  vapeurs  à  lui  et  les  repousse  ensuite  vers  les  lieux 
élevés,  où  les  vents,  les  ayant  reçues,  les  dispersent  et  les  fondent. 

))  Lorsqu(i  l'hiver  est  adouci,  le  Soleil  retourne  au  milieu  du 
ciel  et  de  là  attire  également  les  vapeurs  d(;  tous  1(!S  fleuves.  Jus- 
«ju'alors  ils  augmentent  considérablement,  à  cause  des  pluies  dont 
la  terre  est  arrosée  et  qui  forment  des  torrents  ;  mais  ils  de- 
viennent faibles  en  été,  parce  rpie  les  pluies  leur  manquent  et  que 
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le  Soleil  attire  une  partie  de  leurs  eaux.  II  n'eu  est  pas  de  même 
du  Nil  :  comme  en  hiver  il  est  dépourvu  des  eaux  de  pluie,  et  que 
le  Soleil  en  élève  des  vapeurs,  c'est  avec  raison  la  seule  rivière 
dont  les  eaux  soient  beaucoup  plus  basses  en  cette  saison  qu'en 
été.  Le  Soleil  l'attire  de  même  que  tous  les  autres  fleuves,  mais 
riiiver  il  est  le  seul  que  cet  astre  mette  à  contribution;  c'est  jjour- 
quoi  je  regarde  le  Soleil  comme  la  cause  de  ces  elFets. 

))  Si  l'ordre  des  saisons  et  la  position  du  ciel  venaient  à  chan- 
ger, de  manière  que  le  noi^d  prit  la  place  du  sud,  et  le  sud  celle 
du  nord,  alors  le  Soleil,  chassé  du  milieu  du  ciel  par  l'hiver,  pren- 
drait sans  doute  son  cours  par  la  partie  supérieure  de  l'Europe, 
comme  il  le  fait  aujourd'hui  par  le  haut  de  la  Libye,  et  je  pense 
qu'en  traversant  ainsi  toute  l'Europe  il  agirait  sur  l'Ister  (le 
Danube)  comme  il  agit  actuellement  sur  le  Ail.   m 

Parmi  les  Ouvrages  d'Archiuiède,  il  en  est  un  célèbre  qui  ne  nous 
est  parvenu  que  fort  tard  et  sous  une  traduction  arabe  qui  laissait 
beaucoup  à  désirer.  Cet  Ouvrage  est  le  Livre  Des  corps  (jui  sont 
portés  sur  uiijluide.  Varenius  y  a  remarqué,  le  premier,  qu'Archi- 
mède  affirme  clairement  que  la  surface  de  l'Océan  doit  être  égale- 
ment distante  d'un  point  déterminé  et  que  le  centre  de  cette  sur- 
face sphérique  doit  être  le  même  que  celui  du  globe  terrestre. 

Les  contemporains  d'Archimède  paraissent  avoir  été  moins  pé- 
nétrés de  cette  vérité.  Cependant  Strabon  adresse  de  vifs  reproches 
à  Eratosthène,  parce  que  ce  mathématicien  de  vocation  a  perdu  de 
vue  cette  règle  fondamentale  et  a  pensé  que  certaines  parties  de  la 
Méditerranée  ne  se  trouvent  point  au  même  niveau.  Il  parait  qu'un 
nivellement  de  l'isthme  de  Corinthe,  exécuté  sous  Démélrius  Po- 
liorcète, avait  conduit  à  ce  résultat,  que  le  golfe  deJNaupacte  (région 
ouest  de  l'isthme)  était  à  un  niveau  inférieur  à  celui  du  golfe 
d'Egine  (région  est).  Il  semble  qu'Eratosthène,  qui  devinait  en 
l'oasis  d'Amnion  le  lit  d'une  ancienne  mer,  avait  conçu  la  notion 
paradoxale  de  variations  du  niveau  des  mers,  afin  de  donner  une 
base  théorique  à  des  résultats  de  recherches  géognosiques  et  pa- 
léontologiques  faites  par  lui.  En  revanche,  Strabon  a  admis  que 
l'Ister  établit  une  communication  entre  la  mer  jNoire  et  la  mer 
Adriatique,  et  il  a  ainsi  patronné  cette  malheureuse  erreur  géogra- 
phique du  canal  océanique,  qui  donne  aux  ('artes  du  moyen  âge 
un  aspect  si  désagréable. 

G. 
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Strabon  pouvait  donc  avec  raison  hlàmer  F>atoslbcnc  et  Hip- 
paixiuc  à  cause  de  leurs  méprises-,  mais  nous  devons,  d'un  autre 
côté,  reconnaître  que  sa  propre  argumentation  n'était  pas  du  tout 
exacte  et  qu'elle  ne  fournissait  pas  moins  une  suite  de  sopliismes 
comme  origine  et  comme  résultat. 

Les  théories  des  pliilosoplies  grecs  ne  furent  pas  essentiellement 
modifiées  ni  perfectionnées  par  les  naturalistes  romains.  Pline  ne 
s'est  occupé  qu'incidemment  de  la  sphéricité  de  la  Terre.  Il  n'en 
est  pas  de  même  de  Sénèque,  dont  les  idées  accusent  un  caractère 
d'originalité  mieux  marqué.  Sénèque  saisit  parfaitement  l'impor- 
tance de  l'eau  comme  mécanisme  puissant  de  la  configuration  su- 
perficielle de  notre  planète.  11  s'est  prononcé  avec  netteté  pour  la 
théorie  de  la  constance  de  la  sphéricité  géométrique  sous  l'influence 
des  causes  ordinaires.  Dans  les  Questions  naturelles,  il  existe 
toute  une  série  d'explications  ayant  pour  objet  de  démontrer  com- 
ment il  pevit  se  faire  que,  malgré  la  multiplicité  des  phénomènes, 
la  masse  de  l'eau  des  mers  puisse  demeurer  toujours  égale  et  con- 
server la  même  répartition. 

Sénèque  se  livre  toutefois  à  une  seule  digrcssi(în  très-impor- 
tante, dont  Nehring  a  dépeint  le  caractère  dans  les  termes  sui- 
vants :  a  De  temps  à  autre  a  du  certainement  arriver  une  augmen- 
tation générale  et  extraordinaire  du  niveau  de  la  mer,  résultant, 
par  exemple,  de  vagues  diluviennes  qui  surviennent  avec  une 
grande  régularité  au  terme  de  longues  périodes  géologiques  et 
produisent  de  grandes  variations  dans  la  forme  superficielle  de 
îiotre  planète.  «  Sénèque  fait  évidemment  allusion  à  ces  épouvan- 
tables cataclysmes  dont  les  découvertes  paléontologiques  de  Cuvier 
et  d'Agassiz  nous  ont  donné  la  preuve,  et  qui  confirment  la  varia- 
tion du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous  l'influence  d'une  des 
constellations  connues,  ou,  pour  employer  un  langage  plus  mo- 
derne, le  déplacement  continu  du  centre  de  la  Terre  dans  le  cours 
des  siècles,  car,  suivant  Sénèque,  il  n'y  a  qu'un  événement  cos- 
mique, et  non  simplement  terrestre,  qui  puisse  donner  naissance  à 
des  conséquences  aussi  étendues.  «  Ainsi  le  monde,  à  son  origine, 
contenait  également  et  le  Soleil,  et  la  Lune,  et  le  cercle  des  révo- 
lutions sidérahîs,  et  les  animaux  encore  à  naitre,  et  les  principes 
de  toutes  les  révolutions  du  globe.  Parmi  ces  principes  figure  le 
déluge,  qui,  comme;  l'iiiver  et  l'été,   n'a  lieu  (ju'en  vertu  d'une  des 
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lois  du  monde.  Ne  donnez  donc  pas  pour  cause  à  cette  destruction 
la  pluie  :  la  pluie  y  contribuera;  l'irruption  de  la  mer  :  cette  ir- 
ruption y  contribuera  5  les  tremblements  de  terre  :  ces  commotions 
y  contribueront.  La  nature  s'aidera  de  tout  pour  accomplir  ses 
décrets.  » 

Les  autres  écrivains  latins  ne  donneraient  pas  beaucoup  de  ren- 
seignements. Terentius  Varro,  le  premier,  a  nettement  parlé  d'un 
aplatissement  de  la  Terre;  mais  il  est  à  croire  qu'il  ne  l'entendait 
point  dans  le  sens  que  l'on  donne  aujourd'hui  à  cette  notion  et 
qu'il  s'agissait  plutôt  d'un  renilement  équatorial  de  l'Océan,  tandis 
que  les  eaux  abandonneraient  en  partie  les  deux  pôles. 

L'obscure  période  de  la  Cosmographie  patristique  ne  nous  olFre 
rien  d'intéressant  ni  de  précis.  11  faut  arriver  povu'  cela  jusqu'à  la 
seconde  moitié  du  moyen  âge,  vers  les  xii*^  et  xiii*^  siècles,  époque 
à  laquelle  les  doctrines  de  la  Scolastique  commencèrent  à  faire 
place  à  des  notions  plus  exactes. 

Dans  son  Traité  des  météores,  Albert  le  Grand  dit  qu'une  par- 
tie changeante  des  continents  disparait  sous  les  eaux  et  que  d'autres 
parties  s'élèvent  à  leur  tour.  Il  ne  s'agit  ici  évidemment  que  des 
oscillations  du  niveau  de  la  mer,  et  l'auteur  n'a  pas  songé  à  un  vé- 
ritable changement  du  centre  de  gravité  du  globe,  puisqu'il  aflirme 
nettement  qu'une  dépression  de  l'eau  en  un  point  correspond  à 
une  intumescence  au  point  diamétralement  opposé. 

Roger  Bacon  se  borne  à  savoir  que  l'eau  et  les  continents  ne 
forment  qu'un  tout  sphéroïdal.  Un  passage  de  ses  écrits  semble- 
rait devoir  donner  lieu  à  une  interprétation  spéciale,  qui  pourrait 
cependant  ne  pas  corroborer  certain  sophisme  adopté  au  siècle  sui- 
vant. Pierre  d'Ailly,  son  commentateur,  dit  en  etfet  que  «  l'eau 
forme  un  bras  de  mer  entre  les  deux  pôles,  et  s'étend  depuis  la 
limite  de  1  Espagne  jusqu'aux  Indes,  sans  occuper  une  grande  lar- 
geur, de  sorte  que  le  commencement  de  l'Inde  pourrait  être  au  delà 
du  milieu  du  cercle  équinoxial,  sous  la  terre,  et  toucherait  certai- 
nement aux  confins  de  l'Espagne.  »  Ce  courant  à  double  sens  que 
devrait  suivre  l'eau  pourrait  bien  se  rapporter  à  un  bourrelet  de 
matière  fluide  s'étendant  le  long  de  l'équateur,  sans  exercer  la 
moindre  influence  sur  la  position  du  centre  de  gravité  du  globe. 
Peut-être  s'agirait-il  encore  de  l'aplatissement,  tel  que  Varro  l'avait 
conçu. 
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CoiiiinciiLaut  un  passage  d'Aristote  relatif  à  la  forme  que  doit 
prendre  une  niasse  (luidc  abandonnée  à  elle-même,  Thomas  d'Aquiu 
reconnaît  que  l'eau,  à  la  surface  du  globe,  gagne  toujours  les  par- 
ties concaves,  c'est-à-dire  plus  rapprochées  du  centre.  Il  examine 
les  conséquences  de  cette  observation  et  conclut  à  la  nécessité 
d'adopter  deux  hypothèses  dillérentes  :  «  La  première  est  »,  dit-il, 
«  que  l'eau  est  aussi  naturellement  pesante 5  elle  s'écoule,  nalurel- 
lemiîut,  toujours  vers  la  région  plus  concave  ou  plus  basse.  Une 
autre  liypothèse  est  que  cette  partie  plus  concave  et  plus  basse  est 
aussi  plus  voisine  du  centre  du  monde.  ))  Ainsi  la  Terre  ne  peut 
être  plane.  Sa  forme  doit  être  sphérique,  et  les  divers  éléments 
sont  rangés  dans  leur  ordre  normal,  suivant  des  sphères  concen- 
triques, dont  la  Terre  occupe  le  centre.  Les  autres  éléments,  l'eau, 
l'air  et  le  feu,  entourent  le  noyau  solide.  JNous  retrouvons  ici  la 
théorie  exposée  à  propos  de  Moïse  ben  Maimoun. 

rsous  pouvons  ranger,  parmi  les  anciens  écrivains  scolastiques, 
Vincent  de  Beauvais,  dans  l'Encyclopédie  duquel  on  trouve  une 
élégante  interprétation  de  théories  exactes  des  anciennes  autorités, 
en  même  temps  que  les  premières  traces  d'erreurs  qui  s'accrédi- 
tèrent dans  la  suite. 

Hipparque  avait  déjà,  comme  on  sait,  évalué  assez  exactement 
l'excentricité  de  l'orbite  apparente  du  Soleil,  et  tous  ses  commen- 
tateurs avaient  adopté  ses  démon.strations  et  les  conséquences  qui 
en  découlaient,  relativement  à  la  connaissance  de  la  Géographie. 
Les  Grecs  ne  pressentirent  pas  en  quoi  cette  circonstance  pouvait 
produire  une  inlluence  physique  inq^ortante;  mais  on  la  trouve 
étudiée  par  les  Arabes,  qui  l'ont  intimement  rattachée  à  l'hypo- 
thèse d'une  action  attractive  exercée  par  le  Soleil  et  semblable  à 
celle  qu'admettait  Hérodote  pour  l'explication  des  crues  du  Nil. 
On  a  pu  en  voir  déjà  une  trace  dans  le  deuxième  de  ces  Mémoires, 
à  propos  de  Schems  Eddin  d(;  Damas,  qui,  en  eifet,  s'exprime  en 
ces  termes  :  «  Le  Soleil  se  meut  autour  de  son  propre  centre,  qui 
n'est  pas  le  centre  de  la  Terre,  ainsi  qu'à  sou  périgée  il  s'approche 
d'une  partie  de  la  Terre,  la  partie  méridionale,  en  s'éloignant  à 
son  apogée  de  l'autre,  la  partie  septentrionale,  qui  devient  terre 
ferme  et  élevée,  puiscpie  les  eaux  sont  attirées  j)ar  le  Soleil  vers  la 
pai'tie  méridionale  en  se  retirant  de  la  partie  sc^plentrionale.  » 
ÎNous  ne  faisons  (juc;  signaler  celte  assertion  de  Schems  Eddin, 
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le  commentaire  de  R.  Wolf  et  un  passage  de  Kaxouini,  pour  arri- 
ver aux  théories  de  Masudi.  iMasudi  parait  avoir  été  l'un  des  pre- 
miers savants  du  moyen  âge  qui  revint  à  une  doctrine  de  l'ancienne 
Géographie,  presque  oubliée  à  cette  époque.  Suivant  cette  doctrine, 
la  terre  ferme  ne  présenterait  pas  une  courbure  régulière  et  conti- 
nue, mais  offrirait,  dans  une  direction  détei'ininée,  un  renflement 
semblable  à  celui  d'une  coupe,  d'une  cloche  ou  d'une  timbale. 

Nous  avons  remarqué,  au  début  jnême  de  ce  Mémoire,  une  no- 
tion géographique  analogue,  à  propos  d'un  passage  d'Hippocrale. 
D'ailleurs,  au  témoignage  d'Alexandre  de  Humboldt,  Eratosthène  et 
Polybe  présumaient  aussi  que  la  Terre  s'élève  en  bourrelet  dans 
le  voisinage  de  l'équateur. 

D'ignorants  commentateurs  propagèrent  encore  cette  doctrine 
parmi  les  théosophes  de  la  première  époque  byzantine.  Ce  renfle- 
ment équatorial  passa  bientôt  pour  être  la  ligne  de  séparation  entre 
les  contrées  habitables  et  la  région  mystérieuse,  inaccessible  à 
l'homme,  désignée  sous  le  nom  de  Terra  incognita. 

Un  voyageur  qui  à  cette  époque  se  rendit  célèbre  parle  talent 
et  l'exactitude  de  ses  observations  contribua,  sans  le  vouloir,  à 
l'afiermissement  d'une  erreur  accréditée  a  priori.  C'est  ainsi  que, 
dans  la  relation  du  voyage  que  Ruysbroek  (Guil.  de  Rubruquis) 
avait  fait  à  la  résidence  du  grand  khan  de  Mongolie,  nous  trouvons 
le  passage  suivant  :  «  A  dater  de  notre  arrivée  à  la  cour  du  khan 
suprême  Mangu,  il  n'alla  que  deux  fois  vers  les  contrées  méridio- 
nales, d'où  il  commença  à  retourner  vers  le  nord,  c'est-à-dire  vers 
Caracarum.  Durant  tout  ce  voyage,  j'ai  principalement  porté  mon 
attention  sur  un  fait  que  m'avait  signalé  comme  très-digne  de 
remarque  le  seigneur  Baudouin  de  Hainaut,  avant  mon  départ  de 
Constantinople  :  c'est  que  l'on  allait  toujours  en  montant  et  jamais 
en  descendant.  Et,  en  efîct,  tous  les  cours  d'eau  venaient  de  l'orient 
vers  l'occident,  soit  directement,  soit  indirectement,  c'est-à-dire 
obliquant  vers  le  midi  ou  vers  le  nord.  » 

Ruysbroek  ne  pouvait  se  méprendre  sur  une  observation  per- 
sonnelle, qu'il  traduisait  fidèlement.  ]Mais  il  fallait  aussi  conqjter 
avec  des  idées  moins  conformes  à  l'expérience,  de  véritables  pré- 
jugés, suivant  lesquels  la  terre  ferme,  au  lieu  d'être  sphéroïdique, 
surgissait  à  pic  du  sein  des  mers. 

Ainsi  (jue  l'a  établi  Sanlarem  dans  une  élude  ti'ès-conseieneieuse. 
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le  niyllie  (l'uii  paradis  situé  sur  notre  globe  avait  éprouvé  succes- 
sivement diverses  transformations.  Placé  d'abord,  par  Honorius 
d'Autun,  à  l'extrémité  orientale  des  (continents  connus,  il  était 
devenu  ensuite  la  sainte  montagne  d'Aryn,  dans  laquelle  on  pour- 
rait bien  retrouver  un  souvenir  du  Meru  des  fables  bindoues,  puis 
la  montagne  gigantesrpie  dont  Cosmas  Indicopleuslès  admettait 
l'existence  au  milieu  du  baut  plateau  asiatique.  Telle  a  dvi  être 
l'origine  de  l'iiypotlièse  d'un  bourrelet  iluide  formant  une  mon- 
tagne semblable  sur  la  région  opposée. 

N'adoptant  pas  la  tbéorie  qui  avait  généralement  coui's  à  cette 
époque,  plusieurs  savants  n'hésitèrent  pas  à  affirmer  que  la  surface 
recouverte  par  les  eaux  est  notablement  supérieure  à  celle  des  conti- 
nents. D'autres  philosophes,  comme  Albert  le  Grand,  étaient  dis- 
posés à  placer  sur  l'hémisphère  sud  des  régions  partiellement  habi- 
tables, mais  séparées  du  reste  des  continents  par  d'immenses  nappes 
d'eau.  En  un  mot,  l'ancien  Océan  d'Homère  trouvait  encore  des 
partisans^  on  lui  supposait  une  continuité  parfaite,  et,  puisque  la 
sphéricité  était  modifiée  par  la  répartition  des  continents  et  des 
mers,  il  n'était  plus  nécessaire  d'admettre  l'invariabilité  dans 
l'équilibre  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  croyait  avoir  conclu,  de 
mesures  directes,  un  continuel  accroissement  du  niveau  de  la 
Méditerranée  par  rapport  à  celui  de  l'Océan.  Saint  Arabroise  et 
saint  Basile  enseignèrent  cette  théorie,  dont  la  substance  se  trouve 
dans  les  écrits  du  cosmographe  arabe  Edrisi. 

On  peut  résumer  ainsi  qu'il  suit  les  faits  qui  se  rapportent  à 
cet  ordre  d'idées,  que  l'ensemble  de  l'eau  et  de  la  terre  réunies 
forme  simplement  des  anneaux  sphériques  concentriques  l'un  avec 
l'autre  : 

i"  L'hypothèse  fondamentale  que  l'élément  de  l'eau,  comme 
déjà  l'indiquent  les  gouttes  qui  tombent  du  feuillage  des  arbres, 
doit  prendre  la  forme  d'une  sphère;  parfaite; 

2"  L'hypothèse,  qui  eut  cours  déjà  chez  les  Grecs  et  fut  plus 
tard  développée  par  les  Arabes,  que  les  astres  attirent  à  eux  l'eau 
et  déterminent  une  précipitation  générale  à  torrents  de  cette  der- 
nière vers  un  centre^ 

3°  L'erreur  géographique  que  la  terre  ferme  s'élève  démesuré- 
ment au-dessus  de  l'enveloppe  Uuide. 

Les   développements    qui    précèdent   suilisent    pour   donner    la 
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preuve  que,  vers  le  milieu  du  xiii*'  siècle,  l'ancienne  opinion  d'Aris- 
tote  et  des  scolasticieus  pesait  sur  l'esprit  du  temps. 

On  a  découvert  et  publié  récemment,  d'après  les  manuscrits 
des  bibliotlièques  de  Paris,  un  Ouvrage  intitulé  Li  Livides  du 
Trésor,  composé  par  le  Florentin  Brunetto  Latini  dans  le  cours 
de  la  seconde  moitié  du  xiii*^  siècle.  L'auteur  y  traite  la  question 
de  savoir  «  comment  li  mondes  est  reons  et  comment  li  élément 
sont  établi  ».  Sa  réponse  est  ainsi  formulée  :  «En  ce  fu  nature 
bien  porveanz  quant  elle  fîst  l'orbem  tout  reont^  car  nul  cliose  ne 
puet  estre  si  fermement  serrée  en  soi  meisme  comme  celé  qui  est 
reonde.  Raisons  comment  :  regardez  ces  charpentiers  qui  font  ces 
toniaus  et  ces  cuves  ;  car  il  ne  les  porroient  en  nule  manière  fermer 
ne  joindre,  se  par  reondece  non  neis  une  volte,  quant  on  la  fait  en 
une  maison  ou  un  pont,  côvient  il  que  il  soit  fermez  par  sa  reon- 
dece, non  mie  par  loue  ne  par  lé,  ne  en  nule  autre  forme.  »  Ainsi, 
Latini  a  admis  que  la  nature  prévoyante  a  donné  à  tous  les  éléments 
la  forme  ronde.  Dans  un  autre  passage,  où  il  est  question  «  des 
vainnes  de  la  terre  et  des  aiguës  »,  nous  trouvons  les  réflexions 
suivantes  :  «  Sor  la  Terre,  de  cui  li  contes  a  tenu  lonc  parlement, 
est  assise  l'aiguë,  ce  est  la  mer  greignor  qui  est  appelée  la  mer 
Oceane,  de  cui  toutes  les  autres  mers  et  braz  des  mers  et  flueves  et 
fontaines  qui  sont  parmi  la  terre,  issent  et  naissent  premier  et  la 
meisme  retornent  il  a  la  fin.  » 

Les  figures  qui  accompagnent  cette  description  donnent  bien 
pour  les  éléments  de  l'air  et  du  feu  la  forme  sphérique,  tandis  que 
la  Terre  n'affecte  pas  cette  forme  et  se  trouve  inégalement  recou- 
verte par  les  eaux  sur  la  région  équatoriale.  L'hypotlièse  du  ren- 
flement se  trouve  donc,  sinon  exprimée,  du  moins  admise  en 
principe. 

Un  autre  Italien,  Ristoro  d'Arezzo,  a  publié  en  laoa  un  Traité 
sur  la  composition  du  monde,  réédité  en  1859  par  E.  Narducci. 
Nous  pouvons  y  remarquer  un  témoignage  en  faveur  de  la  théorie 
admise  au  moyen  âge,  d'après  laquelle  l'inégale  répartition  des 
continents  à  la  surface  du  globe  correspondait  à  l'inégale  distribu- 
tion des  étoiles  du  firmament.  «  Selon  les  savants  »,  ditRistoro,  «  la 
terre  ferme  occupe  le  quart  de  la  surface  du  globe  5  les  trois  autres 
parties  restent  recouvertes  par  les  mers.  Les  continents  ont  émergé 
sous  l'action  d'une  grande  force  qui  a  en  même   temps   assuré  la 
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création  des  planètes  et  des  animaux  qui  habitent  sur  la  Terre.  Les 
continents  recouvrent  principalement  la  partie  du  globe  qui  re- 
garde le  nord  et  qui  correspond  à  la  région  du  ciel  la  plus  con- 
stellée 5  ils  se  trouvent  entourés  de  toutes  parts  de  nappes  d'eau  qui 
forment  la  mer  Grande,  ou,  suivant  d'autres,  la  mer  Océanique.    » 

Ce  passage  exprime  nettement  l'opinion  déjà  énoncée  par  Albert 
le  Grand,  à  savoir  qu'une  partie  relativement  restreinte  du  globe 
terrestre  émerge  seule  du  sein  des  eaux.  Mais  ce  que  le  célèbre 
philosophe  s'est  borné  à  constater,  Ristoro  s'est  appliqué  à  en 
chercher  la  cause  probable. 

Le  passage  suivant  de  son  Traité  olîVe  encore  un  certain  intérêt  : 
«  Nous  constatons  que  la  Terre  est  arrosée  de  ruisseaux,  de  fleuves 
et  d'eau  5  celle-ci  coule  à  travers  le  sein  de  la  Terre,  puis  à  la  surface 
du  globe.  Elle  parvient  au  sommet  des  montagnes,  d'où  elle  descend 
ensuite  pour  former  les  ruisseaux,  puis  les  fleuves,  qui,  à  leur  tour, 
s'échangent  l'un  avec  l'autre,  arrosent  la  terre  et  se  jettent  dans  la 
mer.  L'eau  des  rivières  et  des  fleuves  est  douce,  tandis  que  l'eau 
de  mer  est  salée.  Enfin,  pour  achever  la  comparaison,  nous  pou- 
vons dire  que  les  fleuves  s'élèvent  de  la  mer  pour  y  retourner.  » 
Ristoro  affirme  nettement  la  prépondérance  d'énergie  du  ciel  étoile 
dans  l'hémisphère  boréal.  11  conclut  en  disant  que,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  toute  l'eau  s'étendrait  sur  le  monde  entier,  mais  qu'elle 
est  actuellement  retenue  par  une  force. 

La  discussion  des  hypothèses  de  Dante  est  développée  avec  beau- 
coup de  soin  dans  ce  Mémoire.  Il  nous  serait  difficile  de  l'exposer 
sans  l'accompagner,  comme  l'a  fait  M.  Gûnther,  de  figures  géomé- 
triques 5  nous  nous  vovons  donc  obligé  d'indiquer  simplement  ici 
les  conclusions  de  cet  examen. 

Dante  considéra  comme  bien  démontré  qu'il  existe  entre  les 
continents  et  le  ciel  étoile  un  rapport  intime  qui  ofï'rirait  quelque 
analogie  avec  la  force  magnétique.  jNous  ne  pouvons  entrer  ici  dans 
le  détail  des  intéressantes  relations  établies,  d'après  Schmidt,  entre 
ce  dogme  et  les  théories  admises  à  celte  époque,  relativement  à 
l'étendue  des  continents.  Ainsi  que  l'on  peut  en  juger  par  le  pre- 
mier Mémoire,  toute  la  division  du  globe  terrestre,  telle  que  Dante 
l'a  imaginée,  aboutit  à  mettre  en  réquisition,  comme  séjour  mytho- 
logique des  âmes,  tout  un  hémisphère,  de  manière  qu'il  ne  reste 
du  royaume  terrestre  (pi'une  partie  hajjilable  proportionnellement 
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})lus  faiLle.  Tout  cet  ensemble  forme  avec  les  eaux  réunies  un  seul 
corps  qui  diflère  très-peu  d'une  sphère  mathématique,  et,  pour 
expliquer  comment  la  Terre  se  trouve  cachée  sous  les  eaux, 
Schmidt  résume  ainsi  qu'il  suit  les  théories  de  Dante  : 

«  La  cause  de  l'élévation  locale  des  continents  ne  peut  être  la 
Terre  même;  un  mouvement  vers  le  haut  est  contraire  à  la  pesan- 
teur, et  cette  dernière  est  une  propriété  essentielle  de  la  Terre.  De 
même,  on  ne  peut  attribuer  cette  cause  à  l'action  de  l'eau,  car,  si 
elle  recouvrait  uniformément  la  Terre,  elle  exercerait,  en  raison 
de  son  homogénéité,  une  pression  égale  sur  tous  les  points.  Il  faut 
également  exclure  de  cette  discussion  les  sphères  emboîtées  de  l'air 
et  du  feu  qui  enveloppent  les  précédentes.  »  Il  reste  donc  à  cher- 
cher en  dehors  de  la  nature  terrestre,  et,  à  ce  point  de  vue,  l'au- 
teur examine  successivement  les  divers  éléments  célestes  auxquels 
on  pourrait  attribuer  l'élévation  des  continents  au-dessus  de 
l'Océan.  La  Lune  et  les  planètes  ne  sauraient  entrer  en  ligne  de 
compte,  parce  que  leurs  attractions  se  contrarient  et  devraient,  en 
tout  cas,  produire  l'élévation  de  l'eau  sur  la  terre  ferme.  La  hui- 
tième sphère  n'intervient  pas  davantage.  «Reste  donc,  ainsi  que 
Dante  le  dit  lui- môme,  le  ciel  des  fixes,  car  nous  apercevons  des 
différences  de  lumière  et  de  grandeur  des  étoiles,  soit  considérées 
isolément,  soit  groupées  en  constellations  5  c'est  donc  bien  là  que 
doit  résider  la  cause  cherchée.  »  Et,  justement,  la  seule  zone  qui 
passe  pour  activement  coopérante  est  comprise  entre  l'équateur  et 
le  cercle  polaire  arctique,  trace  évidente  de  l'éternelle  théorie  de  la 
zone  inhabitable. 

Il  faut  reconnaitrc  que,  si  toutes  ces  explications  élargissent  le 
cercle  des  idées  du  poète  italien,  elles  n'atteignent  pas  complète- 
ment le  but  et  laissent  encore  place  à  bien  des  doutes.  Le  sujet,  on 
le  voit,  est  difficile  à  éclaircir. 

Un  passage  de  Robert  de  Lincoln  permet  de  bien  comprendre 
l'influence  qui  dirigeait  les  esprits  à  cette  époque.  On  fixe  habi- 
tuellement la  mort  de  cet  homme  en  laSS;  mais,  d'un  autre 
côté,  Cantor  a  récemment  prouvé  qu'en  1271  un  maître  anglais, 
nommé  Robert,  avait  achevé  un  Livre  sur  la  sphère.  Il  nous  parait 
donc  admissible  que  ce  dernier  Robert  soit  la  même  personne  que  le 
premier  :  c'est  d'ailleurs  aussi  l'opinion  de  Santarem,  qui  le  regarde 
comme  contemporain  de  savants  qui  vivaient  du  xiii"  au  xiv*"  siècle, 
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Brunetto  Latini,  Pierre  de  Vienne,  Cecco  d'Ascoli  et  Dante.  Mais 
il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ce  renseignement  biogra- 
phique plus  ou  moins  controversé.  Robert  prouve  d'abord  que  le 
feu  renferme  le  principe  de  l'air,  puis  il  ajoute  ceci  :  «  De  même, 
la  superficie  comprise  entre  klm  et  la  circonférence  nT\p  engendre 
par  sa  rotation  un  corps  dont  l'eau  occupe  le  volume  et  la  situation. 
En  outre,  le  mouvement  du  demi-cercle  nhp  engendre  une  splière 
située  au  milieu  des  deux  corps  précédents.  La  Teri^e  occupe  le  vo- 
lume et  la  situation  de  cette  sphère.  Mais,  pour  que  les  animaux 
terrestres  fussent  à  même  de  trouver  un  séjour  et  un  support,  l'eau 
a  dû  se  rassembler  dans  la  concavité  de  la  Terre  et  la  surface  des 
continents  a  émergé  en  une  région  déterminée.  Enfin  la  Terre, 
avec  les  eaux  qu'elle  renferme,  ailecle  la  forme  d'une  sphère 
unique.  »  Les  figures  qui  se  rapportent  à  cette  description  man- 
quaient au  texte  de  M.  Gunther,  mais  elles  ne  sont  pas  nécessaires 
pour  reconnaître  que  Robert  admettait  à  l'intérieur  du  globe  ter- 
restre une  assez  grande  proportion  de  la  masse  des  eaux.  Ce  passage 
pourrait  très-bien  s'expliquer  en  admettant,  dans  la  notation  des 
figures,  de  légères  niodiiications  que  motiverait  l'hypothèse  d'erreurs 
commises  par  le  copiste. 

Au  surplus,  Zoeckler  a  récemment  expliqué,  d'une  manière  très- 
remarquable  ,  comment  la  théologique  subtilité  de  l'idée  assez 
confuse  de  Robert  pouvait  se  concilier  avec  l'hypothèse  scientifique 
de  l'excentricité  et  même  la  fortifier.  Parlant  de  l'archevêque  espa- 
gnol Paulus  de  Burgos,  mort  en  i435,  il  dit  ce  qui  suit  :  «Cet 
écrivain  fit  grande  sensation  lorsqu'il  développa,  avec  une  érudition 
mathématique  et  physique,  l'explication  de  la  manière  tout  extra- 
ordinaire dont  Dieu  a  déclaré  [Gen.,  I,  9)  avoir  effectué  la  sépa- 
ration de  la  terre  et  des  eaux  ou  la  création  de  l'Océan.  Dieu  a 
rassemblé  en  un  globe  particulier,  doué  d'un  centre  de  gravité 
distinct,  Jes  eaux  qui  auparavant  recouvraient  la  totalité  de  la 
splière  terrestre.  Les  deux  sphères,  celle  de  la  Terre,  celle  de  l'eau, 
sont  restées  depuis  excentriques  vis-à-vis  l'une  de  l'autre,  de  sorte 
que  leurs  surfaces  se  recoupent  mutuellement  en  plusieurs  points.  » 
Cette  digression  cosmologique  a  trouvé  place  dans  un  Ouvrage  que 
sa  tendance  agressive  dirigeait  contre  les  hypothèses  exégétiques 
du  franciscain  JNicolas  de  Lyra,  savant  littérateur  qui,  à  plusieurs 
égards,   passe  pour  précurseur  de  Luther,   s'il  en  faut  croire  le 
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dicton  latin  :  Si  Lyra  non  lyrasset,  Lutherus  non  snltassel..  Un 
certain  Matthias  Tlioring  ou  Doring  (mieux  sans  doute  Doornik 
ou  Tornik),  frère  franciscain  comme  Lyra,  commença  en  i44o 
cette  campagne  contre  l'arclievèque  espagnol,  dans  un  pamphlet 
intitulé  Coi'iectoriiun  corruptoris  Burgensis.  Dans  cet  écrit,  il 
attaque  en  particulier  la  bizarre  hypothèse  du  globe  lluide,  et  il  la 
combat  par  des  arguments  très-serrés,  observant  par  exemple  que, 
(c  si  l'on  admettait,  avec  l'archevêque  espagnol,  un  pareil  déplace- 
ment du  centre  de  gravité  de  cette  sphère  aqueuse,  les  éléments  de 
l'air  et  du  feu  auraient  dû  nécessairement  aussi  éprouver  un  dépla- 
cement de  leur  centre,  et,  par  conséquent,  l'univers  entier  serait 
tombé  dans  la  confusion.  Il  en  serait  de  même  du  déplacement 
supposé  du  centre  de  gravité  de  l'eau,  dont  la  nature  serait  entiè- 
rement altérée  ou  plutôt  complètement  anéantie,  puisqu'elle  ne 
graviterait  plus  vers  le  centre  de  la  Terre,  et  que,  surtout,  sa  nature 
humide  et  froide  aurait  disparu.  »  Nous  voilà  donc  encore  en  pré- 
sence du  vieux  dogme. 

Ceci  nous  amène  à  le  constater  encore  chez  un  professeur  de 
Padoue  de  la  seconde  moitié  du  xv^  siècle  :  il  s'agit  de  François 
Capuanus  de  Manfredonie.  On  doit  à  ce  savant  un  grand  nombre 
d'éditions,  enrichies  de  Commentaires,  de  l'CJEuvre  fondamentale 
et  erronée  de  Sacro  Bosco.  Au  Chapitre  du  docteur  anglais,  intitulé 
Quelle  est  la  forme  du  monde?  il  ajoute  :  «  Chacun  des  trois  élé- 
ments environne  la  Terre  de  toutes  parts  ^  une  certaine  sécheresse 
de  la  terre  résiste  cependant  à  l'humidité  de  l'eau  pour  sauvegarder 
l'existence  des  animaux.  » 

Un  passage  du  Commentaire  renferme  une  critique  de  la  doctrine 
de  Sacro  Bosco,  qui  attribuait  à  l'élément  de  l'eau  une  forme  régu- 
lièrement sphérique.  Le  centre  de  la  Terre  occupe  le  milieu  du 
rayon  de  la  sphère  du  monde.  Quant  à  la  surface  de  l'eau,  elle  ne 
peut  avoir  la  forme  sphérique,  parce  que  la  Géométrie  nous  ap- 
prend que  deux  sphères  concentriques  ne  peuvent  se  couper,  tandis 
que  l'on  sait  par  l'observation  que  les  éléments  solides  et  fluides 
se  recoupent  mutuellement.  Il  en  résulte,  dit-il,  que  l'eau  ne  peut 
aifecter  la  forme  sphérique. 

Nous  verrons  encore,  dans  la  suite,  que  la  polémique  de  Dante 
sest  exercée  dans  deux  directions,  contre  l'hypothèse  de  l'excen- 
tricité et  contre  le  fantôme  d'un  rendement  constitué  uniquement 
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par  l'Océan.  J.cs  deux  paragraphes  qui  suivent  dans  le  Mémoire  de 
M.  Gûnther  sont  consacrés  à  l'examen  de  ces  deux  théories,  dont 
la  première  parait  devoir  occuper,  au  point  de  vue  scientifique,  une 
place  importante.  Les  noms  de  deux  hommes  célèbres  se  rattachent 
à  cet  ordre  d'idées  :  l'un  d'eux  a  été  un  adversaire,  l'auti^e  un  ar- 
dent défenseur  d'une  doctrine  qui  se  rapprochait  beaucoup  de  la 
première,  sans  être  absolument  identique  avec  elle. 

Le  premier  de  ces  deux  philosoplies  est  le  célèbre  Nicolas 
Copernic,  de  Thorn.  Il  examine,  dans  son  Ouvrage  sur  les  révolu- 
tions des  corps  célestes,  comment  la  Terre,  conjointement  avec  les 
eaux,  ne  forme  qu'un  seul  globe.  Ici  Copernic  dirige  une  vive  at- 
taque contre  les  péripatéticiens,  qui,  par  une  abusive  application 
d'un  fait  d'expérience,  que  l'eau  est  dix  fois  plus  légère  que  la 
terre,  veulent  qu'il  existe  une  beaucoup  plus  forte  proportion  de 
la  première  que  de  la  seconde  et  que,  par  suite,  le  centre  géomé- 
trique de  l'ensemble  occupe  une  position  différente  de  celle  du 
centre  de  gravité.  Cependant  une  simple  notion  de  Géométrie  leur 
aurait  fait  reconnaître  l'inanité  de  cette  illusion,  car,  en  l'admet- 
tant, ils  oubliaient  que  les  sphères  varient  comme  le  cube  de  leurs 
diamètres  et  que,  en  regardant  comme  exact  ce  rapport  entre  la 
matière  plus  lourde  et  la  matière  lluide,  l'hémisphère  ne  pouvait 
avoir  la  grandeur  réellement  trouvée.  En  outre,  il  ne  peut  y  avoir 
aucun  rapport  entre  les  deux  centres,  bien  qu'il  puisse  se  produire 
un  perpétuel  et  impétueux  courant  marin  et  une  irruption  de 
l'Océan  dans  les  continents.  Mais  des  renseignements  géogra- 
phiques bien  établis  ne  confirment  pas  cette  explication  :  «  Il 
est  avéré  qu'entre  la  mer  Egyptienne  et  le  golfe  Arabique  (mer 
Rouge),  il  est  resté  à  peine  quinze  stades  de  largeur,  presque  au 
milieu  de  la  Terre  entière.  »  Cependant  la  surface  continue  de 
l'Océan  est  divisée  de  tous  côtés  par  des  lies,  observation  indiquée 
parles  découvertes  des  Portugais,  plus  spécialement  par  l'existence 
de  l'Amérique,  pays  que  son  étendue  doit  faire  assimiler  à  un  conti- 
nent. Aussi  la  Terre  n'est-elle  ni  un  disque,  ni  un  hémisphère,  ni 
un  cylindre,  comme  le  croyaient  les  anciens  philosophes  grecs, 
mais  bien  une  sphère  réelle  et  complètement  pleine,  en  considé- 
rant ensemble  la  terre  et  les  eaux.  «  Et  de  tout  cela,  certes,  je 
crois  pouvoir  conclure,  à  l'évidence,  que  la  terre  et  l'eau  ne  pos- 
sèdent qu'un  ceutre  de  gravité,  et  ([ue  la  grandeur  de  la  terre  est 
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seule  à  considérer.  Bien  qu'elle  soit  la  plus  lourde,  elle  se  remplit 
d'eau  si  plusieurs  de  ses  parties  viennent  à  s'entr'ouvrir.  C'est 
pourquoi  l'eau  est  assez  rare,  en  comparaison  de  la  terre,  bien  que, 
par  sa  situation  à  la  surface,  elle  semble  plus  abondante.  » 

Le  philosophe  Patritius  a  pris  un  point  de  départ  essentielle- 
ment dilïérent.  Il  considère,  suivant  Harms,  quatre  autres  élé- 
ments :  l'espace,  qui  embrasse  tout-,  la  lumière,  qui  remplit  tout-, 
le  fluor,  qui  produit  toutes  les  choses  variables,  et  la  chaleur,  qui 
accompagne  la  lumière,  façonne  et  anime  tous  les  corps. 

Il  est  étrange  de  le  voir  déclarer  que  les  géographes,  les  astro- 
nomes et  les  philosophes  enseignent  que  l'eau  et  la  terre  forment 
un  seul  et  même  globe.  Patritius  conteste  d'abord  que  l'eau,  aban- 
donnée à  elle-même,  puisse  prendre  la  forme  sphérique.  Il  cherche 
à  en  donner  des  raisons  spécieuses.  Pour  lui,  la  surface  de  l'eau 
est  toujours  plane,  et  il  s'efforce  de  développer  les  arguments  et  les 
expériences  qui  doivent  réfuter  la  théorie  de  la  sphéricité  de  la 
terre  et  des  mers. 

Patritius  s'est  inspiré  des  théories  du  philosophe  Zoroastre,  et, 
lorsqu'il  a  discuté  la  situation  de  la  Terre  dans  l'espace,  il  a  admis 
que  la  terre  se  trouvait  au  centre  de  l'univers  et  que  l'eau  affec- 
tait une  surface  concave.  Il  a  ainsi  été  amené  à  conclure  à  l'exis- 
tence de  trois  centres  au  milieu  de  la  Terre. 

L'examen  des  assertions  de  Patritius  forme  dans  cette  monogra- 
phie le  sujet  d'un  long  paragraphe,  dans  lequel  M.  Gûnther  a  fait 
ressortir  les  origines  de  ces  théories  singulières. 

Nous  avons  acquis  la  conviction  que  la  forme  la  plus  scienti- 
fique de  ce  système  erroné,  contre  lequel  Dante  avait  dirigé  ses 
attaques,  conserva  jusqu'au  milieu  du  xvi*'  siècle  une  certaine  vita- 
lité 5  mais  l'hypothèse,  incomparablement  plus  fantastique,  d'un 
relèvement  de  la  mer  pour  former  un  bourrelet  au-dessus  de  l'an- 
cien niveau,  résista  plus  longtemps  qu'on  ne  saurait  le  croire,  et  ce 
n'est  pas  moins  que  l'auteur  de  la  découverte  de  l'Amérique  qui 
devait  encore  appuyer  de  l'autorité  de  sa  voix  l'existence  de  cette 
iiypothèse. 

Pour  démontrer  que  l'on  atteindrait  assez  rapidement  la  limite 
orientale  de  l'Asie  par  l'occident,  Christophe  Colomb  s'appuyait 
sans  doute  sur  le  jugement  d'anciens  cosmographes  et  sur  l'admi- 
rable pressentiment  deToscanelli^  mais  il  croyait  aussi  aux  vagues 
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témoignages  prophétiques  des  Pères  de  l'Eglise  et  d'autres  écri- 
vains ecclésiastiques.  Les  fictions  moitié  religieuses,  moitié  phy- 
siques, d'une  ile  d'Antiglia,  d'une  montagne  centrale  nommée 
Aryii,  située  à  l'extrême  orient,  mais  que  l'on  pouvait  supposer 
aussi  à  l'occident,  exerçaient  une  grande  influence  sur  le  cercle  de 
ses  idées.  A  propos  de  la  représentation  du  dogme  de  l'Aryn  ou 
coupole  du  monde,  Santarem  considère  comme  témoignages  les 
plus  affirmatifs  l'Ouvrage  astronomique  d'Aboul  Hassan  de  Marok, 
un  passage  d'Aboul  Feda  et  une  lettre  de  Christophe  Colomb  à  la 
reine  Isabelle.  Au  même  ordre  d'idées  se  rattache,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  un  certain  doute  sur  la  simple  sphéricité 
de  la  Terre,  et,  en  effet,  dans  les  OEuvres  de  Pierre  Alphonse 
(dernières  années  du  xii"  siècle)  on  trouve  un  dialogue  entre  Moïse 
et  Pierre  l'Ancien,  dans  lequel,  l'un  d'eux  demandant  à  l'autre  de 
lui  expliquer  l'existence  de  la  ville  d'Aryn,  celui-ci  répond  par 
robjection  suivante:  «Lorsque  tu  me  dis  qu'Aryn  est  située  au 
milieu  de  la  Terre,  tu  seml)les  vouloir  dire  que  la  Terre  a  une  forme 
plane  5  cependant  la  distinction  établie  au  début  entre  l'orient  et 
l'occident  prouvait  la  sphéricité  de  la  Terre.  » 

Si  incrovable  que  cela  doive  paraître,  il  est  certain  que  le  navi- 
gateur avait  encore  à  l'esprit  une  deuxième  idée  erronée.  Il  consi- 
dérait comme  autorité  sérieuse  le  livre  apocryphe  d'Esra,  moins 
par  vénération  jiieuse  que  parce  qu'il  trouvait  dans  ce  livre  un  té- 
moignage en  faveur  de  l'hypothèse  qu'il  défendait  avec  tant  d'ar- 
deur :  le  renflement  de  l'Océan  dont  il  est  question  dans  les  his- 
toires de  la  création.  Voici,  d'ailleurs,  à  quoi  se  réduisent  les  in- 
signifiants commentaires  géographiques  des  écrivains  de  la  Bible, 
entre  autres  d'Esra,  sur  la  doctrine  d'un  bourrelet  local  formé  par 
les  eaux.  Alexandre  de  Humboldt  nous  donne  le  renseignement 
suivant,  fourni  par  l'orientaliste  Rosenmûller,  qui  se  rapporte  à 
la  t4iéorie  adoptée  par  Colomb  et  qu'il  fait  suivre  de  ces  réflexions  : 
«  Les  Hébreux  ne  possédaient  et  leurs  anciens  livres  ne  renferment 
aucune  donnée  numérique  sur  l'étendue  relative  des  continents  et 
des  mers;  les  commentaires  chaldéens  et  les  écrits  tabnudiques  ne 
fournissent  même  aucune  réponse  à  cette  question;  mais  les  Juifs 
ont  adopté  la  division  de  la  surface  terrestre  en  sept  climats,  et  un 
passage  de  la  Genèse  (I,  9)  enseigne  que  les  eaux  ont  été  rassem- 
blées dans  un  lieu  unique,  ce  qui  explicpierait  pourquoi  le  Talmud 
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a  supposé  que  ce  lieu  de  rassemblement  devait  être  une  des  sept 
zones.   » 

Une  récapitulation  des  idées  que  se  représentait  l'amiial  espa- 
gnol nous  permet  de  reconnaître  qu'il  se  considérait  comuie  de- 
vant être  naturellement  conduit  à  deux  découvertes  :  celle  de  nou- 
velles régions  du  globe  terrestre,  et  celle  d'un  renilement  formé 
en  réalité  par  les  eaux,  s'élevant  au  milieu  des  mers.  Mais  celui  qui 
poursuit  avec  ardeur  un  but  déterminé  donne  étourdiment  dans 
les  conjectures  et  finit  par  leur  attribuer  une  existence  réelle,  et, 
pour  peu  que  le  succès  réponde  à  son  attente,  si  la  connaissance 
des  conditions  fondamentales  est  toute  superficielle,  l'imagination 
lui  donne  arbitrairement  force  de  loi.  Christophe  Colomb  ne  fit 
pas  autrement.  Lorscju'en  ellet,  à  son  premier  voyage  (149a),  il 
reconnut  que  la  position  du  compas  ne  pouvait  s'accorder  avec 
celle  du  lieu  où  il  croyait  se  trouver  lui-même,  il  n'hésita  point  à 
admettre  que  ce  n'était  pas  l'aiguille  aimantée,  mais  bien  l'étoile 
polaire  qui  avait  dû  s'écarter  de  sa  route. 

Cette  interprétation,  plus  que  téméraire,  était  sans  doute  plutôt 
adressée  à  l'équipage  qu'à  la  propre  conviction  de  Christophe 
Colomb^  mais  elle  démontre  que  l'on  ne  craignait  nullement  de 
faire  violence  à  la  nature. 

C'est  dans  ce  sens  que  de  Humboldt  a  dit  ceci  :  «  Sur  la  partie 
équatoriale  de  l'Atlantique  se  réunissent,  dans  la  capricieuse  ima- 
gination de  Christophe  Colomb,  des  vues  plus  chimériques  sur  le 
changement  du  climat ,  la  configuration  anomale  de  la  sphère 
terrestre  et  les  mouvements  extraoï'dinaires  des  corps  célestes.  )> 
En  résumé,  cet  homme  fantastique  avait  le  cœur  et  l'esprit  suffi- 
samment prédisposés  à  ériger  en  fait  deux  découvertes  qu'il  at- 
tendait, et  elles  lui  arrivèrent  inopinément. 

Lorsque,  pour  la  première  fois  en  1498,  il  atteignit  l'Amérique 
du  Sud,  à  son  troisième  voyage,  il  observa  avec  attention  d'im- 
menses courants  qui,  en  pleine  mer,  s'opposaient  à  sa  marche  et 
accusaient  une  faible  proportion  de  sel.  Evidemment,  cette  appa- 
rence ne  s'accordait  pas  beaucoup  avec  la  sphéricité  tradition- 
nelle de  la  Terre,  contre  laquelle  on  avait  élevé  déjà  des  doutes 
nombreux.  Sous  l'impression  de  cette  importante  observation,  il 
écrivit  au  souverain  de  son  pays  une  lettre  mémorable,  dans  la- 
quelle on   trouve  entre  autres  passages  le  suivant  :  «  La  côte  de 
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Paria  est  située  plus  près  de  la  voûte  du  ciel  que  l'Espagne.  La 
Terre  est  allongée  comme  une  poire  et  n'a  plus  la  forme  spliérique 
dans  le  voisinage  de  sa  tige.  »  C'est  en  ces  termes  que  Christophe 
Colomb  parle  du  delta  de  l'Orénoque.  Pour  lui,  «  il  existe  dans 
l'océan  Indien,  près  de  l'équatcur  et  à  la  limite  des  contrées  orien- 
tales, une  région  formant  un  bourrelet  qui  se  rapproche  le  plus 
du  ciel  )). 

On  a  exprimé  l'opinion  que  la  mappemondes  d'Andréas  Bianco 
n'est  pas  restée  sans  influence  sur  Christophe  Colomb.  Sautareni, 
qui  en  a  donné  une  description  détaillée ,  dit  en  effet  que  les 
quatre  fleuves  du  paradis  sortent  de  l'extrême  orient,  où  se  trouve 
l'Éden.  Si  l'on  admettait  cette  opinion,  on  devrait  encore  plutôt 
mentionner  le  planisphère  de  Jean  de  Beauveau,  dans  lequel  l'idée, 
qui  plaisait  à  Christophe  Colomb,  de  comparer  la  Terre  à  un  fruit 
apparaît  peut-être  pour  la  première  fois.  Mais  nous  pouvons  douter 
avec  raison  qu'un  homme,  élevé  comme  lui,  non  au  milieu  de  sa- 
vants, mais  au  milieu  de  marins,  ait  trouvé  le  prétexte  de  ses 
voyages  dans  les  riches  manuscrits  des  bibliothèques. 

INous  regarderons  Christophe  Colomb  comme  un  esprit  tout  à 
fait  original,  une  imagination  fréquemment  exaltée,  qui  ne  se  re- 
présentait pas  les  choses  exactement,  et  qui,  dans  les  nombreuses 
circonstances  extraordinaires  sous  lesquelles  elle  fut  contrainte  à 
travailler  et  à  combattre,  a  trouvé  des  excuses  suffisantes  à  ses 
extravagances. 

A  coté  de  ces  intéressants  extraits  du  Mémoire  de  M.  Guntlier, 
il  sera  utile  de  donner  un  résumé  des  réflexions  d'Alexandre  de 
Humboldt  sur  le  mèuie  sujet  [voir  l'Atlas  du  Cosmos)  :  «  D'An- 
ville  a  dit  avec  esprit  que  la  plus  grande  des  erreurs  dans  la  Géo- 
graphie de  Ptolémée  (la  supposition  que  l'Asie  s'étendait  vers  l'est 
au  delà  de  i8o  degrés  de  longitude)  a  conduit  les  hommes  à  la 
plus  grande  découverte  de  terres  nouvelles. 

»  Les  grandes  découvertes  de  l'hémisphère  occidental  ne  furent 
point  le  résultat  d'un  heureux  hasard.  11  a  été  prouvé  que  c'est  en 
Portugal,  à  peu  près  en  147O5  trois  ans  avant  d'avoir  reçu  les 
conseils  de  Paolo  Toscanelli,  de  Florence,  que  Christophe  Colomb 
conçut  l'idée  de  sa  première  entreprise.  Les  espérances  de  ce  grand 
homme  se  fondèrent  alors  sur  ce  qu'il  appela  des  raisons  de  Cosmo- 
grapiiie,  sur  le  peu  de  distance  qu'il  y  a  des  côtes  occidentales 
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(l'Europe  et  d'Afrique  aux  côtes  du  Catliaï  (la  Chine)  et  de  Zipan- 
gou  (le  Japon),  reconnues  pour  la  première  fois  par  le  Vénitien 
Marco  Polo,  sur  des  opinions  d'Aristote  et  de  Sénèque,  comme  sur 
quelques  indices  de  terres  situées  vers  l'ouest,  qu'on  avait  recueillis 
à  Porto  Santo,  à  Madère  et  aux  ilcs  Açores.  Lorsque  Christophe 
Colomb  découvrit  les  Antilles,  lui  et  ses  compagnons  crurent  être 
arrivés  à  l'extrémité  orientale  du  continent  asiatique  :  c'est  pour- 
quoi elles  furent  désignées  comme  faisant  partie  des  Indes  occiden- 
tales. Leur  wom. à' Antilles  est  aussi  une  réminiscence  de  l'ancienne 
légende  d'Antiglia  ou  Antilia. 

»  La  découverte  du  nouveau  continent  et  les  travaux  entrepris 
pour  étendre  la  connaissance  de  sa  géographie  n'ont  pas  seule- 
ment levé  le  voile  qui  depuis  des  siècles  a  couvert  une  vaste  partie 
de  la  surface  du  globe  5  cette  découverte  et  ces  travaux  ont  aussi 
exercé  l'influence  la  plus  marquante  sur  le  perfectionnement  des 
Cartes  et  des  méthodes  géographiques  en  général,  comme  sur  les 
moyens  extraordinaires  propres  à  fixer  la  position  des  lieux.  Eu 
étudiant  les  progrès  de  la  civilisation,  nous  voyons  partout  la  sa- 
gacité de  l'homme  s'accroître  avec  l'étendue  du  champ  qui  s'ouvre 
à  ses  recherches.  » 

Léonard  de  Vinci  occupe  dans  cette  question,  comme  dans  toutes 
les  questions  analogues,  une  place  isolée.  Des  études  paléontolo- 
giques,  qu'il  parait  avoir  suivies  avec  prédilection  dans  les  Apen- 
nins, l'avaient  naturellement  porté  à  réfléchir  à  un  pareil  sujet. 
Picjelant  avec  énergie  les  absurdes  fables  qui  attribuaient  à  quelque 
force  mystérieuse  l'origine  des  coquillages  et  des  fossiles,  il  pro- 
clame les  changements  d'équilibre  de  la  Terre  sous  l'influence  des 
eaux.  Les  huîtres,  les  coquilles  qui  vivent  dans  le  limon  des  mers 
nous  donnent  la  preuve  de  la  variation  que  la  Terre  a  éprouvée 
pour  le  centre  des  éléments.  Une  partie  de  la  Terre  devient  plus 
légère  et  s'élève  toujours,  tandis  que  la  partie  opposée  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  central,  et  ce  qui  était  autrefois  le  fond 
des  mers  est  devenu  aujourd'hui  la  cime  des  montagnes.  Ces  expli- 
cations s'accordent  très-bien,  au  moins  tant  qu'elles  restent  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique,  avec  les  théories  adoptées  aujourd'hui 
en  Géologie  sur  l'érosion,  le  transport  et  la  sédimentation. 

Le  nom  de  Léonard  doit  surtout  compter  parmi  les  savants  qui 
ont  développé  et  vulgarisé  des  théories  exactes  sur  h^s  variations 
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du  rapport  des  éléments  solides  et  fluides  de  la  Terre  autour  d'un 
centre  de  gravité  commun. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  période  de  progrès.  Le 
XVII®  siècle,  auquel  les  Sciences  exactes  doivent  la  constitution 
rationnelle  et  fondamentale  de  leur  domaine,  s'est  exercé  en  gé- 
néral sur  les  questions  importantes,  pour  pouvoir  s'occuper  en- 
suite des  questions  secondaires.  Deux  hommes  profondément  ver- 
sés dans  la  connaissance  de  la  nature  ont  marqué  à  cette  époque 
par  les  intéressantes  conceptions  relatives  à  la  répartition  des  mers 
et  des  continents.  Le  premier  est  le  théologien  Hottinger,  de  Zu- 
rich, mort  en  1667,  qui,  suivant  Zoeckler,  publia  un  Commentaire 
théologique  et  philosophique  de  la  Genèse  se  rapprochant  beau- 
coup de  celui  que  donna  l'Espagnol  Paulus  de  Burgos. 

Le  second  de  ces  philosophes  ne  fut  autre  que  le  grand  jNewton. 
Ainsi  que  nous  croyons  pouvoir  le  démontrer,  Isaa(^  Newton  a  dû 
avoir  une  notion  de  la  théorie  que  Dante  avait  combattue.  Au  lieu 
de  la  discuter  davantage,  il  la  choisit,  avec  le  talent  de  son  génie, 
pour  base  solide  d'un  fait  dont  la  confirmation  expérimentale 
devait  encore  attendre  près  d'un  siècle.  Une  proposition  du  troi- 
sième Livre  des  Principes,  relatif  au  système  du  monde,  établit 
que  les  mouvements  des  planètes  peuvent  continuer  très-longtemps 
dans  l'espace  céleste.  Comme  preuve,  il  dit  que  dans  l'atmosphère 
terrestre,  passablement  pesante  en  comparaison  du  fluide  céleste, 
le  mouvement  d'une  goutte  d'eau  n'éprouve  qu'une  résistance  ex- 
trêmement faible.  Mais  la  densité  de  la  Terre,  et  par  analogie 
aussi  la  densité  des  autres  planètes,  est  notableuient  supérieure 
à  celle  de  l'eau,  de  sorte  que  la  résistance  que  rencontre  le  mouve- 
ment des  planètes  dans  le  fluide  éthéré,  dont  la  densité  est  excessi- 
vement faible,  peut  être  considérée  comme  nulle.  On  voit  que  la 
grande  différence  entre  les  densités  du  globe  terrestre  et  de  l'eau 
indique  le  point  de  départ  de  cette  démonstration.  On  en  jugera 
par  l'extrait  suivant  de  l'Ouvrage  de  Newton  : 

«  Voici  comment  je  crois  pouvoir  établir  que  la  densité  de  la 
Terre  est  supérieure  à  celle  de  l'eau.  Si  ce  fluide  constituait  le 
globe  entier,  toutes  les  substances  plus  légères  viendraient  flotter 
à  sa  surface.  Par  conséquent,  si  l'eau  recouvrait  entièrement  le 
globe  terrestre,  celui-ci,  supposé  plus  léger  que  l'eau,  émergerait 
en  quelque  lieu,  et  toulc  l'eau,  refluant  de  cet  endroit,  se  réunirait 
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sur  la  région  opposée.  Une  comparaison  semblable  devrait  donc 
s'appliquer  à  notre  Terre,  entourée  de  mers  sur  la  plus  grande 
partie.  Si  la  Terre  n'était  pas  plus  pesante  que  l'eau,  elle  sortirait 
des  mers  et  flotterait  suivant  la  proportion  de  sa  densité,  tandis 
que  toute  l'eau  des  mers  s'accumulerait  sur  la  région  opposée.  C'est 
pour  la  même  raison  que  les  taches  du  Soleil  sont  plus  légères  que 
la  matière  lumineuse  de  cet  astre,  sur  laquelle  elles  flottent.  En 
outre,  dans  la  formation  d'une  quelconque  des  planètes  par  les 
eaux,  toutes  les  substances  plus  pesantes  gagnaient  la  partie  cen- 
trale, pendant  que  la  masse  était  fluide.  Aussi  voyons-nous  la 
terre  commune  peser,  à  la  surface,  à  peu  près  deux  fois  plus  que 
l'eau,  et  plus  bas,  dans  les  puits  de  mines,  on  la  trouve  trois, 
quatre  et  même  cinq  fois  plus  pesante;  il  est  donc  à  présumer 
que  la  densité  à  l'intérieur  du  globe  est  cinq  ou  six  fois  plus  grande 
que  si  le  globe  terrestre  était  entièrement  constitué  par  de  l'eau.  » 

Newton  a  sans  doute  pris  pour  base  une  figure  semblable  à  celle 
que  nous  avons  vue  pour  Capuanus  de  Manfredonie.  Sa  théorie 
peut  se  résumer  ainsi  :  si  la  Terre  était  effectivement  plus  légère 
que  l'eau,  toute  l'hypothèse  du  moyen  âge  relative  à  la  situa- 
tion excentrique  des  sphères  de  la  Terre  et  de  l'eau  serait  entiè- 
rement justifiée.  Mais  nous  savons,  au  contraire,  et  de  nombreux 
phénomènes  physiques  et  géographiques  nous  donnent  la  preuve 
qu'il  ne  peut  être  question  d'une  semblable  disposition,  ce  qui 
détruit  l'exactitude  de  l'hypothèse  précédente  sur  la  relation  entre 
les  densités  de  la  Terre  et  de  l'eau.  Mentionnons,  en  passant, 
la  remarquable  intuition  de  NcM^ton  sur  la  nature  des  taches  du 
Soleil,  dont  l'exactitude,  comme  l'observe  le  commentateur 
Wolfers,  a  été  ainsi  confirmée  depuis  l'immense  développement 
de  la  spectroscopie. 

Certaines  réminiscences  des  théories  de  Newton  se  retrouveront 
dans  le  siècle  suivant. 

C'est  en  lyoi  que  l'abbé  de  La  Caille  publia  un  premier  aperçu 
des  résultats  scientifiques  de  son  célèbre  voyage  au  Cap.  Le  pro- 
gramme étendu  de  ce  voyage  comprenait,  entre  autres  questions, 
la  mesure  d'un  degré  du  méridien.  L'opération  fut  faite  à  la  lati- 
tude moyenne  de  33°  1 8'  et  donna  pour  longueur  du  degré 
07037  toises.  Nous  savons  aujourd'hui  que  le  résultat  de 
La   Caille  était  erroné  5  une  preuve  suffisante    en    a  été    donnée 
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par  d'autres  mesures  entreprises  au  sud  de  l'équateur,  celles  de 
Mac  Lear  dans  le  voisinage  de  cette  première  base  française.  Mais 
le  nom  de  La  Caille  était  une  sorte  de  garantie  de  complète  exac- 
titude, et,  au  lieu  de  révoquer  en  doute  un  pareil  résultat,  on  crut 
devoir  en  tenir  compte  et  en  clierclier  l'explication  dans  une  ano- 
malie de  structure  du  globe  terrestre.  Klûgel  a  traité  ce  sujet  au 
point  de  vue  mathématique,  et  a  trouvé  que  la  Terre  ferme  ne  pré- 
sente pas  de  courbure  régulière  et  que  la  partie  sud  n'offre  pas  la 
même  configuration.  Il  s'agit  évidemment  d'une  dissemblance 
entre  les  deux  hémisphères. 

La  question  fut  reprise  par  d'autres  philosophes,  et  nous  pou- 
vons citer  un  Ouvrage  qui  renferme  des  indications  très-précieuses, 
le  Trailé  des  Sciences  exactes  de  L.  Kohi,  géomètre  du  siècle  der- 
nier. Un  Chapitre  de  cet  Ouvrage  se  terijiine  par  les  conclusions 
suivantes  :  «  On  conjecturait  depuis  très-longtemps  qu'il  existait 
vers  le  pôle  sud  une  grande  étendue  de  terre  ferme,  et  l'on  cher- 
chait la  confirmation  expérimentale  et  théorique  d'une  hypothèse 
h  laquelle  plusieurs  savants  ajoutaient  foi  et  donnaient  une  grande 
importance.  Un  corps  abandonné  à  lui-même  ne  peut  rester  en 
repos  tant  que  la  direction  de  la  pesanteur  ne  rencontre  pas  la 
ligne  qui  divise  le  poids  en  deux  parties  égales^  et,  lorsqu'on  sup- 
pose réunis  deux  hémisphères  hétérogènes  de  grandeurs  égales,  la 
sphère  ainsi  constituée  ne  peut  rester  en  repos  que  si  les  axes  de 
ces  deux  hémisphères  se  rencontrent  juste  sur  la  résultante  des 
poids,  et  le  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le  plus  lourd,  près  du 
plan  diamétral.  Si  maintenant  on  considère  notre  planète,  on 
trouve  sur  l'hémisphère  nord  plus  de  contrées  connues  que  sur 
l'hémisphère  sud.  La  proportion  s'élève  au  moins  à  trois  fois  et 
demie  plus  de  terres  du  côté  nord  que  du  côté  sud  de  la  ligne 
équatoriale.  Et  comme  la  tei're,  les  pierres  et  la  plus  grande  partie 
des  autres  substances  solides  dont  le  globe  terrestre  est  constitué 
sont  beaucoup  plus  lourdes  que  l'eau,  il  semble  que  l'équilibre 
que  nous  observons  d'après  son  mouvement  uniforme  autour  de 
l'axe,  d'après  sa  situation  vis-à-vis  du  Soleil  et  son  mouvement 
autour  de  cet  astre,  ne  peut  se  maintenir,  si  nous  ne  suppo- 
sons l'existence  de  grandes  étendues  de  terres  à  l'opposé,  au  pôle 
sud.   » 

Toutefois,  ]u)hl  avoue  plus  loin  (|ue,  si  k's  voyages  de  Cook  n'ont 
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donné  aucune  confirmation  à  celte  hypothèse,  on  pourrait  être 
tenté  de  ne  pas  lui  attribuer  d'importance,  parce  cpi'il  pourrait  se 
faire  que  l'excentricité  du  centre  de  gravité  du  globe,  attribuée  à 
l'eiret  de  l'inégale  répartition  des  mers  et  des  continents,  s'expli- 
quât aussi  par  une  dislocation  interne  de  la  matière  ou  par  toute 
autre  cause  naturelle. 

On  peut  remarquer  dans  l'hypothèse  de  P».ôhl  deux  ordres 
d'idées  distincts  :  d'abord,  la  considération  d'une  irrégularité  dans 
la  constitution  de  l'hémisphère  austral;  ensuite,  la  doctrine  newto- 
nienne  de  l'accumulation  polaire  des  eaux,  rendue  possible  par  une 
légèreté  spécifique  des  continents,  hypothèse  que  pourtant  ne  con- 
lii'ment  ni  le  raisonnement  ni  l'expéiience. 

Il  est  probable  que  l'erreur  de  La  Caille  n'a  pas  été  sans  influence 
sur  les  théories  géologiques  établies  par  Wrede,  car  celles-ci  re- 
connaissent pour  base  principale  la  dissemblance  observée  entre 
les  deux  hémisphères.  Suivant  le  Commentaire  de  Muncke,  «  on 
doit  considérer  comme  ingénieuse  l'hypothèse  de  Wrede,  lorsque 
ce  dernier  soulève  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  admettre  une 
excentricité  variable  du  centre  de  gravité  de  notre  globe.  S'il  en 
était  ainsi,  on  constaterait  facilement  que  la  masse  des  eaux  pour- 
rait alors  occuper  une  hauteur  de  plus  de  12  000  pieds  sur  une  ré- 
gion du  globe  que  sur  un  autre  point,  afin  de  rétablir  l'équilibre 
par  une  excentricité  proportionnelle,  mais  non  exagérée,  du  centre 
de  gravité.  ]Mais,  si  l'on  voulait  admettre  en  outre  une  variation 
de  cette  excentricité  par  un  déplacement  du  centre  de  gravité  d'un 
point  vers  un  autre  opposé,  on  en  déduirait  aisément  l'explication 
de  ce  fait  que  l'on  trouve  dans  les  parties  les  plus  diverses  du 
globe  de  très-hautes  montagnes  au  milieu  desquelles  on  reconnaît 
des  dépressions  occupées  autrefois  par  la  mer.  » 

Il  est  intéressant  de  terminer  les  développements  relatifs  à  l'évo- 
lution historique  de  notre  problème  par  l'examen  des  idées  origi- 
nales d'un  homme  célèbre,  qui  a  fait  époque  dans  une  autre  branche 
des  Sciences  et  mérite  à  ce  titre  de  fixer  l'attention  :  nous  voulons 
parler  du  naturaliste  Lamarck. 

U Hydi'ogéologie  de  Lamarck  renferme  une  suite  de  recherches 
dont  le  sujet  est  parfaitement  indiqué  dans  le  titre  même  de  cet 
Ouvrage  :  Jljdrogéologie,  ou  Rcclterches  sur  V iujl uctice  (ju  ont  les 
eaux  sur  la  surface  du  globe  terrestre ,  sur  les  causes  de  l  exis- 
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tence  du  bassin  des  mers,  de  son  dcplacenicnL  et.  de  son  transporl 
successifs  sur  les  différents  points  de  la  surface  de  ce  globe,  enjin 
sur  les  changements  que  les  corps  'vivants  exercent  sur  la  nature 
et  sur  l'état  de  cette  surface. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  un  examen  assez  détaillé  des  liypo- 
tlièses  que  nous  avons  rencontrées  cliez  Dante,  et  il  aboutit  à  cette 
conclusion  :  «  Tant  que  les  mers  auront  un  bassin  particulier, 
c'est-à-dire  ne  formeront  pas  autour  du  globe  une  enveloppe  gé- 
nérale liquide,  le  centre  de  forme  de  ce  globe  ne  sera  jamais  exac- 
tement le  même  que  son  centre  de  gravité.  » 

Qu'il  en  résulte  une  dilFérence,  cela  se  comprend,  mais Lamarck 
parait  se  tromper  lorsqu'il  la  suppose  plus  considérable  et  plus 
importante  qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  La  base  de  son  système  laisse 
aussi  beaucoup  à  désirer,  ainsi  que  le  démontre  M.  Gûntlier. 
Lamarck  admet,  à  l'intérieur  de  la  Terre,  une  masse  quartzeuse  et 
même  totalement  vitreuse,  et  toutes  les  substances  relativement 
plus  légères  occupent  la  surface  du  globe.  Il  en  résulte,  dit-il,  que 
l'axe  du  monde  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  symétrie, 
et,  bien  qu'il  ne  se  produise  pas  de  variation  apparente  de  la  durée 
de  la  rotation,  cette  cause  doit  néanmoins  exercer  une  influence 
marquée,  susceptible  de  mesure  après  une  série  de  périodes  géolo- 
giques. Observant  que  les  mers  couvrent  près  de  la  totalité  d'un 
hémisphère  comme  masse  continue,  Lamarck  adopte,  pour  répar- 
tition relative  de  la  terre  et  des  eaux,  la  figure  schématique  dont 
il  a  été  fréquemment  question  :  une  sphère  solide  avec  bourrelet 
sphéroïdal,  couvrant  plus  d'un  hémisphère  et  représentant  l'élé- 
ment lluide.  Lamarck  admet  que  les  points  de  plus  grande  hauteur 
moyenne  des  continents  et  de  plus  grande  profondeur  moyenne 
des  mers  se  correspondent  aux  extrémités  d'un  mémo  diamètre. 
JMais  l'ensemble  des  mers  se  trouve  lentement  entraîné  vers  l'ouest 
sous  l'inlluence  attractive  de  la  Lune,  de  sorte  que  le  centre  de 
gravité  du  globe  se  transporte  lentement  v(îrs  l'ouest  dans  le  cours 
des  siècles.  C'est  ainsi  que  l'on  doit  entendre  la  conclusion  à 
laquelle  parvient  Lamarck  :  a  Et  l'on  conçoit  que  le  centre  dé- 
plaçable,  qui  est  nécessairement  opposé  aux  plus  grandes  profon- 
deurs de  l'Océan,  aura  fait  une  révolution  complète  autour  du 
centre  de  la  forme  lorsque  l'Océan  aura  achevé  sa  révolution  au- 
tour du  globe,  révolution  qu'il  parait  avoir  faite  au  moins  une  fois.  » 
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Il  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  sur  le  degré  de  confiance  à 
accorder  à  une  pareille  hypothèse.  Il  est  clair  que,  siLamarck  avait 
été  quelque  peu  mathématicien,  il  aurait  trouvé,  auprès  d'illustres 
géomètres  qui  habitaient  la  même  capitale,  les  éclaircissements 
né{;essaires  pour  savoir  si,  en  admettant  leur  exactitude,  les  rela- 
tions qu'il  supposait  auraient  pu  provoquer  de  profondes  révolu- 
tions. Deux  ans  avant  la  publication  de  V Hy  drogéologie,  avaient 
paru  les  premiers  volumes  de  l'immortel  Ouvrage  de  Laplace,  la 
Mécanique  céleste,  dont  les  Livres  IP  et  \  "  renferment  tous  les 
renseignements  désirables  sur  les  diverses  fluctuations  auxquelles 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  est  et  peut  être  elî'ectivement 
soumis. 

Enfin  Bessel  a  démontré,  dans  la  suite,  le  peu  de  probabilité 
qu'il  se  produise  un  changement  appréciable  dans  la  situation  du 
globe  terrestre. 

Nous  avons  exposé,  d'après  les  philosophes  de  l'Orient,  l'hypo- 
thèse de  l'accumulation  des  eaux  que  doit  provoquer  le  Soleil  au 
pôle  terrestre  tourné  vers  cet  astre  à  l'époque  du  périhélie.  Des 
savants  modernes  ont  également  pris  celte  théorie  pour  base  essen- 
tielle de  leurs  explications  de  certains  phénomènes  géologiques. 
C'est  pourquoi  Peschel  Ruge,  après  avoir  décrit  l'hypothèse  du 
bourrelet  imaginé  par  Demitschki,  ajoute  les  réfiexions  suivantes  : 
«  C'est  là  le  plus  ancien  germe  de  l'hypothèse  connue  d'Adhéraar, 
que  du  reste  de  Bergh  et  son  ami  et  coQipagnon  Léopold  de  Buch 
avaient  adoptée  antérieurement  à  Adhémar.  »  On  retrouvera  une 
grande  partie  de  ces  doctrines  discutées  dans  les  Ouvrages  dePilar, 
et  notamment  dans  celui  qu'il  a  publié  il  v  a  trois  ans,  sous  le 
titre  de  Contribution  à  la  question  des  causes  des  périodes  gla- 
ciaires. 

La  fondation  d'une  théorie  scientifique  des  glaciers  par  Venetz, 
Rendu  et  Desor,  la  preuve  de  l'apparition  d'immenses  glaciers  cou- 
vrant la  plus  grande  partie  de  l'Europe  durant  les  périodes  géolo- 
giques, ont  eu  pour  résultat  de  fixer  de  nouveau  l'attention  sur  ces 
époques  glaciaires.  Tandis  que  de  nombreux  savants  cherchaient  à 
les  expliquer  par  l'influence  de  courants  et  même  de  calmes  atmo- 
sphériques, un  mathématicien  français,  qui  jusqu'alors  s'était  fait 
connaître  surtout  par  des  travaux  de  Géométrie  descriptive,  conçut 
le   projet    audacieux    d'attribuer    el    de    présenter    sous    diverses 
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formes,  comme  base  d'un  essai  d'explication  de  l'origine  cosmique 
de  ces  époques  glaciaires,  des  réflexions  sur  l'inégale  répartition 
des  eaux.  Tel  est  le  but  des  théories  d'Adliémar  sur  les  révolutions 
de  la  mer  et  les  déluges  périodiques  (i  843).  Attaquées  et  combattues 
à  plusieurs  reprises,  elles  ont  trouvé  aussi  d'enthousiastes  partisans, 
dont  quelques-uns,  entre  autres  Julien  et  Le  Hon,  n'hésitèrent  pas 
à  reprendre,  dans  des  écrits  spéciaux,  les  idées  de  leur  devancier. 
L'Ouvrage  de  Julien  est  intitulé  :  Couvants  et  révolutions  de  l'at- 
mosphère et  de  la  mer,  comprenant  une  théorie  nouvelle  sur  les  dé- 
luges périodiques  (1860).  L'Ouvrage  de  Le  Hon  est  relatif  à  la 
périodicité  des  déluges  (1868). 

Comme  Pilar  croit  pouvoir  l'affirmer,  l'ordre  d'idées  d'Adhémar 
reposait  principalement  sur  le  célèbre  Ouvrage  récemment  édité 
par  Alexandre  de  Humboldt  et  relatif  aux  isothermes.  La  Caille  avait 
introduit  dans  la  Science  la  notion  d'une  différence  entre  les  deux 
hémisphères,  au  point  de  vue  de  la  quantité  de  chaleur^  de  Hum- 
boldt a  confirmé  cette  théorie  et  conclu  à  une  plus  grande  durée 
de  l'hiver  sur  l'hémisphère  sud.  Adhémar  a  basé  sa  théorie  sur  cette 
différence  de  saisons.  11  a  trouvé  par  un  calcul  direct  que,  sur  l'hé- 
misphère austral,  la  nuit  comprend,  en  moyenne,  cent  soixante- 
dix  heures  de  plus  que  le  jour,  à  l'inverse  de  ce  qui  se  passe,  natu- 
rellement, sur  l'hémisphère  boréal.  A  cette  influence  correspond 
une  déperdition  de  chaleur  de  l'hémisphère  austral,  par  l'effet  du 
rayonnement  continuel  qui  se  produit  vers  l'espace  céleste  pendant 
la  nuit.  11  doit  en  résulter,  à  la  longue,  une  diminution  de  la  quan- 
tité de  glace  au  pôle  nord  et  une  augmentation  au  pôle  sud,  de 
sorte  que  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  se  trouve  dévié  vers  le 
pôle  sud.  Ce  déplacement  doit  entraîner  aussi  une  variation  de 
niveau  de  la  mer,  suivie  d'une  formation  de  glaciers.  Le  cours  de 
cette  variation  est  intimement  lié  à  celui  de  la  variation  séculaire 
de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  passe  conséquemment,  à 
intervalles  de  temps  égaux,  par  un  maximum  et  par  un  minimum. 
11  y  a  environ  dix  mille  ans,  notre  hémisphère  occupait  la  place 
où  nous  voyons  actuellement  l'hémisphère  sud;  il  y  a  treize  siècles, 
ce  dernier  se  trouvait  dans  sa  plus  grande  phase  glaciaire,  et, 
après  une  période  de  neuf  mille  neuf  cents  ans,  notre  hémisphère 
y  reviendra  à  son  tour. 

Les  hypothèses  de  Lamartk  et  d'Adhémar  présentent  des  analu- 
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gies  manifestes.  Adliéniar  peut  avoir  eu  connaissance  des  spécula- 
tions de  son  prédécesseur,  et  il  parait  avoir  considéré,  à  un  point 
de  vue  cosmique  général,  la  prétendue  tendance  attribuée  à  l'eau. 
Chez  le  mathématicien  comme  chez  le  naturaliste,  le  centre  de 
gravité  décrit  une  orbite  à  peu  près  circulaire  autour  d'un  centre 
géométrique,  dont  le  déplacement  exige  naturellement  des  mil- 
lions d'années.  Mais,  si  l'on  a  recours  à  de  telles  prémisses  en  de- 
hors de  la  Physique  cosmique,  et  qu'on  attribue  aux  constellations 
une  iniluence  mécanique  sur  l'état  de  la  surface  de  la  Terre,  alors 
on  doit  parvenir  à  cette  conclusion  que  l'exclusive  considération 
d'une  ligne  d'apsides  variable  dénote  chez  Adhémar  une  certaine 
étroitesse  d'idées,  car  il  y  aurait  tout  autant  de  raison  à  essayer 
une  foule  d'autres  rappoi'ts  d'une  nature  astronomique.  James  Croll 
a  eu  le  mérite  de  concevoir  et  de  soutenir  dans  ce  sens  une  géné- 
ralisation des  principes  d'Adhémar. 

Le  Verrier  a  exposé,  en  i843,  dans  la  Comiaissance  des  Temps, 
les  résultats  numériques  d'une  recherche  qui  se  lie  à  un  travail 
antérieur,  diï  à  John  Herschel,  sur  la  variation  de  l'excentricité  de 
l'orbite  terrestre.  Croll  reproduit  ces  nombres  et  les  commente 
en  ces  termes  :  «  Suivant  les  calculs  de  Le  Verrier,  la  limite  supé- 
rieure de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  serait  de  0,07770,  et  la 
limite  inférieure  o,oo33i4-  L'excentricité  est  actuellement  en 
décroissance,  et  elle  continuera  à  décroître  durant  vingt-trois  mille 
neuf  cent  quatre-vingts  ans,  à  partir  de  1800.  »  Cette  variation 
séculaire  produira  sur  les  climats  deux  inlluences  distinctes  :  elle 
diminuera  la  dui'ée  des  saisons  d'été,  et  fera  décroître  de  plus  en 
plus  la  différence  entre  les  températures  moyennes  des  saisons 
d'hiver  et  d'été.  Lorsque  l'orbite  sera  très-près  d'être  circulaire, 
le  cours  normal  des  saisons  ne  sera  pas  essentiellement  troublé; 
mais  les  contrastes  deviendront  plus  sensibles  lorsqu'un  hémi- 
sphère atteindra  le  périhélie  en  été  et  l'aphélie  en  hiver. 

L'hypothèse  de  Croll  n'a  pas  été  seulement  accueillie  dans  son 
propre  pays;  elle  a  eu  aussi  un  grand  retentissement,  et  plusieurs 
savants  distingués  lui  donnèrent  leur  approbation.  Lyell  fut  de  ce 
nombre.  D'ailleurs,  de  son  côté,  Croll  ne  négligea  rien  pour  ap- 
puyer sa  théorie  de  nouvelles  confirmations. 

Le  sujet  n'a  pas  manqué  de  fixer  aussi  l'attention  des  géomètres. 
Dans  un  des  plus   curieux   Chapitres  de  la   Méccuiique    céleste, 
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Laplace  a  démontré  que  l'écliptique  n'est  pas  fixe  dans  l'espace, 
mais  qu'elle  oscille  de  part  et  d'autre  d'un  plan  invariable.  Voici 
l'interprétation  que  Croll  a  attribuée  à  ce  phénomène.  Prenant 
pour  point  de  départ  l'obliquité  en  l'année  1801,  il  cberclie  l'in- 
fluence que  sa  variation  séculaire  doit  exercer  sur  le  climat  des 
régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  l'Océan.  D'après  les  calculs  de 
Meech  sur  l'intensité  relative  de  la  lumière  et  de  la  chaleur  du 
Soleil  à  différentes  latitudes  du  globe  terrestre,  les  deux  pôles  re- 
cevraient à  peu  près  autant  de  chaleur  qu'en  reçoivent  les  paral- 
lèles de  y6  degrés  au  moment  où  l'obliquité  de  l'écliptique  atteint 
son  maximum.  Croll  n'admet  pas  qu'il  s'ensuivrait  un  change- 
ment dans  la  température  moyenne  des  pôles,  parce  que  le  cours 
du  Soleil  éprouverait  lui-même  des  variations,  en  même  temps  que 
l'écliptique;  mais  il  suppose  que  la  chaleur  estivale  augmenterait 
dans  une  très-grande  proportion.  «  Ainsi,  dit-il,  nous  pourrons 
conclure  que,  lorsque  l'obliquité  de  l'écliptique  sera  maximum 
et  que  le  pôle  recevra  un  dix-huitième  de  plus  de  chaleur  qu'à  pré- 
sent, la  température  des  pôles  pourra  être  de  i4  à  i5  degrés  Fah- 
renheit [y  à  8  degrés  centigrades)  supérieure  à  celle  d'aujourd'hui, 
en  admettant,  d'ailleurs,  que  ce  supplément  de  calorique  soit  em- 
ployé entièrement  à  élever  la  température.  » 

Croll  a  exposé  ses  théories  dans  plusieurs  Mémoires,  dont  les 
plus  essentiels  portent  les  titres  suivants  : 

SuJ'  la  cause  phjsique  du  changement  des  climats  durant  les 
époques  géologiques  ; 

Sur  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  ses  relations  phy- 
siques avec  la  période  glaciaire  ; 

Sur  la  variation  de  l'obliquité  de  V écliptique  et  son  influence 
sur  le  climat  des  ré gioTis  polaires  et  sur  le  niveau  de  la  mer  ; 

Sur  la  cause  physique  de  la  submersion  et  de  l'émersioJi  des 
continents  durant  la  période  glaciaire  ; 

Sur  les  temps  géologiques  et  la  date  probable  des  périodes 
glaciaire  et  antémiocène. 

C'est  du  premier  de  ces  Ouvrages  que  nous  avons  extrait  le  Com- 
mentaire de  Croll  à  l'appui  des  calculs  de  Le  Verrier. 

Le  deuxième  INIémoire  est  basé  sur  un  Tableau,  dressé  par  Slone, 
indiquant  les  variations  de  l'excenlricilé  et  de  la  longitude  du  pé- 
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lihclie  de  la  Terre  à  intervalles  de  dix  mille  ans  (époque,  1800), 
Le  suivant  est  relatif  à  la  discussion  du  même  sujet  de  recherches 
(jue  le  travail  de  Meecli  dont  il  vient  d'être  question.  Un  passagt; 
de  ce  Mémoire  de  Croli  a  été  cité  précisément  à  l'appui  de  cette 
discussion. 

Quant  aux  deux  autres  Mémoires  de  Croll,  il  en  sera  parlé 
dans  un  instant. 

Pilar  s'appuie  sur  ce  fait  que  les  continents  se  terminent  en 
pointe  sur  l'hémisphère  sud,  phénomène  que  déjà  Bacon  de  Veru- 
lam  et  Forster  ne  regardaient  pas  comme  accidentel.  11  en  chercha 
la  cause  possible  et  étudia  soigneusement  le  caractère  géogra- 
phique de  cet  hémisphère,  ainsi  que  les  réflexions  d'Adhémar  sur 
la  répartition  de  la  terre  et  des  eaux.  Cette  hypothèse  explique  et 
confirme  l'accumulation  de  puissants  glaciers,  principalement  sur 
l'hémisphère  sud.  Si  l'on  compare  celui-ci  avec  la  zone  glaciale 
arctique,  ou  le  Groenland,  les  terres  polaires  antarctiques  de- 
vraient toujours  être  couvertes  d'un  manteau  de  glace  incompara- 
blement plus  épais.  Tandis  que  Croll  évalue  à  10000  pieds  an- 
glais (3  kilomètres)  l'élévation  verticale  du  prétendu  glacier  cjui 
s'étend  régulièrement  au  nord  du  Groenland,  il  croit  que  la  couche 
uniforme  du  pôle  sud  doit  atteindre  12  milles  anglais  (près  de 
20  kilomètres).  Cependant  ne  doit-il  pas  arriver,  et  Pilar  lui- 
même  fait  cette  objection,  c[ue  plusieurs  influences  secondaires, 
(pii  résultent  nécessairement  de  la  disposition  des  éléments  solides 
et  des  éléments  fluides,  ou  en  particulier  de  la  situation  des  con- 
tinents, peuvent  contrarier  le  cours  de  ces  actions  primicosmiquesp 
Mais  il  croit  pouvoir  démontrer  le  contraire  en  ce  qui  concerne  la 
région  des  calmes.  Cette  région  sépare  les  deux  domaines  de  la  cir- 
culation atmosphérique,  et  ces  derniers  sont  dissemblables,  car  la 
superficie  de  celui  du  sud  dépasse  d'un  septième  au  moins  celle  du 
nord,  et  tout  cela  s'accorde  avec  l'idée  que  nous  nous  faisons  de 
l'énergie  des  moussons  et  des  alizés  sur  l'hémisphère  sud,  en  raison 
de  la  plus  grande  diflérence  de  température.  Celte  différence,  ainsi 
que  la  plus  forte  condensation  qu'elle  provoque  dans  les  vapeurs 
venues  du  nord,  pourrait  bien  aussi  témoigner  en  faveur  de  l'hy- 
pothèse de  masses  de  glace  extraordinairement  puissantes.  Mais  il 
est  probable  qu'une  grande  partie  de  cet  excès  de  chaleur  doit  se 
perdre  sous  rinlluence  du  rayonnement  prépondérant. 
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Quant  à  la  mesure  approximative  de  l'épaisseur  de  la  couclie  de 
glace,  l'auteur  évalue  à  55  myriamètres  cubes,  quantité  relative- 
ment faible,  la  contribution  annuelle  de  neige  ajoutée  à  la  masse 
déjà  existante,  et  il  en  déduit  les  dimensions  de  la  calotte  splié- 
ricjue. 

On  entrevoit  facilement  les  conséquences  que  doit  entraîner  cette 
liypotlièse.  Le  concours  de  ces  actions  cosmiques  les  plus  diverses 
a  déterminé  sur  le  pôle  sud  l'accumulation  de  glaciers  dont  nous 
venons  d'indiquer  l'étendue  et  la  disposition.  L'attraction  directe 
de  la  Lune  sur  ce  corps  déplace  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  et 
entraine  en  même  temps  la  masse  des  eaux.  Pilar  mentionne  le 
changement  d'aspect  qui  s'opère  à  la  surface  de  la  planète  Mars 
et  conclut  ses  intéressantes  reclierclies  en  établissant,  entre  les 
théories  d'Adhémar  et  de  Croll,  une  concordance  au  moyen  de  la- 
quelle il  espère  constituer  une  base  solide  pour  la  démonstration 
des  périodes  glaciaires  historiques  et  préhistoriques. 

H.-J.  Klein  a  jugé  le  caractère  mathématique  de  la  base  adoptée 
par  Le  Verrier,  Stone  et  Stockwell  dans  l'exposé  de  leurs  hypo- 
thèses. «  Tous  ces  résultats  »,  dit-il,  «  sont  une  pure  illusion,  parce 
qu'ils  reposent  uniquement  sur  le  calcul  et  que  les  grandeurs  éva- 
luées par  l'observation  (masse  des  planètes,  etc.)  ne  possèdent 
pas  le  degré  d'exactitude  suffisant,  alors  qu'il  est  tout  à  fait  néces- 
saire dès  que  l'on  doit  faire  intervenir  des  périodes  d'une  longueur 
si  insolite.  Mais  il  y  a  mieux  encore.  Dans  les  recherches  dont 
il  s'agit,  l'espace  universel  est  considéré  comme  absolument  vide. 
Cette  hypothèse  restrictive  n'est  pas  exacte  5  la  seule  chose  pos- 
sible est  c|ue  l'espace  céleste  soit  rempli  par  un  fluide  d'une  ex- 
trême ténuité.  Si  alors  il  est  permis  de  négliger  les  effets  qui 
peuvent  en  résulter  dans  le  cours  de  quelques  milliers  d'années,  il 
est  complètement  inadmissible  de  le  faire  dès  que  l'on  a  à  consi- 
dérer des  périodes  où  les  années  se  chifirent  par  plusieurs  mil- 
lions. » 

Le  paragraphe  suivant  est  relatif  à  une  discussion  approfondie 
des  résultats  numériques  de  la  théorie  de  Pilar.  On  suppose  l'exis- 
tence de  deux  paraboloïdes,  ayant  même  axe  que  la  Terre,  et  for- 
mant aux  deux  pôles  les  immenses  glaciers  dont  les  niasses  pro- 
duisent une  résultante  dont  le  centre  de  gravité  est  nécessairement 
à  une  certaine  distance  du  centre  de  la  sphère  terrestre.  Mais  il  ne 
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semble  pas  que  celte  reclierclie  doive  conduire  à  des  résultats  con- 
cluants. 

Lorsque  Pescliel  assure  que  l'ancienne  hypothèse  de  l'attraction 
des  Arabes  Kazouini  et  Demitschki  renferme  le  principe  de  la  doc- 
trine d'Adhémar,  il  nous  semble  f[ue  la  did'érencc  de  la  disposition 
d'ensemble  doit  être  peu  à  considérer  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

Le  travail  dont  nous  étudions  ici  la  substance  se  termine  par  un 
expose  des  idées  émises,  il  y  a  quelques  années,  par  Schmick.  Le 
premier  Mémoire  de  ce  géomètre  date  de  l'année  1869.  Il  est  inti- 
tulé :  Le  changement  des  mers  et  les  époques  glaciaires  des  hémi- 
sphères terrestres.  Schmick  s'appuie  sur  l'excentricité  de  l'orbite 
terrestre,  qui  parait  également  jouer  le  rôle  le  plus  important  dans 
les  théories  d'Adhémar  et  de  Croll.  L'auteur  s'eilbice  de  prouver 
que  le  pôle  austral  est  actuellement  le  plus  favorisé  et  que  la  période 
entre  deux  positions  semblables,  dans  le  cours  de  l'ondulation  d'un 
point  déterminé  de  chaque  hémisphère,  comprend  un  intervalle 
de  dix  mille  ans. 

On  doit  encore  à  Schmick  d'autres  Mémoires  qui  ont  été  publiés 
à  partir  de  i8yi,  et  qui  portent  pour  titres  ; 

Faits  et  observations  relatifs  à  la  confirmation  de  la  nouvelle 
théorie  d'un  changement  des  mers,  par  suite  de  l' attraction  du 
Soleil  et  d'une  succession  de  périodes  glaciaires  égales  pour  les 
deux  hémisphères  terrestres  ; 

La  nouvelle  théorie  des  oscillations  séculaires  périodiques  du 
niveau  de  la  mer,  etc.  ; 

Le  phénomène  des  marées  et  sa  connexion  avec  les  oscillations 
séculaires  du  juveau  de  la  mer  ; 

La  dépression  de  la  mer  Caspienne  et  du  lac  d' Aral ,  et  sa 
constatation  comme  preuve  à  V appui  d'oscillations  séculaires  du 
niveau  de  la  mer  ; 

Et  enfin  diverses  INotices  en  réponse  aux  travaux  de  MM.  Pfaff 
et  W.  Veltmann,  à  la  suite  de  la  discussion  engagée  entre  ces 
savants. 

Fr.  Pfaff  doit  être  cité  comme  premier  antagoniste  de  la  doc- 
trine de  Schmick.  Il  se  base,  en  particulier,  sur  ce  que  les  soulè- 
vements des  continents,  que  tous  les  géologues  modernes  s'ac- 
cordent à  regarder  comme  distincts  et  que  Schmick  est  disposé  à 
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considérer  comme  chimériques,  peuvent  même  servir  de  réfutation 
de  la  théorie  des  compensations.  Cette  réfutation  repose  essentiel- 
lement sur  un  fait  que  Pfad"  présente  sous  la  forme  suivante  : 
«  Nous  savons,  et  la  nécessité  physique  de  ce  fait  a  été  reconnue 
depuis  longtemps,  que  les  phases  de  marées  se  produisent  simulta- 
nément aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  » 

Moldenhauer  a  formulé  aussi  des  objections  que  nous  n'exami- 
nerons pas,  parce  qu'elles  appartiennent  essentiellement  à  l'his- 
toire naturelle.  Nous  reviendrons  alors  à  la  controverse  élevée  en 
ces  derniers  temps  entre  Pilar  et  Schmick,  dont  les  traits  fonda- 
ijientaux  se  trouvent  déjà  par  anticipation  dans  un  écrit  de  Scliie- 
ling,  intitulé  :  Les  courants  perpétuels  et  constants  de  l'atmo- 
sphère et  de  l'Océan  (iSjj). 

Pilar  se  propose,  avant  tout,  de  réfuter  l'hypothèse  de  Schmick, 
suivant  laquelle  les  masses  d'eau  accumulées  au  pôle  sud,  opposé 
au  pôle  nord,  peuvent  affecter  le  centre  de  gravité  du  globe  d'une 
variation,  non  pas  simplement  momentanée  et  faible,  mais  chro- 
nique, durable  et  sérieuse.  Pilar,  aussi  bien  que  Schmick  dans  sa 
réponse,  semble  ne  pas  regarder  comme  facteur  digne  d'intervenir 
le  mouvement  quotidien  de  l'axe  de  la  Terre.  Tandis  que  la  seule 
forme  d'équilibre  stable  d'une  masse  liquide  en  repos  ne  peut  être 
qu'une  sphère,  il  existe,  pour  un  corps  animé  d'un  mouvement  de 
rotation,  plusieurs  autres  formes  d'équilibre,  dont  on  trouverait 
l'énunaération  dans  un  travail  dû  à  Matthiessen. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  théorique,  le  géomètre  Velt- 
mann  a  contesté  l'exactitude  de  la  théorie  de  Schmick.  Il  recon- 
naît que  Peschel  a  opéré  ses  calculs  en  mathématicien  amateur,  et 
il  indique  avec  beaucoup  de  sens  le  point  saillant  de  toute  la  con- 
troverse. Il  s'agit  en  eilet  de  savoir  si,  par  suite  du  changement  de 
place  des  eaux,  la  surface  des  mers  est  et  peut  être  une  surface  de 
niveau  dans  l'acception  ordinaire  de  la  Mécanique  analytique. 

Quelques  données  relatives  à  la  controverse  entre  Schmick, 
Veltmann,  Brenner  et  Niessl  terminent  ce  troisième  Mémoire, 
qui  aurait  mérité,  comme  on  le  voit,  un  examen  plus  détaillé.  Il 
résume  assez  complètement,  du  reste,  l'état  actuel  de  nos  connais- 
sances sur  ce  sujet  de  discussion.  Laissant  de  côté  les  hypothèses 
imparfaites  des  anciens  et  les  systèmes  erronés  du  moyen  âge, 
nous  avons  vu  que  la  doctrine  dominante  était,  à  peu  d'exceptions. 
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celle  d'une  situation  excentrique  de  la  terre  et  des  eaux.  Tour  à 
tour  rejetée  par  Copernic  et  par  Dante,  soutenue  en  partie  par 
Franz,  Patritius,  elle  devint  chez  Newton  le  germe  d'une  idée 
grandiose  et  nouvelle.  Mais  bientôt  elle  disparut  pour  faire  place, 
dans  la  seconde  moitié  du  dernier  siècle,  à  une  idée  essentiellement 
différente,  qui,  n'invoquant  plus  un  rapport  statique,  fit  intervenir 
le  cours  ininterrompvi  des  variations  cosmiques  et  se  montra 
sous  la  forme  successivement  perfectionnée  des  hypothèses  de 
Wrede,   de  Lamarck,  d'Adhémar,  de  Croll  et  de  Schmick. 

Il  nous  paraît  impossible  qu'une  de  ces  théories  suffise  à  tout 
éclaircir  et  renferme  la  clef  de  tous  les  phénomènes  naturels.  Sui- 
vant une  judicieuse  réflexion  de  Goethe,  l'accord  universel  des  sa- 
vants est  impossible  à  obtenir  et  n'est  même  pas  souhaitable,  car 
une  multitude  desentiers  conduisent  au  but  dans  la  nature.  Mais, 
à  côté  d'autres  hypothèses,  il  en  est  une  qui  trouvera  toujours  une 
place  marquée.  C'est  la  doctrine  dont  nous  venons  d'esquisser 
l'évolution  historique  :  le  déplacement  séculaire  du  centre  de  gra- 
vité de  la  Terre  sous  l'influence  de  l'inégale  répartition  de  la 
niasse  des  eaux.  H.  B. 


GÙNTHER  (S.).  —  Grundlehren  der  mathematisciien  Géographie  und  ele- 

MENTAREN  ASTROXOMIE  ZUM  GeBRAUCHE  IN  HOIIEREN  MlTTELSCUULKLASSEN  UND 

BEI  AKADEMiscHEN  VoRTRAGEN.  —  I  vol.  in-8°  de  127  p.  Munclieii,  1878. 

Le  nouveau  Volume  de  M.  S.  Gûnther,  dont  je  viens  de  transcrire 
le  titre,  a  été  composé  au  point  de  vue  exclusivement  classique  et 
destiné  à  être  mis  dans  les  mains  des  élèves  les  plus  avancés  des 
Écoles  moyennes,  si  nombreuses  en  Allemagne.  Sans  doute  des 
livret  analogues  existaient  déjà  ;  mais,  dans  ces  dernières  années, 
les  méthodes  d'enseignement  ont  été  si  profondément  modifiées,  que 
les  meilleurs  de  ces  Traités  ne  répondaient  plus  qu'imparfaitement 
aux  programmes  des  Cours  et  des  examens  qui  en  sont  la  sanction; 
telles  sont,  dit  le  savant  professeur  du  Gymnase  d'Ansbach,  les 
raisons  qui  l'ont  décidé  à  exposer  de  nouveau  les  principes  de  la 
Géographie  et  de  l'Astronomie  mathématique. 

L'étude  de  la  forme  et  des  mouvements  de  la  Terre  est,  en  effet, 

Bull,  des  Sciences  mathérn.,  1"  Série,  t.  III.  (Mai-s  1879.)  «S 
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le  but  principal  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons  ici,  et  plus  de  la 
moitié  du  Volume  lui  est  consacrée. 

L'Ouvrage  de  M.  Gûntlier  est  divisé  en  douze  Chapitres. 

Le  premier  traite  du  mouvement  diurne  apparent  des  étoiles, 
tel  cju'il  se  montre  à  un  observateur  situé  sur  la  Terre,  et  de  la  véri- 
lication  des  lois  de  ce  mouvement  à  l'aide  du  gnomon,  de  l'armille 
des  astronomes  alexandrins,  de  la  dioptre  de  Héron,  dont  le  prin- 
cipe est  le  même  que  celui  de  notre  théodolite,  du  cercle  mural,  du 
sextant  ;  une  courte  description  fait  connaître  chacun  de  ces 
instiuments  et  sulFit  à  montrer  l'usage  que  les  astronomes  en  peu- 
vent faire. 

Le  deuxième  Chapitre  a  pour  but  la  description  du  mouvement 
apparent  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes,  qui  se  distinguent 
des  étoiles  par  leur  mouvement  propre  rapide.  M.  Giinther  définit 
l'cquinoxe,  les  solstices,  et  montre  comment  leur  position  peut  être 
déterminée;  il  traite  enfin  brièvement  de  l'orbite  de  notre  satel- 
lite, dont  le  mouvement  dans  le  ciel  est  si  rapide. 

Ces  divers  mouvements  apparents  étant  déterminés,  le  savant 
professeur  d'Ansbach  consacre  le  Chapitre  III  à  la  définition  des 
trois  principaux  systèmes  de  coordonnées  célestes  ;  il  indique  les 
relations  géométriques  et  trigonométriques  c[u'ils  ont  entre  eux,  et 
en  déduit  la  solution  mathématique  des  divers  problèmes  relatifs  à 
la  durée  du  jour  et  de  la  nuit.  Pour  traiter  complètement  ces  cjues- 
tions,il  suflit  d'avoir  recours  aux  formules  fondamentales  de  la  Tri- 
gonométrie sphéricjue. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  la  forme  de  la  Terre. 
M.  Gûntlier  déduit  de  l'élévation  croissante  de  la  polaire,  lorsqu'on 
marche  vers  le  nord,  la  preuve  que  la  Terre  est  une  surface  con- 
vexe dans  la  direction  du  méridien-,  le  fait  cju'une  même  étoile  se 
lève  d'autant  plus  tôt  cjue  l'observateur  est  plus  situé  vers  l'est  lui 
sert  à  prouver  que  la  même  convexité  existe  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  méridien,  et,  comme  elle  est  la  même  que  dans 
le  sens  nord- sud,  il  en  conclut  que  la  Terre  est  sphérique.  La 
sphéricité  et  l'isolement  de  la  Terre  dans  l'espace  étant  ainsi  dé- 
montrés, la  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  quelques  notions  sur  les 
dimensions  de  notre  sphéroïde  et  à  l'analyse  succincte  des  travaux 
des  anciens  astronomes  sur  ce  sujet. 

Lecin(|uième  Chapitre  a  pour  but  l'exposition  des  méthodes  f[ui 
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sont  employées  pour  la  cléterminalion  de  la  position  géograpliique 
d'un  point.  Pour  les  latitudes,  M.  Gûntlier  donne  la  méthode  des 
culminalions  de  la  polaire,  la  méthode  de  la  culmination  d'une 
étoile  de  déclinaison  connue,  la  méthode  de  la  hauteur  dans  L;  pre- 
mier vertical,  la  méthode  de  Bohm,  la  méthode  de  Douwes,  et 
enfin  la  méthode  de  Rumker.  La  question  des  latitudes  est  donc 
traitée  d'une  manière  très-complète.  La  détermination  des  lon- 
gitudes est  exposée  avec  un  soin  au  moins  égal;  après  avoir  fait 
connaître  les  principales  méthodes  propres  à  donner  l'heure  locale, 
l'auteur  indique  les  procédés  propres  à  donner  la  longitude  en  mer, 
soit  par  l'ohservation  des  éclipses  des  satellites  de  Jupitf'r,  soit 
par  l'ohservation  des  distances  lunaires  et  les  formules  de  Werner 
et  Dunthorne. 

Ce  paragraphe  se  termine  enfin  par  l'exposé  des  procédés  de  la 
mesure  des  altitudes  par  les  méthodes  trigonométriques,  parle 
baromètre  ou  par  la  détermination  delà  température  de  l'ébullition 
de  l'eau. 

Le  Chapitre  V  renferme  donc  l'exposé  élémentaire  de  l'ensemble 
des  connaissances  astronomiques  nécessaires  au  voyageur  désireux 
de  lever,  avec  quelque  précision,  la  carte  du  pays  qu'il  explore. 

Le  Chapitre  VI  est  tout  entier  relatif  à  la  détermination  des 
parallaxes  diurnes  ou  annuelles  des  étoiles  ou  des  planètes,  et  à  la 
mesure  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  par  les  méthodes 
d'Aristarque  et  de  Halley. 

Les  deux  Chapitres  suivants,  VII  et  VIII,  traitent  de  l'Astro- 
nomie théorique,  c'est-à-dire  de  l'explication  géométrique  des 
apparences  du  mouvement  des  étoiles,  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
planètes.  L'ordre  suivi  est  l'ordre  historique.  IM.  Giinther  débute 
par  un  exposé  du  système  astronomique,  imaginé  par  Eudoxe  et 
adopté  par  Aristote,  des  sphères  homocentriques  5  il  montre  ensuite 
comment  les  observations  d'Hipparque  sur  le  mouvement  du  Soleil 
en  ont  fait  reconnaître  l'insuffisance  et  comment  ce  dernier  a  été 
conduit  à  l'hypothèse  des  cercles  excentriques  parcourus  d'un 
mouvement  angulaire  uniforme.  Cette  hypothèse,  admissible  pour 
le  Soleil,  fut  bientôt  reconnue  ne  pouvoir  rendre  un  compte  assez 
exact  des  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  et  Ptolémée  dut 
adopter  l'hypothèse  des  épicycles,  qui  a  été  admise  jusqu'à  Coper- 
nic. L'auteur  entre  ensuite  dans  d'intéressants  détails  sur  le  sys- 

8. 
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lènie  de  Copernic  et  sur  les  travaux  de  Kepler  et  de  Galilée,  qui 
l'ont  enfin  fait  admettre  de  tous  les  astronomes,  en  montrant  que 
l'hvpotlièse  dvi  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil  fixe  rend 
un  compte  facile  des  moindres  particularités  du  mouvement  de  ces 
corps,  et  en  particulier  de  leurs  pliases,  que  l'invention  des  lunettes 
venait  de  faire  découvrir.  En  terminant,  M.  Giintlier  énumère  les 
preuves  expérimentales,  déviation  dans  la  chute  des  corps,  expé- 
riences de  Foucault,  parallaxe  des  étoiles,  aberration  de  la  lu- 
mière, etc.,  que  nous  pouvons  aujourd'hui  donner  du  double  mou- 
vement de  la  Terre  sur  elle-même  et,  par  analogie,  du  mouvement 
des  planètes  autour  du  Soleil. 

Le  Chapitre  IX  est  relatif  à  la  cause  du  mouvement  des  corps 
célestes  et  à  l'exposé  des  lois  de  l'attraction.  La  découverte  de  New^ton 
y  est  exposée  au  point  de  vue  historique  et  au  point  de  vue  de 
ses  conséquences  mathématiques  pour  l'explication  de  la  forme 
vraie  de  la  Terre  et  pour  la  démonstration  des  lois  empiriques  de 
Kepler. 

Dans  le  Chapitre  X,  M.  Giintlier  traite  brièvement  de  l'Astro- 
nomie physique  et  de  la  description  des  étoiles,  des  nébuleuses  et 
des  planètes. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  au  calendrier. 

Le  Volume  se  termine  enfin  par  quelques  pages  relatives  à  la 
représentation  plane  de  la  surface  de  la  Terre. 

L'ensemble  des  matières  traitées  dans  le  Volume  de  M.  Giinther 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  celles  qui  sont  en  général  exposées 
dans  les  Traités  de  cet  ordre-,  mais  l'enchainement des  faits  est  plus 
rigoureux,  les  déductions  mieux  suivies,  et  l'auteur  marche  toujours 
d'un  pas  sûr  vers  le  but  qu'il  s'est  proposé.  Grâce  à  sa  profonde 
érudition,  le  savant  professeur  a  d'ailleurs  pu  donner  un  historique 
complet  des  diverses  questions  relatives  à  la  forme  et  au  mouvement 
de  la  Terre.  Le  Volume  de  M.  Giintlier  sera  donc  lu  avec  intérêt  par 
tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'enseignement  de  l'Astronomie  élé- 
mentaire et  aussi  par  les  géographes  ou  les  voyageurs  désireux  de 
se  rendre  un  compte  exact  des  procédés  de  la  Géographie  ancienne 
ou  moderne.  G.   R. 
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MELANGES. 

DE  L'EMPLOI  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DANS  LA  THÉORIE 
DU  QUADRILATÈRE  PLAN  ; 

Pau  m.  g.  DARBOUX. 

La  théorie  des  systèmes  articulés,  qui  doit  son  origine  à  la  belle 
découverte  du  colonel  Peaucellier,  et  à  laquelle  les  travaux  récents 
des  géomètres  anglais  ont  donné  une  réelle  importance,  repose 
tout  entière  sur  la  considération  de  polygones  dont  les  angles 
changent,  mais  dont  les  côtés  conservent  des  dimensions  inva- 
riables. On  a  donc  été  conduit  à  considérer  les  figures  géométriques 
sous  un  point  de  vue  nouveau  et  à  étudier  les  relations  auxquelles 
peut  donner  naissance  la  déformation  d'une  figure  polygonale  dont 
les  diiïérents  côtés  conservent  toujours  leur  grandeur  et  peuvent 
être  assimilés  à  des  tiges  solides  articulées  les  unes  aux  autres.  Je 
me  propose  de  traiter,  dans  ce  travail,  le  plus  simple  des  polygones 
articulés,  le  quadrilatère,  et  de  mettre  en  évidence  les  ressources 
que  peut  ollrir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans  la  recherche 
des  propriétés  géométriques  et  des  relations  entre  les  angles,  les 
côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Considérons  un  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  les  côtés  par 
rt,  è,  c,  r/,  et  supposons  qu'un  mobile  ait  parcouru  les  différents 
côtés  du  quadrilatère  en  marchant  toujours  dans  le  môme  sens. 
Appelons  «1,  Wj,  W3,  W4  les  angles  que  font  les  diflérents  côtés, 
pris  dans  le  sens  où  ils  ont  été  parcourus  par  le  mobile,  avec  une 
droite  quelconque  du  plan.  On  aura  les  deux  équations 

[  ae"^'  +  lie"^'.  +  ^""3  -4-  de""'^  =  0, 

(i)  ^ 

^   '  \  ae-"^i  -F  be-"^'.  +  ce-'"3  +  de-'"^  =  o, 


qui    contiennent    la    théorie    complète    du   quadrilatère    et    qui 
donnent  naissance  à  toutes  les  rela 
des  dilfércnts  côtés.  Or,  si  l'on  pose 


donnent  naissance  à  toutes  les  relations  existant  entre  les  angles 


f""i  =  ^,,       <-■'•';:  zzz  /^i        f'""3  ^  ^:i, 
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]cs  toriuulcs  précédentes  clevieiinciit 

!'    r//,  -J-  /;/■.,  -4-  c/.j  -!-  f//.,  =  o, 
r/  /;  r         d 

^1         h        'i         ^4 

Regardons  t^,  t^,  ?3,  ti,  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace^  les  équations  précédentes  représentent  alors  l'in- 
tersection d'un  plan  et  d'une  surface  cubique,  c'est-à-dire  une 
courbe  plane  du  troisième  ordre.  On  voit  donc  que  la  théorie  du 
quadrilatère  articulé  se  ramène  à  celle  d'une  cubique  plane.  Comme 
on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  de  toute  cubique  plane 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  et 
d'un  radical  du  quatrième  ou  du  troisième  degré  en  A,  on  voit  que 
l'on  pourra  aussi  exprimer  de  la  même  manière  les  lignes  trigono- 
métriques  des  angles  que  forment  les  différents  côtés  du  quadrila- 
tère. On  pourra  aussi,  évidemment,  exprimer  ces  lignes  trigono- 
métriques  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  snX,  en?.,  dnl  d'un 
certain  argument  X.  Le  présent  travail  est  consacré  à  la  recherche 
de  ces  expressions  et  à  l'exposition  de  quelques  conséquences  géo- 
métriques des  formules  trouvées. 

Avantde  commencer  cette  recherche,  nous  présenterons  quelques 
remarques  très-simples  sur  les  quadrilatères  articulés.  Nous  avons 
désigné  par  «,  b^  c,  d  les  côtés  successifs  du  quadrilatère;  mais  il 
est  évident  qu'avec  ces  mêmes  côtés  pris  dans  un  autre  ordre,  et 
conservant  leur  direction  et  leur  sens,  on  peut  former  d'autres 
quadrilatères,  et  l'on  voit  bien  d'ailleurs  que  les  formules  (i)  et  (2) 
sont  indépendantes  de  l'ordre  de  succession  des  côtés.  On  aura 
ainsi  six  quadrilatères  dans  lesquels  l'ordre  de  succession  des  côtés 
sera  indiqué  par  le  tableau  suivant  : 

rf    h   c  il,        (i   c  d   h,        a   d  h  c, 
((   d  c    h,        a   I)   d  c,        ((   c   h   d. 

Les  quadrilatèies  définis  par  les  arrangements  appartenant  à  une 
même  ligne  verticale  seront  toujours  superposables  5  on  n'obtiendra 
donc  que  trois  formes  réellement  distinctes. 

Ces  trois  quadrilatères  ont  chacun  deux  diagonales;  il  est  facile 
de  \oir   (jue  ces  six  diagonales  sont  égales  deux  à  deux.  En  efTet, 


MÉLANGES.  m 

posons 

/   at^  -\~  ht,  ^1  [a,  ^)e'»3, 

(3)  at,-i-rt,  =  '^a,c)é'^., 

(    at.  H-  f^3  —(/.',  c)e^, 

{n,b),  (n^c)^  [h^c]  étant  les  modules  et  0i,  0.,,  S^   les  arguments 
des  premiers  membres.  On  aura  le  tableau  suivant: 

Quadrilatères.  Diagonales. 

abc  d,  («,/-')    (^,  t-")' 

a  c  cl  h,  [a,  c)    («,  b), 

a  d  h   c.  {  h,  c)    («,  c). 

Puisque  l'ordre  de  succession  des  cotés  ne  joue  aucun  rôle  dans 
la  recherche  que  nous  allons  entreprendre,  nous  pourrons  sup- 
poser 

((>b>C>d, 

et  nous  poserons,  pour  abréger  les  calculs, 

fji  =  —  a  -j-  h  -{-  ('  -r  d, 

.   qi=        a—  h  -^c  -\-  d, 

q.^  =        a  -h  h  —  r  +  d. 


<l-* 


h  -\-  c  —  d. 


y^o    =:  a  -[-  b  -h  c  -\-  d. 

lh-2  =  —  Pu  =  ^'  -+-  f'  - 

■  c  — 

-  d^ 

Pn=  — /'■2i  =  ^'-^  c  — 

!>- 

-  '1, 

Pi:=  —  Pli  =  a  -\-d  — 

b- 

-  r. 

11  est  évident  que  les  quantités  y/,  /?o,  /^isi  Pu  sont  positives,  par 
suite  de  l'ordre  de  grandeur  admis  pour  les  côtés.  Quant  à  la 
quantité  pi 4,  elle  peut  être  positive,  nvdle  ou  négative,  et  son  signe 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  du  quadrilatère.  On  a  deux 
classes  distinctes  de  quadrilatères  correspondantes  aux  deux  signes 
différents  que  peut  prendre  j)^^.  Ces  deux  classes  sont  en  quelque 
sorte  séparées  par  celle  qui  correspond  au  cas  exceptionnel  où  l'on 
api4  =  o.  Alors  les  dillérents  quadrilatères  que  l'on  peut  former 
avec  les  côtés  <7,  h,  c,  d  sont  toujours,  quel  que  soit  l'ordre  de  suc- 
cession de  leurs  côtés,  circonscri.ptibles  à  un  cercle.  On  pourra  con- 
sulter sur  ce  sujet  l'article  que  nous  avons  publié  récemment 
(p.  64  de  ce  Volume). 

C'est  seulement  dans  le  cas  où  j)it,  est  nul  que  la  cubique  plane 
liée  au  quadrilatère  a  un  point  double.  En  elïet,  les  équations  qui 
expriment  que  cette  cubique  a  un  point  double,  c'est-à-dire  c|ue  le 
plan  représenté  par  la  première  des  équations  (  a)  est  tangent  à  la 
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surface  c;iibi(|ue  représentée  par  la  seconde  de  ces  équallous,  sont 

a  h  c  d 

(tt\         bt\  ~~  ct\        dt-, 

1  2  <*  + 

et  elles  donnent 

et  par  conséquent 

^5)  «±/;±c±r/  =  o. 

Quand  les  côtés  sont  inégaux,  des  huit  quantités  que  l'on  obtient 
en  prenant  toutes  les  combinaisons  de  signes,  </,,  p^^  p^^^  /),s,  pjj, 
une  seule  peut  être  nulle  :  c'est  /^n.  On  a  donc 

a  -\r  d  —  h  —  c  =  G. 

Cette  relation  caractérise  le  cjuadrilatère  circonscriptible  le  plus 
général.  On  voit  qu'on  pourrait  aussi  l'appeler  unlcursal,  puisque, 
la  cubique  qui  lui  est  liée  ayant  un  point  double,  on  pourra  ex- 
primer les  lignes  trigonométriques  de  ses  angles  en  fonction  ration- 
nelle d'un  seul  paramètre.  Les  coordonnées  du  point  double  sont 
alors 

Mais  il  existe  des  cas  plus  particuliers  encore  où  la  relation  (5) 
peut  être  satisfaite  avec  deux  combinaisons  de  signes  ditrérenies. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  la  fois 

a  -\-  d—  h  —  c  =  G,      a  -\-  c  —  h  —  <-/  =  o, 

ce  qui  donne 

a  =  b,     c  z=:  d. 

On  obtiendra  un  quadrilatère  pour  lequel  la  cubique  associée 
aura  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  se  décomposera  en  une  droite 
et  une  conique.  Les  deux  relations  (a)  deviendront 


=  o. 


cL  elles  se  décomposeront  dans  les  deux  systèmes  suivants 

/,  -4-  t,=  o,  l  a[  /i  ^-  t.,  )  +  c  (  /3  4-  /4  )  =--:  o, 

^i  +  ^i-  o,  (    tit.^tj^. 
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Et  en  effet,  si  l'on  considère,  par  exemple,  le  quadrilatère  comme 
formé  avec  les  côtés  dans  l'ordre  de  succession  suivant  achd.,  les 
côtés  opposés  seront  égaux,  et  il  sera  soit  un  parallélogramme,  soit 
un  contre-parallélogramme.  Ces  deux  cas  distincts  correspondent 
aux  deux  systèmes  différents  de  formules. 

Enfin,  si  les  quatre  côtés  a,  Z»,  c,  d  du  quadrilatère  sont  égaux, 
la  cubique  liée  au  quadrilatère  se  décompose  en  trois  droites.  Le 
quadrilatère  est  un  losange. 

Nous  avons  donc,  en  résumé  : 

1°  Le  losange  (rt,  rt,  a,  a),  pour  lequel  la  cubique  se  réduit  à 
trois  droites  -, 

2°  Le  parallélogramme,  le  contre-parallélogramme  (a,  h,  «7^)) 
le  quadrilatère  qu'on  peut  appeler  bi-isoscèle  («,  a,  ^,  Z>),  pour  les- 
quels la  cubique  se  décompose  en  une  droite  et  une  conique; 

3"  Le  quadrilatère  uniciirsal  dont  les  côtés  sont  inégaux,  pour 
lequel  la  cubique  a  un  point  double; 

4°  Enfin,  le  quadrilatère  général  ou  elliptique,  pour  lequel  la 
cubique  associée  n'a  pas  de  point  double. 

Nous  avons  vu  qu'il  y  a  deux  espèces  de  quadrilatères  généraux 
correspondants  aux  deux  signes  différents  que  peut  prendre  la 
quantité)»! 4.  H  est  facile  de  caractériser  ces  deux  classes  par  une 
propriété  géométi'ique.  Si  l'on  fixe  deux  sommets  consécutifs  A,  B 
d'un  quadrilatère  articulé  ABCD,  on  obtient  un  mécanisme  qui 
transforme  une  rotation  de  BC  autour  de  B  en  une  rotation  de  AD 
autour  de  A.  Si  l'on  veut  que  les  deux  rotations  qui  se  transforment 
l'une  dans  l'autre  soient  continues  toutes  les  deux,  on  trouve  sans 
peine  que  AB  doit  être  le  plus  petit  côté  du  quadrilatère  et  que 
l'on  doit  avoir 

AB4-CD<AC-hBD,     AB  +  BC<AD  +  DC,     AB  4- AC<BD  +  DC, 

ou,  d'après  nos  notations, 

La  classe  de  quadrilatères  pour  laquelle  />, ,  <^  o  est  donc  la  seule 
qui  permette  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  continu 
en  un  autre  mouvement  circulaire  continu.  En  d'autres  termes, 
les  angles  que  font  les  différents  côtés  du  quadrilatère  avec  le  plus 
petit  d'entre  eux  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Il 
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n'en  est  pas  de  même  pour  les  quadrilatères  dans  lesquels  on  a 
/'('.  >o. 

D'autres  propriétés  géométriques  distinguent  encore  les  deux 
classes.  Par  exemple,  avec  quatre  cotés  «,  Z>,  c,  d  quelconques  on 
peut  toujours  former  un  quadrilatère  inscriptible  convexe^  mais  on 
ne  pourra  former  un  quadrilatère  inscriptible  non  convexe  que  si 
l'on  a  /7,4  <Co. 

De  même,  supposons  que  l'on  cherche  à  former  avec  les  quatre 
côtés  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  soient  parallèles,  le  pro- 
blème n'admettra  de  solution  réelle  que  si  l'on  a  p^•,  <^  o. 


Le  premier  moyen  d'exprimer  les  angles  du  quadrilatère  repose 
sur  l'emploi  de  l'identité  suivante,  donnée  par  Jacobi  dans  le 
Tome  XV  du  Journal  de  d'elle,  page  200  : 

(  sn  («'  —  .V  )  sn  [y  —  z)  -+-  su  [w  —  _r  )  sn  (  :;  —  .r  )  +  sn  («'  —  2  )  sn  [x  —  _>-  ) 
1       H-  k-i,v\[(v — x)  sn(cv' — _)-)sn((i'  —  z]  sn(j — 3)511(3 — x)sn(.r — v)  =  0. 

Dans  celte  identité,  cliangeons  wew  çv -h  iK',  elle  deviendra 

Isa  (  r  —  s  ]         sn  (  3  —  .r  )        sn  (  .r  —  _}■  ) 
sn(tv — x)        sn(M' — r]    '    sn^rv  —  3) 

sn  I  )■  —  3 ''  sn  1  z  —  .r  )sn  (  r  —  v  ; 

-  =  o. 


sn  (  d' —  ./■  I  sn  [w  —  )  j  sn  (  <»'- 

Cela  posé,  considérons  un  quadrilatère  quelconque,  et  désignons 
par  Wi,  W2,  W3  les  angles  que  font  les  côtés  a,  Z»,  c  de  ce  quadrila- 
tère avec  le  côté  d.  Si  celui-ci  a  été  pris  dans  un  sens  convenable, 
ces  angles  devront  satisfaire  aux  deux  équations 

^  (   ae-'"'  H-  he'"'-  4-  rc-'".>  -f-  c/  =;  o. 

Or,  si  l'on  peut  déterminer  j)  —  -,  r —  .r,  /.  par  les  trois  équa- 
tions 

sn (  r  —  z]       sn  (  3  —  x]       sn ( .r  —  y) 


b 
'  /.■sn(.r —  )-)sn(r  —  3)sn(3  — .ri 


i( 
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les  identités  (6)  et  (7)  prendront  la  forme 

b 

li  sn [iv  —  X  j  sn  (  «'  —  z) 


k sn  (  w  —  Y )  sn  (  (v  —  zj  k  sn  (n'  —  x  )  sn  (  «'  — 


/■  sn  ^ w  —  -c  I  sn  [  (f  —  f  ^ 

ak sn ( IV  —  )  )  sn ( (i- —  z]  -I-  ')k  •>n[iv  —  .r )  sn  ( <t'  —  z] 

-\-  ck  sn  (  IV  —  .r)  sn  (  u'  —  ))  4-  r/  =::  o , 

et,  en  les  comparant,  ainsi  écrites,  aux  équations  (8),  on  voit  que 
l'on  pourra  poser  (  '  ) 

/  j,;w,  __  J.  sn  f  (,,  —  j  ]  sn  (  «'  —  3  ) , 

(10)  •   e""i  = /-snlfi'  —  .r)sn((t' — 2), 

'  c""3  =  k  sn  (  «'  —  a:  )  sn  (  a>  —  j  ), 

et  ces  formules,  contenant  l'arbitraire  vv,  résoudront  entièrement 
la  question  proposée.  Nous  allons  d'abord  discuter  le  système  des 
équations  (9),  qui  doit  nous  donner  le  module  et  les  différences  des 
quantités  x^ y^  z. 

Posons,  pour  abréger, 

on  aura 

(12;  /i,    -t-    //o-f-    //;j==0, 


\  id  I  Ibd 

— =\/,--5      :>n//.  =  — ^  i/ — , 


l3:         hn//,  =  -^  V/    ,--5         :>n//.,  =— ^i/  1         SU//^  =  — r:  \  /  — r  • 

V7  V  "^ 


La  relation  entre  les  sinus  amplitudes  a,  (3,  y  de  trois  arguments 
dont  la  somme  est  nulle  est,  comme  on  sait, 

«'  +  p^M-  y'*—  oy-" —  2a-y- —  23-y-  4-  4a-^'S-y-  i  i  4-  h-] 

H-  /.*  «i  S-  y  ^  —  2  /^  «'-  32  y2  (y.2  4-  52  4-  y'  )  =  o. 

Si  l'on  y  remplace  a,  (3,  y  jiar  les  valeurs  de  sn//,,  su/1.2,  sn/zg  tirées 
des  formules  (i3),  on  aura 

(i4)  iii4i^.w=L, 


(')  Le  système  que  l'on  obtiendrait  en  prenant  pour  e""i,  e"''2,  e"^3  les  valeurs  in- 
verses correspond  à  un  quadrilatère  symétrique  du  premier,  et  d'ailleurs  on  l'ob- 
tiendra en  changeant  w  en  tv-n/k'. 
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L  désignant,  pour  abréger,  l'expression  symétrique 

L  =  2  «^  ^^4-2  «2  r^  -h  2  a'  cP  -H  2  c^  ^/« 


à  laquelle  on  peut  donner  différentes  formes,  telles  que  la  suivante, 
i5  bis)  L  =  4a''  b^  -h  /^c^cP  —  («*  4-  b'-  -  c^  —  cl'  Y 

d'où  l'on  déduit 

(   'L+Sabcd:=z,         q^q.,   q^  q^    =:  A, 

(id)  \ 

On  voit  que  B  ne  sera  positif  que  si  l'on  a  p\ ,  <C  "• 

Après  avoir  défini  les  quantités  A,  B,  nous  déduisons  de  la  for- 
mule (i4) 

',,)  \^abcd^l^^=P., 

V'Â  — v^B_       \&abcd  ^,j_        4v/ÂB 


si  Pi.  -\-  /b        (v^A  +  v^li  j^'  (  ^A  +  y/B)' 

On  voit  que  le  module  ne  sera  réel  que  si  l'on  a/^)/, <^o.  C'est  le 
cas  auquel  nous  nous  attacherons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Si  dans  la  formule  (i5  bis)  on  remplace  L  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (i4):On  a 

(  a"  -f-  //-  —  6-2  —  r/2 )2  =  4  (â  //^  4-  4  c'  d'  —  4  iiltL^  ,,/,c,^ 

On  obtient  ainsi 

dsz'Xab  en //,.,  dn /<.j  =  fP  -4-  />^  —  6'-  —  d- , 

et,  en  permutant  rz,  />>,  c,  on  trouvera  deux  équationé  analogues. 
En  déterminant  les  signes  par  les  conditions 

sn(/ii  4-  h-i)  z=.    -  sn//i,     su(/ii  -|-  b^]  =:z—  sn/za, 
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nous  sommes  conduit  au  système  suivant  : 

cnAt,dn«i 


cn/?3dn//3  = 


ibc 

h'-  +  ^2  _  «2  _ 

-c' 

lac 

(■-  H-  rf'  —  «2  — 

If- 

2  ab 
d'où  l'on  déduit  aisément  le  groupe  de  relations 


Il  1     ;   \  / I  abcd  ,  , 

r/c(cn//2  4-  dn//,)  =  ^ —PviPv^qxqA,      o.Kl  ——  (diiZ/jH-  X-cn/zj)  =:  y  — yj,. 


/^I4  72'î'4 


f/c(dn//2  — cn/zj)  =  slp^p^q-iq^  2i/— ^(dn//,  —  Âcn//.)  =  v/'oZ-'is^i^a, 

r//; (en//;,  H-  dn/zj)  =  ^—PisPMqiq-î,      2  \J ~j~  [^"^^^a  -^  ^^  cn/zj)  =  ^~- PxzPnq^q,, 

ah (dn//3  —  cn/zg)  ==  v//^o/'i2'737i,  ^  \/-^  (tln^':i  —  '^^  cn/zj)  =  sjp^p^^q^q^. 

En  prenant  positivement  tous  les  radicaux  qui  entrent  dans  ces 
formules,  on  voit  que  dn/?i,  dnA2,  dn/?3  sont  positifs,  et,  par  con- 
séquent, Al,  //,,  hj,  sont  des  quantités  réelles.  Voyons  entre  quelles 
limites  elles  sont  situées. 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (f  8),  nous  voyons  que  le 
signe  de  cn//i  est  le  même  que  celui  de  a^  -f-  d^  —  h"'  — c^.  Or  cette 
quantité  peut  être  positive,  nulle  ou  négative.  Cela  établit  entre 
les  quadrilatères  que  nous  considérons  des  diflérences  analogues  à 
celles  qui  existent  entre  les  triangles  acutangles  et  les  triangles 
obtusangles.  Nous  voyous  donc  que  pour  //j  nous  pourrons  prendre 
une  valeur  qui  dans  tous  les  cas  sera  comprise  entre  zéro  et  2K.  Au 
contraire,  il  résulte  des  formules  (18)  que  cn/^a,  cu/?3  seront  toujours 
négatifs.  Les  valeurs  correspondantes  de  /?2,  //s  pourront  donc  être 
prises  entre  K  et  2K. 

Si   l'on    remarque   d'ailleurs   f|ue   les    formules    (18),  (19)  per- 
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mettent  de  vérider  les  relations 

dn(//i  H- //j)  =  dn//:j,      cn(//,  -f-  II,)  =:cn//;(, 

nous  pourrons  conclure    que   la  somme  des  valeurs  de  //],  li-ii^i?, 

telles  que  nous  venons   de   les  déterminer   est   égale    à   4K.7    ^u 

lieu  d'être  égale  à  zéro;  mais  cela  n'a  aucun  inconvénient. 

Quand  le  quadrilatère  se  réduit  à  un  triangle,  on  a  t?  =  o  et  par 

conséquent  A=  o.  Alors,  si  A,  B,  C  désignent  les  angles  du  triangle 

opposés  aux  côtés  «,   Z>,  c,  les  valeurs  de  //i,  /?,,  /'s  telles  que  nous 

les  avons   déterminées  sont  7:  —  A,  71  —  B,  tt  —  C,  et  les  formules 

précédentes  se  réduisent  aux  relations  bien  connues  qui  contiennent 

les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle.  On  peut  ajouter  les  suivantes, 

qui  sont  la  généralisation  des  formules  faisant  connaître  les  lignes 

,  ABC 

tngonometriques  des  ares  —  ?  -•,  -  : 


10 


2  [i  -f-  k]  sn  — 


I   +  k  S11-  — 
2 

•?.cn—  an  — 
■>.         2 


Asn^ 


2    I  -f-  /  1  sn  — 


y      ac 
\      ac 


I  +  k  sn 


//., 


•J 


ah 


h,       h, 
2  cil —  (In  — 


I  —  k  sn-- 


I  +  /    sn  — 


/  SU-  — 


V  f'c 


ac 


2  en  —  an  — 
2         2 


/•  sn-^- 


/  ^  sn 


/■  sn-  — 


2cn-^  un— = 


i-t-  /.sn- 


Ji, 


21 


/■  sn  — 
'       2 


//., 


■PnPr. 


ah 


2  en —  (In  — 


I  +  /  sn-  — 


V     ah 


2  en  —  (in  — 
2        2 

k'.' 
I  —  /.  sn-  — 


V      au 


Xlsn- 


/  sn- 


k. 
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Si  l'on  considère  le  cas  limite  où  le  module  devient  égal  à  1  et 
où  l'on  a  /'n  =  o,  //a,  /'a,  étant  plus  grands  que  K,  deviendront  in- 
finis 5  mais,  en  remplaçant  Z?,,  I/3  par 

«2  zz:  îK  —  /i.2,       «:j  =  2K  —  /rj, 

on  reconnaîtra  que  «2,  a^  demeurent  finis,  et  en  faisant  A  =  i  toutes 
les  formules  obtenues  subsisteront  ou  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes. 

Après  avoir  étudié  les  expressions  des  côtés  et  de  leurs  fonctions 
au  moyen  des  arguments  Aj,  /?.,  //j,  nous  avons  à  discuter  les 
formules  (10),  qui  font  connaître  les  angles  Wj,  &),,  W3.  Remplaçons-y 

w   par   t ;  il  résulte  des  propriétés  du  sinus  amplitude 

qu'elles  subsisteront  quand  on  y  changera  i  en  —  i\  on  devra  donc 
y  supposer  la  variable  t  réelle.  On  aura  ainsi 

,       /  R  ^  /K'  \        /  K  -f-  /K' 

\     ■         2     y     \  2 

R-f-/Iv'\       /'  K  +  /K' 


,       /                  R-f-/R'\         / 
(>  "3  =  /  sn  I  ^  —  X J  sn  I  ;! 

et,  par  suite, 

,       ,  R  -^  /R'  \       /  R  —  /R' 

e'('":,— '.)  z=  —  /^-  SU    /  —  r sn  U  —  ~-  —  ■ 


K  -^-  /R' 


Employons  la  formule 

en  1  a  —  ,5  j  —  en  '  «  H-  S 


'         dn  (a  —  P]  -^  dn  ^  k  -i~  3 
et  posons,  pour  abréger, 

■:>.t  —   )    —  r.  r:=:  II, 
■22  )  <    "?  ^  —  -r  —  3  =  t», 

!  9.  f  —  .r  — ^1'=  »'; 
on  aura 


(24; 
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et  les  formules  (21)  nous  conduiront  au  système  suivant  : 

/en//,  —  dn/^^sn^^  ,        en//,  —  /dn//,sn« 

COSWi  = ; j— ; — ^^;; — »         COS  f  Wj  Wo 


SIllM.    = 


dn//i  —  /  cn//i  snu 

h'  en  « 
dn/i,  —  k  en  II  ^  ?,i\u 


1      smfw.,  —  w.,  = 


k  en  h.^  —  dn  A.,  sn  c  , 

COSMo  =  -: — -. — '- ; T^ 5        COS    w,  —  w-. 


sm  «2  ^^ 
C0SW3 
sinwj  = 


dn/i2  —  k  cnh.^  snt^ 

k'cxiv 
dn//2  —  k  cn/i.^  snc' 
Xen/;.,  —  dn/z^san' 
dn  //^  —  k  en  //j  sn  (v 

k'  cwiv 
dn//3  —  A-  cn/zjsn  (i 


dn  Al  —  X  en  h ,  sn  « 

—  ^'sn//,dn?< 
dn  // 1  —  /•  en  A 1  sn  «  ' 
en  h^_  —  k  dn //j  sn v 
(In//.,  —  /en//,  sn»» 


—  A'sn//q(In(' 

SHÎ    w,  —  0)3     =   — j—^- , 

'        un  // .,  —  A-  en  // o  sn  p 


t        ces    w,  —  f.), 


1      sinf  w,  —  ùi. 


en  //:,  —  /  cl n  // 3  sn  (*> 
dn//3  —  /cnAjSnM' 

—  /'sn/zj  dn«' 
dn/zj  —  /  en//3snM' 


/•  —  sn(«'  —  //j)  .     ,  .  k' ci\[iv 

COS  1  w,  ■+  M.,  —  Wi  =  ; ; tt'       SHÎ    m,  +  W3  —  Wj    ==  ; ; 

\    -         •>         w       .        /.  ,.„  /,..       /.  \  V    -  j  —  ksn[ 

k'  en  f  u 


eos(w3  -t-  wi  —  wj] 
eosf  Wj  -t-  «2  —  ^^3 


I  —  /•  sn 

[^-Ih] 

k  —  sn  ( 

u  —  //j) 

I  —  /•  sn 

[u-h,] 

y?— sn 

.-},,) 

I  —  /■  sn  (  c  —  // 1 


1      sin  (  W3  H-  wj  —  W2) 


5      sin  (  Wj  +  «2  —  Wj)  = 


I  —  /•  sn  ( 
k'cvi[v 
—  k  sn 


Ajoutons  à  ces  formules  celles  qui  donnent  la  valeur  des  diago 
nales, 

7z,  cy-  =  a^.-k^sn^h.sn'>-h,)  Mh^pj^i^^lIZ^A^ , 
■         '  ^  -  '  dn//, — /•cn//isn« 

i^\)  I         \2      iti         i"     2/       ,/   ^  dn(//3  — //,)  —  /■  cn(//3  —  ^,)sn.- 

,       ,,,        ,,         ;.     2;        .;    ,  dn  (  //,  — //o  ]  —  ^cn  (//,  —  //,  )  sn  «' 

rt,  /;  2  — c^    i_  /-snV/i  sn-/i.,    i — ; ; » 

\   '     I  ^  -'  dn//3 — /  cn//3  sntv 

et  nous  aurons  une  première  solution  complète   de  la  questioi 
proposée. 

IL 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  dia 
gonales  conduisent  à  une  conséquence  géométrique  intéressant! 
que  nous  allons  développer.  Considérons  un  quelconque  des  troi 
(|uadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  les  côtés,  par  exemple  L 
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(juadrilalcre  [dcnh)^  donl  les  dmix diagonales  sont  (<7,  ^),  (/?,  r)  ;  sup- 
posons que,  prenant  l'un  des  deux  triangles  qui  forment  le  qua- 
drilatère, par  exemple  le  triangle  formé  des  côtés  «,  Z»,  on  le  fasse 
tourner  de  180'' autour  de  la  diagonale  («,  h)  :  on  aura  une  nouvelle 
position  du  quadrilatère  dans  laquelle  la  diagonale  («,  h)  aura  con- 
servé sa  grandeur,  mais  F  autre  diagonale  (a,  c)  aura  changé.  Opérons 
maintenant  de  même  autour  de  (a,  c),  c'est-à-dire  faisons  tourner 
de  180°  autour  de  («,  c)  l'un  des  deux  triangles  dans  lesquels  cette 
diagouale  partage  le  quadrilatère.  En  répétant  indéfiniment  ces 
opérations,  on  formera  une  suite  illimitée  de  quadrilatères  telle 
c[ue  deux  quadrilatères  consécutifs  aient  toujours  une  diagonale 
commune.  Cela  posé,  je  dis  que,  si  pour  une  certaine  valeur  des 
angles  du  quadrilatère  primitif  cette  suite  illimitée  est  périodique, 
c'est-à-dire  comprend  seulement  un  nombre  limité  de  formes  dis- 
tinctes, il  en  sera  de  même  quand  on  répétera  les  mêmes  opé- 
rations sur  le  quadrilatère  initial  déformé  d'une  manière  quel- 
conque. 

En  eifet,  désignons  par  Q, ,  Qo,  Q3,  ...  les  quadrilatères  obtenus 
successivement*,  appelons  t'«,  vv,,  les  valeurs  de  p^,  iv  correspon- 
dantes au  quadrilatère  Q„.  On  aura 

(26)  r„—  «'„=//!. 

Pour  les  quadrilatères  Q,,  Qo,  et  en  général  pour  les  quadrila- 
tères Q2P+1-)  Q-2P+-2-,  la  diagonale  («,  ^  )  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

et  par  conséquent,  à  un  multiple  près  de  4^^  on  a 

(  27  )  U',p+,  =  2  K  —  «'2^,+  , . 

Au  contraire,  pour  les  quadrilatères  Qo,  Q3,et  en  général  Qo/j, 
Q'j;>+i7  la  diagonale  («,  c)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 


(28) 

ce  qui  donne 


siiP2p  =  snc,/,+i, 


2p 


2K. 


Les  égalités  (26),  (27),  (28)  déterminent  les  valeurs  successives 

BuU.  des  Sciences  mathém.,   •>'  Série,  l.  III.  (Mnrs  iS-^p.)  Q 
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de  t^',  w  données  par  lo  Ta])leau  suivant  : 

Oiiatlrilatèrcs 


Q,. 

Qr 

Qa- 

Q,„+r 

''l 

iK 

M' 

i4-/'i 

'•] 

1  —  2//,        . 

f,  —  '?.//// 

'•'i 

iK 

—  »'l 

"'i 

-oA           . 

IV,  —  a/i/i 

On  voit  donc  qne,  si  h,  est  incommensurable  avec  K,  deux  quel- 
conques des  quadrilatères  de  rang  impair  Q,,  Q;;,  ..  ne  seront 
jamais  égaux,  et  l'on  aura  un  nombre  illimité  de  formes  distinctes. 

Au  contraire,  si  l'on  a 

/)  et  //  étant  des  entiers,  la  suite  précédente  comprendra  seulement 

2/>  quadrilatères  distincts. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  //,  rr^  K,  ce  qui  entraîiur 

l'c-galité 

cn/(,  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  les  formides  (i8  ), 
a-  -\-  d'  —  /A  —  r-  =  o  ; 

on  aura  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  et  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  de  ce  quadrilatère,  pris  dans  une  de  ses  posi- 
tions ABCD,  on  ne  peut  déduire  par  le  procédé  indiqué  que  trois 
nouveaux  quadrilatères  ABCiI),  ADC,Bi,  AB,CJ). 

Toutefois,  ce  cas  particulier  pourrait  contribuer  à  donner  une 
fausse  notion  sur  le  cas  général.  Ici,  au  bout  de  quatre  opérations, 
on  retrouve  le  quadrilatère  primitif,  non-seulement  en  forme,  mais 
en  position.  11  n'en  est  pas  ainsi  généralement.  En  ellet,  lorsqu'on 
passe  d'un  quadrilatère  Q,  au  fpiadrilatère  suivant  Q^^  «n  peut 
faire  tourner  soit  le  triangle  rtZ>,  soit  le  triangle  cd  autour  de  la 
diagonale  (r/,  h).  Faire  tourner  le  triangle  cd  revient  à  faire  tourner 
d'abord  le  triangle  «6,  ce  qui  donne  le  quadrilatère  Qo,  puis 
à  prendre  le  symétrique  Q\  de  ce  quadrilatère  par  rapport  à  (a,  b). 
On  voit  donc  que,  si  en  eiï'ectuant  les  opérations  d'une  ma- 
nière quelconque  on  a  obtenu  une  suite  de  quadrilatères  (^|,  Qo, 
Q.i,  ....  Qzpi  on  pourrait,  en  les  dirigeant  autrcmenf ,  obtenir  une 
suite  formée  des  quadrilatères  symétriques  des  premiers  par  rapport 
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à  la  position  initiale  de  («,  Z»  ).  Ce  raisonnement  pouvant  se  l'épéter 
pour  chacune  des  diagonales  successives  des  quadrilatères  Q,,  . .  ., 
(  }.2p^  on  voit  que,  lorsqu'on  aura  un  certain  nombre  de  positions 
des  quadrilatères,  on  pouiTa  toujours  y  joindre  celles  que  l'on  ob- 
tiendra en  prenant  les  symétriques  de  tous  ces  quadrilatères  par 
rapport  à  une  diagonale  quelconque  de  l'un  d'eux.  Or,  étant  donnée 
une  figure,  si  l'on  prend  ses  symétriques  par  rapport  à  vin  certain 
nombre  de  droites  A,  on  n'obtient  un  nombre  limité  de  positions 
nouvelles  que  si  ces  droites  font  entre  elles  des  angles  commensu- 
rables  avec  rr.  On  voit  donc  que  dans  le  cas  actuel,  où  l'on  a  vin 
nombre  limité  de  formes  pour  les  quadrilatères,  on  n'aura  un 
nombre  limité  de  positions  que  si  les  diagonales  de  ces  quadrilatères 
font  des  angles  commensurables.  Or,  une  grandeur  continue  ne 
peut  être  commcnsurable  que  si  elle  est  constante,  et  le  seul  qua- 
drilatère dont  les  diagonales  fassent  un  angle  constant  est  le  quadri- 
latère à  diagonales  rectangulaires  (  '  ).  On  voit  donc  que  ce  quadri- 
latère otlre  un  cas  tout  à  fait  exceptionnel  dans  l'application  de  la 
théorie  précédente. 

Les  remarques  qui  précèdent  ont  peut-être  (|uelque  intérêt  en  ce 
qu'elles  montrent  comment  la  théorie  du  quadrilatère,  si  important, 
dont  les  diagonales  sont  rectangulaires,  se  rattache  aux  développe- 
ments que  nous  avons  présentés. 

m. 

Dans  l'article  I  nous  avons  obtenu,  en  partant  de  l'identité  de 
Jacobi,  un  système  de  formules  donnant  les  angles  et  les  dia2;o- 
nales  du  quadrilatère.  Nous  allons  maintenant  développer,  par  une 
méthode  toute  dillérente,  d'autres  formules  plus  simples  que  les 
premières. 

Reprenons  l'équation 

(29)  ae"^i~\- lje'"-2-i- ce"^3-\- (l  =^0, 

et,  à  la  place  des  variables  w,,  0)0,  W3,  iutroduisons  les  suivantes. 


(')  Le  coiUre-paralIclojranime  a  ses  diajjonak's  faisant  un  angle  rliil,  et  par  consé- 
quent constant;  mais  dans  la  l'uiinc  associée,  le  iiarallélujianime,  l'angle  des  diago- 
nales cesse  d'être  constant. 
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Çi,  ç-o^  ^31  définies  par  les  équations 

{    W,  =  7T  —  ^2  —  ?3i         «2  —  «3  =  ?2  —  ?3  > 
(  30  )  <     Oi.2=ZT7  —  '^1  —  Çj,         «3  —   W,  =  a>3  _  .^, , 

L'équation  (29)  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 

a  ces  ( ^2  +  ?3  )  +  ^'  cos  ( y  1  +  î>3  )  +  c  cos (  'j>i  -t-  ijj,  )  —  r/  =  o , 
asin(y2+  ?3)  +  ^sin  (yj  4-  ^3)  H-  csin(yi  +  î'2)  =  o» 

d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  successivement  ©1,  (p-j,  C93, 

i«2-l- J2_  /^2  —  ^2-_2^^f/_^  Ijc^  cosy2COS9>3-l-2(^c  —  arfjsinyosin'fj, 
b^  -+-  cP  —  a-  —  c^  =2  [bd-i-ac)  005^1003^3-+- 2  (ac —  bd)  sinyisiny3, 
c^  -{- d^  —  a-  —  b^:=.'2.[cd  +<2Z») 00s yj 008^2  -+-2(«^  —cd^  sin^fisin^j- 
Posons 

..     ,    c/- —  /<- — c^                            ir  - — nd                           'î.Jabcd 
en  2 1/1= ^ — ; -— — î      dn2y.i=-;; 1      sn2«i=:--* — , 
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en  2  w., 


2  (  «<^/  -4-  6c  ) 

/v- 

'+^^ 

—  «-  — 

c- 

2(ac' 

-^hd) 

^2 

-^rf2 

—  a"  — 

b'- 

c"2f^-2=— r7::r— /37r— '    '^''■^1'^-=- — â7/'    ^n2u.2=  ^^^^^^^ 


^T  — 

nd 

/>c  + 

ad' 

<7C  

hd 

ac  — 

bd 

nb- 

-cd 

2  \jabcd 
c-^bd^ 

isjabcd 


•2.[cd-hab)  ''        ab-t-cd  '  ab-\-cd 

Le  module  sera  défini  par  les  équations 

\6nbrd  \Gafjrd/>''' 

(33)  -^s^  =  A.     ^(7— =  "• 

Il  u'en  est  donc  pas  de  même  que  dans  le  premier  système  de  for- 
mules. On  déduit  des  formules  (32)  les  suivantes  : 

i                 I     /^l'Zi           .,             \  /'72'74  „  I      Aî'Zi 

siif/i  =  -V/— ^ — j         sn/z2=-l/ ,  snp.3  =  -\/ — — , 


,,,,  j  i  ,  /piiPui  1.  I~PmPv.  „  '  .  j  —  Pv.'.Vv. 

V     7^73  V       'Zi'7:.  V       7172 

qui  entraînent  les  lelatlons 


sn  [  u,  -h  v-,  )  =; 


-t-  su  ,y.3,      en  (  y-,  -!-;/.)=;  —  en  ;v.;j  ,      dn  (  u.^  -\-  u.-,  )  =  dn  p.;,, 
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cl,  par  conséquent,  on  a 

2  ,7-1  +  2  pi,  4-  2  ^3  =:  G  , 

à  un  multiple  près  des  périodes.  En  prenant  pour  |^,,  ^o,  ^-^  les 
valeurs  comprises  entre  zéro  et  K,  on  aura 

y.,  +  tz.  H-  jiij  =  2K. 

On  peut  joindre  encore  aux  formules  (34)  les  suivantes  : 

b  —  c      sn(^3 — ij..,) 
a  —  d  sn/y-i 

b  -\-  c        cnf.a, —  w.ql 


35] 


b  —  n 

_snfai — P2) 

c—d 

snfX3 

a-hb 

_cn(^y.,  — fzj) 

c  —  d 

cn^(/.3 

c-\-d 

dnfy.,  —  a,) 

c  —  a 

_sn(^,  — P3J 

b  —  d 

snpij 

a  -\-c 

_™(y-i  — ^'^s) 

b  —  d 

cnptj 

b-\-d 

dn(f/,  — ^3) 

a-^d       dn(u.3—  a,) 


dni/3  b  —  d  dnfAj  <■'  —  ^^  dny-i 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  signes  des  radi- 
caux dans  les  formules  (34)  aient  été  choisis  de  telle  manière  que 
l'on  ait  exactement 

y.j  +  y.2  +  y.3  =  G. 

Les  valeurs  de  f/i,  f/o,  p:j  étant  ainsi  définies,  les  équations  (3i) 
prennent  la  forme 

cn2  ^1=  CGSœjCos^,  ''^  ^^  2p!.isiny3sini5>2, 
0112^2=  cosy,  005^3  4-  dn2pi2sinyisiny3, 
cn2  (X3  =  cosyiCOSy2+  dn2a3sin'^i  siii'^,» 

et  leur  solution  générale  s'obtient  en  posant 

C  1 


361 


|y,=:am«,,  y2=amtt2,  y3=am//3. 

On  aura  donc,  pour  les  angles  du  quadrilatère,  les  valeurs 

TT  —  w,  =  am  U2  -+-  am «3, 

TT  —  oj,  =  am  //[  H-  ani  ;/3, 

TT  —  0)^=:  am u^  -+-  am «2» 
et,  si  l'on  pose 

Ul-i~   U,=  2.0.^,        /<3+//o=2  5i,         ?<i  4-  «3=  219.2, 

ce  qui  donne 

(37)  &2-^3=.'^l,  ^>.-<>2=/^.,  'h-Ol=lJ.,, 
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on  aura,  d'après  les  formules  connues, 

sn- G,  dn-f/.,  —  cn^G, 


ces  Wj  = 


381 


1  —  /-^  sn^ôi  sn^;/i 

2  snO,  cnG,  dnf*j 
I  —  X^  sn-^i  sn^^i 
sn^  Og  dn^  (/, —  cn^  0.^ 

i  —  A^  sn^  0-2  sn^  t/j 

2sn5,  cn6,  dnu., 
sin  w.,  = — = ^ —  j 

sn-  ^;j  dn-  y.;j —  cn^  Gj 

—  1 


j         COS(W2 W3J 


Sin  w,  rz: 


COSW2  ^ 


SUl  [m.-,  —  W, 


COSf'-.Jj  —  OJjj 


cn^  r7.|  —  du-  5,  sn-  f^., 
I  —  X^  sn-^i  sn'^p-i 
2  sn  y-i  en  a,  dnS', 
I  —  h^  sn'^Ôj  sn^^i 
en-  y.,  —  dn- 19.,  sn-  y.., 


snil  W3  —  w,l  = 


I  —  /»^  sn'-ôo  sn'^wj 
2  sn  y.2  en  f/g  dn  61., 


COS  W3 

sin  W3 


1  —  /■-  sn-  ^3  sn-jtx^ 

2  sn  ^3  en  6.5  dn  y.3 
I  —  P  sn^  ©3  sn^  ^-3 


coslw,  —  W,)  = 


ou,  en  prenant  les  tangentes  des  demi-angles, 


(39) 


w,        snCi-dna, 

cot  —  =  — '—  ■ 

2  en  Oi 

sn^jdna.. 


cn^o 
sn</->dn  a, 


ta  ni 


cn^  013  —  dn-  6I3  sn-  «3 
I  —  k^  sn^  O3  sn'-  013 
2  sn|7.3  en  «s  dn^j 
I  —  A  -  sn^  5 ,  su^  (A.i 


sn  (/,dnO| 


cot  — ^ 
2 


tang 


cny-i 
sn  y-.jdnC', 


cot—  rr: 
2 


en  6/0 


tani 


2  en  a^ 

),  —  o),        sn/zjdn^a 


en  V.3 


Ces  formules  paraissent  plus  simples  que  celles  de  l'article  I.  Ou 
passe  de  l'un  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transformation  de 
Landen. 

Les  diagonales  seront  données  par  les  expressions 


w,  c 


ia-d] 


I  —  k''-  sn^  (  a,  —  fz-j )  sn-  î», 


I  —  k"^  sn^ot,  sn-61 

I  —  /i  -  su-  (7.,  —  u..,  ]  sn- 0-, 


«, 


^/i- 


I  —  A-  sn' 7.3  sn-Oj 


Avec  les  formules  de  ce  second  système  on  passera  très-facile- 
ment du  cas  traité,  où/7,  ,  \0,  à  celui  où  l'on  a  /f\',^o  :  il  sulfira 

d'employer  la  transformation  qui  change  le  module  k  en  -• 
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IV. 

E!,n(îii,  on  peut  Irailer  cette  théorie  à  un  autre  point  de  vue  et 
clierelicr  les  expressions  des  angles  en  fonction  d'un  païainètre  1  et 
d'un  radical  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  en  X,  c'est-à-dire 
résoudre  la  question  suivante  : 

Etant  duiinée  la  courbe  du  troisicmo  degré  dcjliïie  par  les  équa- 
tions 

I    nt  -f-  ht'  +  et"  H-  dt'"  =  0 , 

(4o)  \    n  h  c  d 

(      /  t  t"  t 

exprimer  en  fonction  d'un  paramètre  \  les  rapports  mutuels  de  /, 
//,  /",  t'". 

Nous  suivrons  pour  cela  la  méthode  de  Clebsch,  c'est-à-dire  que 
nous  couperons  la  cubique  par  une  conique  variable,  assujettie  à 
contenir  quatre  points  fixes  delà  cidjique. 

Nous  considérerons  le  faisceau  de  coniques  satisfaisant  à  cette 
condition  et  représenté  par  l'équation 

(4i)  t"t"'=itt'. 

Elles  coupent  la  cubique  aux  quatre  points  fixes 

(/   =0,    t"^o],    {t'=:0,    t"'=o), 

{t'=o,  t"  =  o),  [t  =0,  /"'=o), 
et  en  deux  points  variables  qui  seront  déterminés  par  les  équations 

at  +  ht'  -i-  et"  -4-  dt'"  =  G, 

\  [  ht  H-  fl^  )  +  et'"  -\-  dt"  =:  O, 
t"t'"=ltt\ 

En  résolvant  ces  équations,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté, 
on  est  conduit  à  l'un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

q  =  /iabcdiA  +  l^)  —  L).% 

pt  =l[ljd—  lae)[bc—lad), 

pt'  =  —  Q.[i  -h  A-  )ahed  4-  >  (<^-  H-  //  )  (<?'  -»-  d-  ) 

(4'!  {  -i[c^-d'-y--{c^--d'-)sj'Q, 

p  t"  =  l  (  be  —  ),  ad)  (  c^  -\-  a'-  —  1/'  —  d']-i-{  he  —  ). ad)  y/Q, 
0  /'"  r=  >  (  bd  —  /  ae  )[a--\-  d^  —  //^  —  c'-  )  —  [bd  —  l  ae  )  ^Q, 
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r    =  —2(1 -f- ).-)a/>c<f -h /(«- 4-  /><-)(<:•- +  r/^; 

(  42  )    /  p ^'  =  2  ( ad  —  lbc)[ac  —  /  hd) , 

0 1"  =  /  (  ne  —  /  hd)  (  c^  H-  />-  —  a-  —  d')  —  (oc  —  ).  hd)  y  Q, 
ljt"'  =  l{ad  —  lhc)[h'-\-  d-  —  rt^—  c-)  H-  (rtr/—  ),/>c)y/Q, 
pf  =l(/;c  — ),«J)(c2H-rt2_  ^2_^2j  _  ^^c_  iad)^q, 
pt'  =  ).(«c—  lbd)[c--h  h^—  a-—  d-)  H-  («c  —  Ibd)^, 

(43)     {   p?"  =  — 2).(flC  — >.W)(fA  —  ).rtrf), 

p^'"  —  (  2),  +  2 /•'  )  «^>CrZ  _    (  «2  +  ^,2  j  (  p2  _^  ^/-I  j  )^2 
4_  (  «2  _   /;2  )2  ).2  _^  ),  (  //-  _  «2  )  ^Q^ 

p;    —  ).(^»^— ).rtc)(r^^+«2—  /;2_c'-')  +  [bd-  >.w)s/Q, 
p?'  =X(rtf/— ),^'c)(/y2  4-  d'~—  a^'  —  r'-)  —  {ad  —  Abc)\lq, 

44)      {    p?"=(2).  +  2A3)rti(Y/—   («2+^,2)(^2^f^2)).9. 
_|->2(«2__    ^,2^2_y(^2_^2)^Q^ 

\  p t'"  =  —  2 /  ( ad  —  / bc)[bd  —  / ac ) , 

formules  où  p  désigne  le  facteur  de  proportionnalité  qui  indique 
que  les  rapports  seuls  de  /,  t\  t'\  f'"  sont  déterminés. 

Pour  que  les  formules  s'appliquent  à  des  angles  réels,  il  suffira 
de  remarquer  que,  le  module  de  X  étant  l'unité,  on  doit  poser 

On  aura  alors 


y/Q  =  c'-'?  s^k  sin-  a^  —  B  cos^  ^ , 

A  et  lî  étant  les  quantités  définies  par  les  formules  (16). 

On  voit  que,  si  la  théorie  du  quadrilatère  se  ramène  à  celle  d'une 
courbe  du  troisième  degré,  le  mouvement  réel  cjue  peut  prendre  le 
quadrilatère  articulé  correspond  au  déplacement  d'un  point  sur 
une  branche  imaginaire  de  la  courbe. 

J'ajouterai,  en  terminant,  C]ue,  toute  courbe  du  troisième  degré 
pouvant  être  représentée  et  d'une  infinité  de  manières  par  deux 
équations  de  la  forme  (4o),  tous  nos  systèmes  de  formules  sont 
applicables  par  cela  même  à  la  courbe  générale  du  troisième  degré. 

— îKinHlil — ^    
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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

LEMONNIER  (II.).  —Mémoire  sur  l'élimination.  10-4",  92  p.  —  Paris,  1879. 

Le  travail  de  M.  Lemounier  est  divisé  en  trois  Parties,  consa- 
crées, la  première  à  l'étude  des  procédés  d'élimination  dus  à  Euler, 
Sylvester,  Bézout,  Cauchy,  Cayley,  et  de  la  liaison  de  ces  procé- 
dés, la  seconde  à  l'étude  des  polynômes  qu'il  convient  de  former 
de  proche  en  proche  pour  obtenir  les  conditions  nécessaires  à 
l'existence  de  p  racines  communes  aux  deux  équations  données 
et  l'équation  aux  racines  communes,  la  troisième  enfin  à  la  réso- 
lution de  deux  équations  entières  à  deux  inconnues  ;  l'auteur  se 
borne  d'ailleurs  aux  racines  communes  ayant  des  modules  finis 
et  aux  solutions  communes  pour  lesquelles  les  inconnues  ont  des 
valeurs  finies,  déterminées. 

Relativement  à  la  méthode  d'Euler-Sylvester,  il  en  énonce  le 
résultat  sous  la  forme  suivante  : 

Etant  données  deux  équations  entières  enx,  F(a:)  =.o,f(x)  =  o, 
de  degrés  inel  n[in^n),  soient  considérées  les  m-r-n  —  2» -f- 2 
équations 

/•(.r)  =  o,  F(.r)=o, 

xf[.T)z=o^  xY{.t)  =  o, 


.T'"-Pf{x}z=o,     x"-pF{.t)  =  o; 

si  l'on  égale  à  zéro  les  déterminants  formés  des  coefficients  de 
.rP, .  .  . ,  x"'+"~^  dans  ces  équations,  en  y  associant  tour  à  tour  ceux 
de  xP~',  x''~^,  .  .  .^  X  et  .r",  les  p  relations  posées  par  là,  entre  les 
coefficients  de  ¥[x)  et  de  f{x)^  sont  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  équations  proposées  aient  p  racines  com- 
munes, finies,  déterminées,  sans  en  avoir  davantage,  pourvu  que 
le  déterminant  formé  des  coefficients  de  x?",  .rP"*"',.  ..,.x"'+"  "''"',  dans 
les  équations 

f[x)=o,  F(.r)=o, 

.Tf[  X  )  =rr  O  ,  .r  F  (  .r  )  =  G, 


x"'-P-'f{.r)  =  o,      .r"-P-'F{x)  -■  o, 
solidifièrent  de  zéro. 

Jh/U.  des;  Sciences  mnthém.,  2'  Série,  t.  III.  (Avril  1879. 
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De  plus,  l'cqualion  aux  racines  communes  s'obtiendra  par  l'éli- 
niination  de  :r''+%  .r''+',. . .,  x"''^"~p~^  entre  ces  m-\-  71  —  ap  der- 
nièreséqualions.  Pourfairerélimination,on  pourra  prendre  le  déter- 
minant des  coefficients  de  jf^,  x^'^*  ^...,  x"'+"~p~*  dans  les //i  4- «  —  2/? 
équations  et  le  développer  par  rapport  aux  coellicieiitsde  x^.  Si  l'on 
multiplie  les  équations  respectivement  par  les  multiplicateurs  de 
ces  coefficients,  et  que  l'on  ajouteles  résultats,  l'équation  qui  s'en- 
suivra sera  l'équation  aux  racines  communes.  Les  coeificients  de 
x'',  j:^~',.  . .,  .r,  x"  y  seront  le  déterminant  considéré  et  ceux  qui 
en  résultent  quand  on  y  remplace  tour  à  tour  la  colonne  des  coef- 
ficients de  xP  par  celles  des  coefficients  de  xp~\  .r''~^,. . .,  a:  et  x^. 

]M.  Lemonnier  applique  cette  règle  à  la  formation  des  plus 
grands  communs  diviseurs  I^j,  R2,  R?,  . .  .  deF(jt:)  et/'(a:),  qui  ré- 
pondent successivement  aux  liypotlièses  de p  =  7i  —  i,  p  =  «  — 2, 
V  =  n  —  3,  . .  .,  et  remarque  tout  d'abord  que  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  avoir  p  racines  communes  sont  que  les 
coefficients  de  R„_p4.i  soient  nuls  sans  que  le  premier  coefficient  de 
J\„_p  le  soit;  dans  ces  conditions,  le  polynôme  R„_p  fournit  les  p 
racines  communes  aux  deux  équations  et  divise  tous  les  poly- 
nômes R  d'indices  inférieurs,  tandis  que  les  polynômes  d'indices 
supérieurs  sont  idenliquement  nuls. 

L'auteur  compare  ensuite  les  polynômes  R  à  ceux  que  l'on  ob- 
tient, comme  restes  successifs,  en  procédant  par  la  méthode  des 
divisions  à  la  recherclie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
T [x]  et  f{jc)^  et  établit  entre  trois  polynômes  R  consécutifs  la 
relation  générale 

où  ap  désigne  le  premier  coefficient  de  R^;  quant  aux  premiers 
polynômes  R,  ils  sont  liés  aux  polynômes  ¥[x)iilf{x)  par  les 
relations 

H(  — v+i          m  —  n 
ou    ■ 

«'"-"+' F(.r)=/(^)Q -h  R,l-l)      ■'■  ^    , 

aJ/(.r)  =  R,Q,=:.«"'-"-^'R,(-i 


m-  "+1 


il   désignant   1(î  premier  coellicient   de /"(.r)  et  l'exposant  de  —  i 
dans  les  deux  équations  étant  entier. 

(_)n  peut  r(Mnar([uer  en  outre  fjue  si  l'on  nppli([ue  aux  polynômes 
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Rp,  Rp^i  le  même  calcul  qu'aux  polynômes  F(a)  alj  (a  ),  ou  ol)- 
tient  des  polynômes  R'^^.,,  R],+3,  ••.,  qui  ne  di  lièrent  des  poly- 
nômes Rp+25  Rp+:<i  •  •  •  que  par  les  facteurs  a',^  r/^',  .... 

Le  procédé  de  Bézout-Cauchy  conduit  à  un  autre  uiode  de  cal- 
cul, souvent  plus  pratique,  des  polynômes  R,  ou  plutôt  de  poly- 
nômes qui  n'en  dilFèrent,  tout  au  plus,  que  par  le  signe. 

Les  relations  établies  entre  les  polynômes  F  (a),  f{jc')^  Ri, 
R2,  .  .  .  dans  le  cas  où  m  —  n  =  i  montrent  que  ces  polynômes 
forment  une  suite  de  Sturm;  en  prenanty(.r)  =:  F'(,?'  ),  on  pourra 
les  utiliser  pour  la  détermination  des  racines  comprises  entre  deux 
limites,  en  sorte  que,  si 

V   =  A.r"'     +  A,./'""-'  +...-+-  A„„ 
V,  =«.»•"'-'  -(-  «,./"'-2  +  .  .  .  +  «„,_,, 

Vj  étant  la  dérivée  de  \  à  un  facteur  positif  près,  si  (;n  outre 

<?.*■"'"'  H-  c,.r"'-~-  -t-  .  .  .  H-  c,„  =  o, 


sont  les  équations  déduites  de  \  et  de  Vj  par  le  procédé  de  Bézout, 
les  fonctions  \  ,,  ^  3, .  .  .  de  la  suite  ordinaire  de  Sturm  reviendront 


aux  polynômes 

R.  = 

a 
b 

b     h,   1 

x"" 

~-  +  . 

..+ 

I   n 

!  ^ 

bm-i 

' 

a 

«1      (1.,      [ 

a  .7,    «3 

fl     «,      «,„_!      ! 

R^^ 

b 

! 
^1    *2    1    •i'"'"'  + 

b   b,    b. 

i'"-^  -f- .  . 

.  ■+- 

^  ^>  6«,-^, 

c 

i 

c    c, 

'T.      1 

<^     <•,      «-m-i      ! 

ou,  sous  une  autre  forme 

,  aux  poly 

nômes 

0 

a       a,    1 

0 

n 

a. 

R,  = 

«1 

a      a,       .t'"-''  - 

t- 

a 

«1 

(1, 

.r'"" 

-'+ 

.  .   .  , 

A 

A,     A,   i 

A 

A, 

k. 

0 

on      a,    a. 

0 

0      a 

^1 

«1 

0 

a     0|    a^    «3 

0 

a     n 

a. 

«i 

R,= 

a 

(7,      rt;     0:^     «4 

X 

"-'  -+- 

a 

a,    a^ 

('i 

^5 

X'"-'  +.... 

A 

A,   Aj  A,  A4 

A 

A,    A 

A. 

A, 

0 

A    A,    A,  A3 

0 

A     A 

A, 

A, 

10. 
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M.  Lemonnîer  constate  ensuite  que  les  premiers  coefficients  de 
ces  polynômes  Rj,  R,,.  .  .,  lorsque /(x)  est  la  dérivée  de  F(x), 
sont  précisément,  au  cas  de  A  =  i ,  les  nombres  p^  de  M.  Borcliardt, 
savoir 


où  Si    désigne  la  somme   des  puisances  de  degré  /  des  racines  de 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie  dulMémoire,  on  montre  quel  parti 
on  peut  tirer,  pour  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  in- 
connues X,  y  de  la  formation  des  polynômes  R  obtenus  en  éli- 
minant X,  polynômes  dont  les  coefficients  sont  maintenant  des 
fonctions  en  j^;  M.  Lemonnier,  en  suivant  une  méthode  dont  le 
principe  est  dû  <à  M.  Bouquet,  évalue  le  degré  maximum  de  j 
dans  chacun  des  coefficients  de  ces  polynômes, 

La  comparaison  du  procédé  de  résolution  de  deux  équations 
donné  dans  ce  travail  avec  celui  qui  est  dû  à  M.  Labatie,  ainsi  que 
plusieurs  applications  numériques  par  lesquelles  l'auteur  termine, 
en  met  nettement  les  avantages  en  évidence. 


SCHERING  (E.).  —  Analvtisciie  Théorie  »er   Determinanten.  Gottingen, 
1877.  In-4°,  4'  pages  ('). 

L'auteur  reprend  la  théorie  des  déterminants  à  son  début.  Il 
représente  un  ([uclconque  des  «^  éléments  d'un  déterminant  du 
^^iùiiie  QYàrc  par  la  notation  suivante  : 

E//,//, 

où  les  i  et  les  /  désignent  les  rangs  respectifs  de  la  ligne  horizontale 
et  de  la  colonne  verticale  auxquelles  appartient  l'élément  considéré  ; 
si  maintenant  on  considère  deux  éléments  didérents,  les  deux  lignes 


(')   À'ihandlKiii^rii  (1er  Kiiii^l.  Ccsellsclud!  ilcr  H  isscii^cliiifli'ii,  1.  X\I1. 
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et  les  deux  colonnes  correspondantes,  la  disposition  des  deux  lignes 
sera  semblable  à  celle  des  colonnes,  si  la  première  colonne  suit  ou 
précède  la  deuxième  colonne  en  même  temps  que  la  première  ligne 
suit  ou  précède  la  deuxième  ligne,  et  dissemblable  dans  le  cas  con- 
traire. Un  terme  du  déterminant  est  le  produit  de  n  éléments  quel- 
conques ,  multiplié  par  autant  de  facteurs  égaux  à  —  i  qu'on 
trouve  de  dispositions  dissemblables  dans  les  lignes  et  les  colonnes, 
en  prenant  deux  éléments  quelconques  de  ce  terme,  et  multiplié 
par  zéro  si  deux  éléments  appartiennent  à  la  même  ligne  ou  à  la 
même  colonne^  le  déterminant 

est  la  somme  de  tous  les  termes  ainsi  obtenus. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  déterminant 
et  désignons  respectivement  par 

«1,  fil,  ■  ■  ■ ,  ytii 
et  par 


les  premiers  et  les  seconds  indices  correspondants  des  éléments  qui 
entrent  comme  facteurs  dans  le  terme  considéré,  indices  relatifs, 
les  premiers  aux  lignes  horizontales,  les  seconds  aux  ligues  ver- 
ticales, et  pris  les  uns  parmi  les  nombres 

et  les  autres  parmi  les  nombres 

ne  différant  même  de  ces  nombres  que  par  l'ordre,  si  le  terme  con- 
sidéré est  un  terme  propre  (non  allbcté  du  coefficient  zéro);  puis 
introduisons  une  fonction  3  définie  par  les  propriétés  suivantes  : 

3(^7)  =  t,         pour  .r^o, 
3  (  .r  )  =:  —  I ,     pour   :»;  <^  G . 
3(o)  =^o, 
3(^j)  =  3W3(j). 

On  reconnaîtra  sans  difficulté  que  le  terme  considéré  pourra  se- 
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n^  X  ri  n  ■ 


n  jii'"'- ''iH^i'-h]- 


/,  =  2         ?  =  I 


En  faisant  la  somme  de  tous  les  termes  analogues,  on  obtient  le 
déterminant.  Cette  sommation  peut  d'ailleurs  s'ellectuer  de  diverses 
manières  :  on  peut,  par  exemple,  regarder  le  déterminant  eomme 
une  somme  «"p''^  dont  les  termes  s'obtiendront  en  attribuant  sépa- 
rément, dans  la  formule  précédente,  aux  indices  n  toutes  les  va- 
leurs //j,  //,,  ,  .  . ,  //„,  ou  aux  indices  y.  toutes  valeurs  ^j,  /fg,  .  .  . ,  A„; 
ou  encore  comme  le  résultat  de  deux  sommations  /^"p'*^^  dont  les 
termes  s'obtiendront  en  attribuant  séparément,  dans  la  même  for- 
mule, les  valeurs  Aj,  7?2,  ...,//„  et  les  valeurs  Â, ,  Ag,  .  .  . ,  A„  aux 
indices  n  et  x.  Dans  ce  dernier  cas,  le  résultat  doit  être  divisé  par 
I.U.3..  ./i,  car  chaque  terme  propre  du  déterminant  se  trouve 
évidemment  répété  ce  nombre  de  fois.  Il  est  à  peine  utile  d'ajouter 
que  les  propriétés  élémentaires  des  déterminants  résultent  immé- 
diatement de  ces  formules-,  de  même,  l'introduction  de  la  fonc- 
tion 3  et  des  produits  de  différences  d'indices  permet  à  M.  Scliering 
de  donner  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passe  d'un  déter- 
minant 

E;//,,  //„  . . .,  //„  I  /,,  /,,  . . .,  k„] 

i\  \\n  autre  déterminant 

E'«,,  >î„    ....  ■/-,„  I  y-i,   y,,    .  .  .,   '/.„). 


où  les  indices 


V.,,     -/■:, 


ne  diffèrent  respectivement  que  par  la  façon  dont  ils  sont  rangés 
des  indices 

//,,   Ili,    ...,//„;      /,,    /■.,    .  .  .,   /"„; 

la  convention 

3  (o)  =1--  o 

permettra  même  détendre  ces  forniules  au  cas  où  les  premiers  in- 
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dices,  étant  seulement  assujettis  à  être  pris  parmi  les  seconds,  ne 
sont  pas  tous  nécessairement  diiïérents. 

A  la  somme  Ji"^^",  qui  constitue  le  déterminant,  peut  être  substi- 
tuée une  somme  de  produits  de  sommes  v"p''^^  par  des  sommes 
n  —  v"pi<=s  .  l'aiitem-  est  ainsi  conduit  à  des  formules  générales  qui 
donnent,  sous  diverses  formes,  la  décomposition  d'un  déterminant 
d'ordre  Ji  en  produits  de  mineurs  d'ordre  Ji  —  v  par  des  mineurs 
d'ordre  v;  ces  formules  se  généralisent  et  conduisent  à  la  décom- 
position d'un  déterminant  en  sommes  de  produits  de  trois  déter- 
minants mineurs,  etc. 

Le  cas  où  les  premiers  indices  //j,  Z/^,  ...,//„  ont  les  mêmes  va- 
leurs que  les  seconds  Aj,  /\\,  •  •  •  ■>  f^'n-,  en  sorte  que  l'on  ait 

/i).  =  ^,\,     pour     >  =  I,  2,  ...,«, 

conduit  à  des  conclusions  intéressantes. 

L'auteur  nomme  cycle  de  couples  d'indices  une  suite  de  couples 
d'indices  h  et  k  tels  que  le  premier  indice  de  chaque  couple  soit  égal 
au  second  indice  du  couple  précédent,  le  dernier  indice  du  dernier 
couple  étant  égal  au  premier  indice  du  premier  couple;  le  nombre 
de  couples  qui  entrent  dans  un  cycle  simple  est  l'ordre  de  ce  cycle. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'un  système  de  couples  de  valeurs 

où  les  Y)  sont  différents  entre  eux,  ainsi  que  les  z,  mais  où  les  pre- 
miers nombres,  à  l'ordre  près,  ont  les  mêmes  valeurs  que  les  se- 
conds, peut,  en  rangeant  les  couples  convenablement,  être  décom- 
posé en  cycles  simples  dont  les  ordres  ont  une  somme  égale  à  n-^ 
chaque  couple  entre  dans  un  seul  de  ces  cycles  ;  enlin  la  décompo- 
sition ne  peut  s'eifectucr  que  d'une  seule  manière.  Le  signe  d'un 
terme  du  déterminant  est  -+-  ou  — ,  selon  que  le  nombre  de  cycles 
simples  qui  composent  la  série  de  couples  d'indices  qui  le  caracté- 
risent est,  ou  non,  de  même  parité  que  l'ordre  du  déterminant,  ou 
encore  selon  que  le  nombre  de  cycles  d'ordre  pair  est  pair  ou 
impair. 

Ces  considérations  sont,  dans  le  Mémoire  de  M.  Schering,  appli- 
quées avec  succès  aux  déterminants  symétriques  gauches. 

Si,  en  général,  on  considèie  un  cycle  du  second  ordre,  chacun 
des  couples  qui  le  conslilue  est  dit  i/n'c/sc  de  l'autre.  Il  est  clair  (jiie, 
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si  dans  un  terme  quelconque  d'un  déterminant  on  remplace  chaque 
couple  d'indices  par  son  inverse,  on  obtiendra  un  terme  diilérent 
ou  non,  selon  que,  parmi  tous  les  cycles  dans  lesquels  on  peut  dé- 
composer la  série  de  couples  d'indices  qui  caractérise  ce  terme,  il 
y  aura,  ou  non,  un  cycle  au  moins  d'ordre  supérieur  au  second. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  déterminant  considéré  soit  sy- 
métrique gauche,  d'ordre  pair,  on  voit  aisément,  au  moyen  de  ce 
(ui  précède,  que  les  seuls  termes  qui  ne  se  détruisent  pas  dans  le 
développement  du  déterminant  sont  ceux  où  les  cycles  dans  les- 
quels se  décompose  la  série  de  couples  d'indices  sont  tous  d'ordre 
pair. 

Une  dernière  considération,  celle  du  partage  d'un  cycle  d'ordre 
pair  en  deux  moitiés,  formées,  l'une  au  moyen  des  couples  qui, 
dans  le  cycle,  occupent  un  rang  impair,  l'autre  au  moyen  des 
couples  de  rang  pair,  moitiés  qui  sont  ainsi  composées  chacune 
d'éléments  tous  dillerents  entre  eux,  identiques,  à  l'ordre  près,  aux 
éléments  de  l'autre  moitié,  conduit  l'auteur  à  une  formule  dans 
laquelle  n'entrent  explicitement  que  les  termes  où  la  série  de 
couples  d'indices  se  décompose  en  cycles  d'ordre  pair,  et  lui  per- 
met enfin  de  mettre  le  déterminant  symétrique  gauche  sous  la 
forme  d'un  carré  parfait.  J-   T. 


MÉLANGES. 

QUELQUES  THÉORÈMES  NOUVEAUX  SUR  L'HYPOCYCLOÏDE 
A  TROIS  REBROUSSEMENTS; 

Pau  m.  s.  KAMOFi, 
à  Vienne. 

Dans  un  IMémoire  publié  dans  les  Sitzu/igsberichle  de  l'Aca- 
démie impériale  des  Sciences  de  \ienne  (numéro  de  juin  1878, 
IP  Section),  j'ai  essayé  de  déduire,  par  une  méthode  qui  n'avait  pas 
encore  été  employée,  les  propriétés  les  plus  essentielles  et  déjà  con- 
nues de  cette  courbe,  étudiée  avec  détail  d'aboixl  par  Steiner  et  en- 
suite par  Cremona.  A  l'aide  de  cette  méthode,  qui  repose  sur  des 
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théorèmes  susceptibles  d'une  grande  extension,  concernant  les 
groupes  de  points  de  la  circonférence  du  cercle,  j'ai  établi,  dans 
la  présente  Note,  un  certain  nombre  de  nouveaux  théorèmes  qui 
pourront,  je  crois,  offrir  assez  d'intérêt  pour  obtenir  une  place  dans 
le  Bulletin. 

Soient  H^  l'hypocycloïde  en  question,  /•  le  rayon  et  m  le  centre 
du  cercle  qui  lui  est  triplement  tangent. 

Le  segment  intercepté  par  la  courbe  elle-même  sur  une  tan- 
gente est  1  r. 

1.  Si  d'un  point!  du  pla/i  on  mène  les  trois  tangentes,  et 
que  f,,  t.y,  ts  soient  les  segments  compris  entre  I  et  les  points  de 
contact,  on  aura 

?i  sin  ?2  t-f,  =  tr^  sin  ^3 1^  ^  t-^  sin  ^1  t.i . 

2.  Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à  H^,  le  centre  de 
son  cercle  circonscrit  sera  à  la  même  distance  de  m  que  le 
point  de  concours  de  ses  trois  hauteurs . 

3.  Deux  triangles  circonscrits  à  H^,  et  tels  que  les  côtés  de  l'un 
soient  respectivement  perpejidiculaires  aux  côtés  de  l'autre,  au- 
rojit  le  même  point  de  concours  des  trois  hauteurs . 

4.  Si  V on  désigne  par  /'),  /'o  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
à  ces  deux  triangles,  on  aura  toujours 

n  +  '■]  =  4'-'- 

6.  Les  troisièmes  tangentes  r',  t",  t'",  menées  à  \i\  des  sommets 
d' un  triangle  circonscrit  t' t" t!" .^  sont  également  inclinées  sur  les 

côtés  opposés  du  triangle  f ,  et  font  avec  eux  l'angle  arc  sin  —  • 

Elles  forment  un  triangle  semblable  à  t' t"  t'" .,  dont  le  cercle  cir- 

conscrit  a  pour  rajon   — — -  et  pour  centre  le  point  de  concours  des 


hauteurs  du  triangle  t. 


:^ 


6.    On  obtient  le  même  triangle  t,  en  partant  d'un  triangle  f. 
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dont  les  côtés  sont  des  tangentes  perpendiculaires  aux  côtés  du 
précédent. 

7.  Par  les  points  d'intersection  x't\  i" t" ^  x'" t'" .,  si  nous  menons 
encore  des  tangentes  x , ,  z\ ,  x"[  à  la  courbe,  ces  tangentes  forme- 
ront un  triangle  dont  les  angles  sont  les  doubles  ou  les  supplé- 
meiiLs  des  doubles  de  ceux  du  triangle  t,  et  dont  le  rajon  du 
cercle  circonscrit  est   le  même  que  celui  du  triangle  t. 

8.  Soit  un  ijuadrilatere  t\t.it^t;^  circonscrit  à  la  courbe. 
La  droite  R  qui  joint  les  nnlieux  des  diagonales  de  ce  quadri- 
latère est  parallèle  à  sa  tangente  opposée  ('),  et  située  à 
égale  distance  de  cette  tangente  et  de  V axe  de  la  parabole  in- 
scrite au  quadrilatère. 

Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  quatre  triangles  se  trouvent  eux-mêmes  sur  un  cercle. 
Soit  S.j^  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  ces  quatre 
points.  De  plus,  les  quatre  cercles  en  question  se  coupent  en  un 
point,  dit  \e point  de  A/iquel  du  quadrilatère. 

Dans  un  pentagramme,  on  sait  que  les  cinq  points  de  jMiquel  de 
ses  quadrilatères  sont  situés  sur  un  môme  cercle,  le  cercle  de 
Jliquel  àa  pentagramme. 

9.  Le  cercle  de  Miquel  de  tout  pentagramme  circonscrit  à  H'  dé- 
génère en  une  droite  {gy). 

10.  Soient  t,.)t.2^  ?3,  i-, ,  ^5  cinq  tangentes  de  notre  courbe;  les 
points  Sj4  des  cinq  quadrilatères  t  sont  situés  sur  un  cercle  et  y 
déterminent  un  pentagone  dont  les  angles  sont  égaux  à  ceux  du 
pentagramme  t.  Sur  ce  cercle  est  situé  aussi  le  centre  de  la  sec- 
tion conitjue  tangente  aux  cinq  t. 

1 1 .  Le  produit  des  axes  de  cette  dernière  conique  est  égal  à 


(')  r'oir  Chemo.va,  liitroduziuiie,  67,  V,  où  est  déliiii  \i: puiiit  opposé  un  tjiiadrilalùre 
se  réduisuiil  ù  une  druilo. 
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'■|23  5  f'i-iii  '  •  •  désignant  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  I it.tj^  t^t^t,^  .... 

Si  l'on  désigne  par  M  le  centre  du  cercle  mentionné  ci-dessus, 
qui  appartient  à  un  quadrilatère,  les  cinq  points  M  d'un  penta- 
gramme  sei'ont  situés  sur  un  cercle,  que  nous  nommerons  My. 

12.  La  droite  ^\,  mentionnée  plus  haut,  appartenant  à  t\ .  .  .  t^^ 
passe  par  le  centre  de  My.  Ce  centre  et  celui  du  cercle  des  S^  sont 
situés  sur  une  droite  passant  par  ni^  de  telle  sorte  que  la  distance 
de  m  au  premier  est  double  de  la  distance  de  m  au  second. 

13.  Les  tangentes  Z, , .  .  . ,  t^  Jorment  par  leur  combinaison  dix 
triangles.  Les  intersections  des  hauteurs  de  ceux-ci  sont  les  som- 
mets d'un  pentagr anime  complet,  qui  jouit  de  propriétés  remar- 
quables. Ses  divers  quadiilatères  ont  des  droites  R  (  voir  le 
n°8),  qui  sont  perpendiculaires  aux  cinquièmes  côtés  respectifs 
du  pentagramme.  Les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  ses 
dix  triangles  sont  situés  sur  le  cercle  triplement  tangent  à  la 
courbe  W\  donnée  et  qui  a  pour  centre  m.  Le  produit  des  axes  de 
la  conique  tangente  aux  cinq  côtés  de  ce  pentagramme  est  égal  à 


8/'-y/cOS?l?2  COS^l^J  COS^i^i  .  .  .  COS/3^^  008^3^5  COS^4  t^, 

La  conique  qui  touche  les  tangentes  t, , .  .  . ,  t-  de  H^  a  encore  une 
autre  tangente  commune  avec  H^,  puisque  H^  est  de  la  troisième 
classe.  J'appellerai  cette  sixième  tangente  tangente  adjointe  des 
cinq  premières. 

14.  La  droite  g^  du  pentagr anmie  t  touche  également  la  co- 
nique inscrite,  et  est  parallèle  à  la  tangente  adjointe  du  penta- 
gramme. 

15.  Si,  avec  six  tangentes  de  \\\  onjorme  un  hexagramme  de 
Brianchon,  deux  triangles  complémektaires  quelconcjues  de  cet 
hexagram,me,  c'est-à-dire  deux  triangles  contenant  à  eux  deux 
les  six  côtés  de  la  figure,  auront  deux  cercles  circonscrits  d'égal 
rayon. 

16.  Soit  f  f  .  .  .  /fi  un  hexagramme  quelconque  circonscrit  à  H^  ^ 
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les  droites  t/ui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  divers  couples 
de  triangles  complémentaires  de  cet  hexagramme  concourent  en 
un  même  point,  qui  est  leur  milieu  commun. 

17.  Soient  t, , .  .  . ,  iffi  six  ta/igentes  quelconques  <ie  H^  ;  les  centres 
des  six  coniques  tangentes  aux  droites  ?,  prises  cinq  à  cinq,  sont 
situés  sur  un  cercle  et  forment  sur  ce  cercle  un  hexagone,  dont 
les  angles  sont  égaux  à  ceux  que  forment  entre  elles  les  droites  t. 
Le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  d'intersection  des  six  cercles  S^ 
(  voir  plus  liaut),  et  son  rajon  est 

r  sin  (  pi  +  p.,  +  p.3  -^  p.^  +  f/.5  +  p-c  ) , 

(X| ,  f^o,  •  •  •  ?  /^6  désignant  les  angles  que  font  les  t  avec  une  même 
tangente  de  rebroussement  de\{\. 

48.  ^  cinq  quelconques  des  six  tangentes  t  correspond  une 
tangente  adjointe,  et  chacune  de  ces  tangentes  adjointes  fait  le 
même  angle  avec  la  sixième  tangente  t  correspondante . 

19.  Si  l' on  considère  dix  tangentes  de  notre  courbe,  les  tan- 
gentes adjointes  de  deux  pentagrammes  complémentaires  quel- 
conques se  coupent  sur  une  nouvelle  tangente  <ieHJ,  qui  est  la 
TANGEKTE  ADJOINTE  du  décagramme  ('  ). 

Etc.,  etc. 

20.  Tous  les  triangles  circonscrits  à  H^  et  semblables  à  un 
triangle  donné  ont  les  centres  de  leurs  cercles  circonscrits  situés 


su?'  un  cercle  de  centre  m  et  de  rajon  r\J  i  —  8cosa,  cosao  cosa^, 
«1,  «25  ^3  étant  les  angles  du  triangle.  Sur  le  même  cercle  sont 
situées  aussi  les  intersections  de  hauteurs  de  tous  ces  triangles,  et 
leurs  droites  d' Euler  ew^eloppent  une  seconde  courbe  HJ,  située 
symétriquement,  par  rapport  à  m,  avec  la  cou/be donnée. 

Quelques  autres  théorèmes  sont  relatifs  aux  coniques  triplement 
tangentes  à  la  courbe. 


(')  Le  théorème  mènerai  conospoiidaiit  se;  Iroiive  dans  le  Mémoire  cité. 


MÉLANGES.  141 

21 .  Toutes  les  coniques  triplement  tangentes  (  '  )  sont  des  el- 
lipses V,  et  leurs  triaji^les  de  tangentes  communs  avec  H^  ont 
tous  le  rayon  ir  (^et  par  suite  le  plus  grand  rayon  que  puisse 
avoir  un  triangle  circonscrit  à  H^  ). 

22.  D'un  poijit  du  plan  on  mène  trois  normales  à  la  courbe. 
Leurs  pieds  sont  les  points  de  contact  avec  H^  d' une  ellipse  \ ^ 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  la  droite  P,„. 

23.  udutour  d'un  point  quelconque  I  du  plan  comme  centre 
on  peut  décrire  une  ellipse  V  et  une  seule.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont  r  -\-  h  et  r  —  //,  h  désignant  la  distance  du  point  I  au 
point  m. 

24.  Par  deux  points  du  plan  on  peut  faire  passer  neuf  ellipses 
[réelles  ou  imaginaires)  triplement  tangentes  «  H^. 

25.  Toutes  les  ellipses  triplement  tangentes  V,  dont  les  centres 
remplissent  une  droite  g.,  ont  un  point  commun.  Chacune  d'elles 
coupe  la  courbe  Yi\  en  deux  points,  et  les  deux  tangejites  à  H^ 
menées  en  ces  points  ont  un  point  d'intersection;  tous  ces  points 
d' intersection  sont  eux-mêmes  situés  sur  une  ellipse  V.  Le  centre 
de  celle-ci  est  le  pôle  de  g  par  rapport  au  cercle  m-. 

De  plus  : 

26.  Parmi  les  cojiiques  qui  touchent  trois  tangentes  de  H^,  il 
Y  en  a  trois  qui  sont  osculatrices  à  la  courbe  en  un  autre  point. 
I^es  trois  tangentes  aux  points  d' ose ulation  forment  un  triangle 
équilatéral  ayant  le  même  rayon  du  cercle  circonscrit  que  le 
triangle  formé  par  les  tangentes  données. 

Pour  terminer  cette  Note,  j'indiquerai  encore  quelques  lieux 
dont  la  recherche  me  paraît  être  le  premier  exemple  de  l'applica- 
tion des  méthodes  géométriques  à  des  problèmes  généraux,  relatifs 
à  des  courbes  d'ordres  supérieurs  (-). 

(')  ?"o//- Weyr,  Géométrie  der  ràunillchen  Erzeugnisse,  p.  lo,  Note  C,  art.  III. 
(^)  L'application    de   l'Analyse  à  ces   problèmes,  il  est  vrai,  a  été  déjà  indiquée, 
onlro  aulros  par  Lacroix,  et.  dans  le  Jouriinl  de  Sctilihin'lch,  t.  XIX,  par  M.  Fnnepor. 
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27.  En  chaque  point  de  \i\  il  existe  une  seule  conique  (') 
ayant  avec  la  courhe  un  contact  du  quatrième  ordre.  Je  trouve, 
pour  le  produit  des  axes  de  cette  conique,  la  formule 

?" 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

■  28.  Les  centres  de  toutes  ces  coniques  ayant  un  contact  du  qua- 
trième ordre  avec  H^  ont  pour  lieu  une  hjpocjcloïde  à  six  poijits 
de  rehroussement,  dont  trois  coïncident  avec  les  points  de  rebrous- 
sement  de  \\\. 

29.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  une  tangente 

donnée  t  de  la  courbe,   et  qui  ont  en  outre  avec  celle-ci,  en  u?i 

point  variable,  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  situés  sur  une 

hjpocjcloïde  à  cinq  points  de  rehroussement,  qui  sont  situés  sur 

5 
un   cercle  de  rayon  -  r.  Le  centre  de  ce  cercle  ou  le  point  de 

concours  des  cinq  tangentes  de  rehroussement  est  le  point  milieu 
de  la  droite  /ns^  s  étant  le  milieu  [-)  de  la  tangente  donnée. 

30.  En  un  point  P  de  la  courhe,  celle-ci  est  touchée  par  une 
infinité  de  coniques  ajant  un  contact  du  premier  ordre^  les 
centres  de  toutes  celles  qui  ont  avec  H^  un  contact  du  second 
ordre  ont  pour  lieu  une  hypocjcloïde  à  quatre  rebroussements . 
dont  le  cercle  a  pour  rajon  ir  et  pour  centre  le  milieu  de  la 
tangente  fixe  [en  P). 

31 .  Il  j  a,  de  plus,  une  infinité  de  coniques  ajant,  en  un  point 
P  c?e  H^,  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe  ;  le  lieu  des 
centres  de  celles  qui  touchent  encore  la  courhe  en  un  autre  point 
est  encore  une  hjpocjcloïde  à  trois  rebroussements  (HJ),  dont 
le  point  de  sjmétrie  divise  extérieurement  la  droite  ms  [s  étant 


(')  Pour  notre  courbe,  cette  conique  est  toujours  une  ellipse. 

(')  C'est  ainsi    que  Steiner   appelle  celui    des  points  d'intersection   de  t,   avec  le 
cercle  rn^  par  lequel  ne  passe  pas  la  tan{TGnte  perpendiculaire  à  t^. 
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le  MILIEU  de  la  tangente Jixe  en  P)  dans  le  rapport  de  3  I  i,  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  r. 

32.  Les  centres  de  toutes  les  conupies  qui  touchent  deux  tan- 
gentes données  de  11]  et  qui,  de  plus,  ont  avec  cette  courbe  un 
contact  du  second  ordre  ont  pour  lieu  une  hjpocy  cloïde  à  quatre 
rebroussenients,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  la  distance 
des  MILIEUX  des  deux  tangentes  jixes,  et  dont  les  sommets  sont 

situes  sur  un  cercle  de  rayon  — • 

•^         2 

33.  Les  cejitres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  trois  tan- 
gentes données  d'une  courbe  HJ  et  qui  touchent  encore  celle-ci  en 
un  autre  point  ont  pour  lieu  une  nouvelle  courbe  H],  dont  les 

sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  et  dont  le  centre  est 

au  milieu  de  la.  droite  qui  joint  m  au  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  des  trois  tangentes  données. 

Si  par  un  point  de  la  courbe  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  de  la 
parabole  qui  a  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe,  on  peut,  avec  Cayley,  appeler  cette  droite  Vaxe  de  dévia- 
tion ('  )  pour  ce  point  de  la  courbe.  On  a  alors  ce  théorème  : 

34.  Les  axes  de  déviation  pour  tous  les  points  de  notre  courbe]\\ 

enveloppent  une  épicy cloïde  à  six  rebroussemejits,   ayant  pour 

centre  m^   et    dojit  les   sommets  se    trouvejit   sur    un    cercle   de 

3/- 
rayon  — • 

On  trouve  aussi  a  jrriori  que  cette  courbe  coïncide  avec  celle  du 
tliéorème  28. 

35.  Le  paramètre  de  la  parabole  y-  =  -ipx  ayant  en  P  un 
contact  du  troisième  ordre  est 

ip  =  4 '■(si»  3  a)*, 


(')  T'oir  aussi  Tr.vmson.  Jnuriinl  dr  hinimlle,  t.  VI,  18^1, 
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fj.  étant  l'angle  de  la  tangente  en  P  avec  une  des  tangentes  de  re- 
broussenient . 

36.  Les  Joyers  des  paraboles  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  ont  pour  lieu  une  épicycloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment,  lesquels  coïncident  avec  ceux  de  \\\. 


SUR  UN  NOUVEL  APPAREIL  A  LIGNE  DROITE  DE  M.  HART  ; 
Par  m.  g.  DARBOUX, 

Dans  les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society 
(vol.  VIII,  p.  288),  M,  Hart,  qui  avait  déjà  trouvé  un  premier 
système  articulé  réalisant  avec  cinq  tiges  seulement  la  description 
mécanique  de  la  ligne  droite,  a  fait  connaître  une  nouvelle  solution 
du  même  problème  dans  laquelle  il  emploie  le  même  nombre  de 
tiges.  Le  nouvel    appareil    de  M.  Hart,  tout  à  fait    difïerent   du 


premier,  nous  parait  ofl'rir  le  plus  grand  intérêt.  Récemment 
M.  Kempe  l'a  retrouvé,  en  étudiant  une  question  plus  générale 
sur  laquelle  nous  aurons  l'occasion  de  revenir  (  *  ).  Pour  le  moment, 
nous  nous  proposons  d'exposer  la  métliode  de  M.  Hart,  en  la  géné- 


('  )  A.-B.  Kempe,  On  conjugale  Four-piece  Linhages  {Proceedings  of  the  London  Ma- 

tliematical  Society,  vol.  IX,  p.    i33.  n"  13'2). 
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lalisant  quelque  peu  et  eu  mettant  eu  évideuee  quelques  consé- 
quences très-simples  des  résultats  obtenus  par  l'auteur 

Soit  ABCDP  un  pentagone  articulé  lixé  par  les  deux  sommets 
A  et  B.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  deux  paramètres-, 
par  exemple,  on  peut  prendre  arbitrairement  les  angles  en  A  et 
en  B  ;  nous  achèverons  de  déterminer  ce  mouvement  par  la  condi- 
tion que  les  angles  en  C  et  en  I)  soient  égaux,  IVous  allons  voir  que 
cette  condition,  qu'il  serait  difficile  de  réaliser  mécaniquement, 
peut  être  remplacée  par  celle-ci,  que  deux  points  H,  E  convena- 
blement choisis  sur  AD  et  sur  BC  soient  maintenus  à  une  distance 
constante  et  par  conséquent  reliés  par  une  tige  de  longueur  conve- 
nable. 

En  efî'et,  déterminons  un  point  H  sur  AD,  par  la  condition 

DU  _  PC 
pI)  ~  CB* 

Les  deux  triangles  PHD,  PCB,  ayant  les  angles  C  et  D  égaux  par 
hypothèse,  seront  semblables^  on  aura  donc 

pii  _  pd  _  pii 
^'^  pc~cb~pb' 

(  2  )  angle  HPD  =  angle  PBC. 

De  même,  déterminons  un  point  E  sur  BC  par  la  condition 

CE       PD 
PC  ~ÂD* 

Les  deux  triangles  PDA,  PCE  seront  semblables,  et  l'on  aura 

CE  _  PC  _  PE 
^    '  PD~ÂD  ~  Xp' 

(  4  )  angle  APD  =  angle  PEC. 

Je  vais  démontrer  que  les  points  H  et  E  sont  à  une  distance  inva- 
riable. Mais  auparavant  je  désignerai,  pour  plus  de  netteté,  par  des 
lettres  les  diflérents  segments  de  la  figure.  Posons 

AB  =  a,      AH  =  b,      HD  =  i',     DP  =  fi , 
BE  =  r,      EC  =  t',      CP  — y. 
Bull,  des  Sciences  mathém,,   i^  Série,  t.  III,  (Avril  1879.)  II 
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Los  égaillés  ([),  (3)  nous  donmMit,  entre  ces  lignes,  les  relations 


bc  —  ch' 


d'où  l'on  déduit 

Posons 

(5)  //=/>/.-,      r'=r/,-, 
on  aura 

(6)  Py  =  hck[x  +  k), 

et  des  égalités  (i)  et  (3)  on  déduira  aussi 
PH  -3  PE 


\l) 


PB         r(H-/.)        PA        ^(i-+-A-: 


Cela  posé,  en  vertu  des  équations  (2),  (4),  les  angles  APIl,  UPE 
sont  égaux  comme  différences  d'angles  égaux,  et,  par  conséquent, 
les  angles  en  P  des  deux  triangles  HPE,  APB  sont  aussi  égaux.  On 
aura  donc,  en  désignant  par  P  leur  valeur  commune, 

He'=Ph'  +  Pe'—  2PH.PEC0SP, 

AB^  =  PÂ'+Pli"—  2PA.PBc()sP. 

En  éliminant  le  cosinus  inconnu  et  remplaçant  PH,  PE  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  ['])•,  on  trouve 

On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  triangles  APD,  BCP, 

AP'=  ;5-+ /y-(i  +  A- 1-— 2^(i -+- A)i5cos5, 

Q  désignant  la  valeur  commune  des  angles  C  et  D.  Eliminant  9,  oti 
trouve 

(8)  cyPÂ'—  bp^'=[hy  —  cp)bc[i-\-  h) 

el,  par  conséqutnit,  on  a 

HE  ^        ^      /  , —-i -7' 

br  (  1  -i-  A  !  I  -f-  A  ■ 


MÉLAiNGES.  ,47 

HE  esl  (loue  (Oiislanl,  comme  il  fallait  le  démoiilrei-,  el,  eu  dési- 
gnant par  d  sa  valeur,  on  a 


kla'-—d'-)=d'--{- 


hc 


Ainsi,  l'on  pourra  produire  ce  mouvement  particulier  du  penta- 
gone articulé,  dans  lequel  les  angles  C  et  D  variables  sont  con- 
stamment égaux,  en  réunissant  les  deux  points  H  et  E  par  une  tige 
de  la  longueur  d  définie  par  l'équation  précédente. 

Mais  alors  l'équation  (8),  donnant  une  relation  entre  les  dis- 
tances du  point  P  aux  deux  points  fixes  A  et  B,  est  l'équation  du 
lieu  du  point  P;  ce  lieu  est,  en  général,  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  la  droite  AB. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  remplace  PA,  PB  en  fonction  de  Pli, 
PE,  on  est  conduit  à  l'équation 

é|3  PË'  —  C7  Ph'=  hck  [by  —  c,?), 

et  l'on  voit  que,  si  au  lieu  de  fixer  A  et  B  on  fixait  H  et  E,  le  lieu 
de  P  serait  encore  un  cercle  ayant  son  centre  sur  HE.  En  étudiant 
plus  complètement  cette  figure,  on  retrouverait  les  systèmes  de 
deux  quadrilatères  semblables  considérés  par  M.  Kempe  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité. 
Si  l'on  a 

(10)  cy^bp, 

l'équation  (8)  deviendra 

2         2  /; 

PA  —  PB  =  -  ( i-h  /•  )  ( />7  —  c|5 ), 
V 

et  le  lieu  du  point  P  deviendra  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 
C'est  le  résultat  signalé  d'abord  par  M.  Hart.  On  a  alors 

d- 


a-  —  d^ 

p  = 

acd 

b' 

_      bd'- 
n-  —  d^ 

b  -+-  // 

ba'- 

«^-r/^' 

'-a^-d^' 

V  = 

ahd 

r' 

cd' 

r  -f-  c' 

rxî^ 

a'  —  d'  ' 

~  a-  -  d'  ' 

a'-  —  d'- 

I  I 
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Cette  remarquable  solution  laisse  donc  entièrement  arbitraires  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère  articulé  ABEH.  Le  lieu  du  point  P  est 
alors  défini  par  l'équatiou 


FA  —  PB  = 


a'[b^-c^' 


d' 


On  voit  que,  si  la  tliéorie  est  un  peu  longue,  le  résultat  est  extrê- 
mement simple. 

Dans  cet  appareil,  le  mouvement  de  PD  est  celui  d'une  droite 
dont  un  point  D  décrit  un  cercle  pendant  qu'un  autre  point  P  décrit 
une  droite.  Cherchons  si  l'on  peut  disposer  des  dimensions  des 
différentes  tiges  de  telle  manière  que  tous  les  points  de  cette 
droite  décrivent  des  ellipses.  Il  faudra  pour  cela  :  1°  que  la  droite 
décrite  par  le  point  P  passe  en  A;  2°  que  PD  =  AD. 

En  exprimant  ces  deux  conditions,  on  trouve 

c^  —  b-=  a-  —  r/-,      ba  =  cd, 

et,  par  conséquent, 

h  ^  d,      c=za. 

Alors  l'appareil  otlre  la  disposition  indiquée  sur  la  figure.  On  a 

AH  =  HE,     AB  =  BE,     AD  =  DP,     PC  =  CE. 
Si  l'on  prolonge  DP  d'une  longueur  DQ  =  DP,  le  point  Q  décrit  la 

Fig.  2. 


droite  AB.  Le  mouvement  de    la  barre  PQ  est  donc  celui  d'une 
droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux 
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droites  reclaiigulaîros.  Tous  les  points  invariablement  liés  à  PQ  et 
d'où  l'on  voit  PQ  sous  un  angle  droit  décriront  des  droites  passant 
par  A.  Les  points  de  PQ  décrivent  des  ellipses. 

Les  collections  de  la  Faculté  des  Sciences  contiennent  un  très- 
beau  modèle  de  cet  appareil,  exécuté  par  M.  Bréguet.  Ce  modèle 
est  disposé  de  telle  manière,  qu'au  lieu  de  fixer  les  points  A,  B  on 
peut  fixer  les  points  P  et  D.  Alors  tous  les  points  de  la  droite  AB, 
devenue  mobile,  décrivent  des  limaçons  de  Pascal. 

L'ellipse  et  le  limaçon  de  Pascal  sont  donc  des  courbes  que  l'on 
ptîut  décrire,  comme  la  ligne  droite,  par  l'emploi  de  cinq  tiges  seule- 
ment. 

Voilà  donc  une  première  conséquence  des  recherclies  de  M.  Ilart. 

Fig.  3. 


En  voici  une  seconde  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  en 
quelques  mots. 

Considérons  l'hexagone  articulé  ABDB'A'C  A,  dont  les  points  A, 
B  sont  fixes.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  trois  para- 
mètres. Achevons  de  le  déterminer  par  la  condition  que  les  angles 
C,  D  soient  égaux  et  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB.  Je  dis  que 
ces  deux  conditions  peuvent  être  remplacées  par  celle-ci,  que 
deux  points  N  et  P  convenablement  choisis  sur  AC,  BD  soient  à 
une  distance  invariable  ainsi  que  deux  points  ]N'P'  pris  sur  A'C, 
P/I). 

En  eH'ct,  menons,  par  A',  A'E  égaie  et  parallèle  à  B'D,  puis  EK 
égale  et  parallèle  à  DB.  La  figure  A'EKAC  st-ra  un  pentagone 
identique  à  celui  dont  nous  avons  étudié  le  mouvement,  les  angles 
en  C  et  en  E  étant  égaux.  Il  y  aura  donc  deux  points  M  et  L  sur 
EK  et  ACqui  seront  à  une  distance  invariable.  Si  l'on  prolonge  AL 
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jusqu'en  P,  et  qu'on  mène  NP  parallèle  à  AL,  le  quadrilatère  JNPBA 
sera  honiotliétique  au  quadrilatère  AKLM.  Un  aura  donc 

INP       AR       AB  — A'B' 


LM        AB  AB         ' 

jNP  sera  donc  constant  comme  LM. 

Par  raison  de  symétrie,  ou  en  répétant  le  même  raisonnement, 
on  reconnaît  qu'il  y  a  de  même  deux  points  JN',  P'  sur  A'C,  B'D  qui 
demeurent  à  une  distance  invariable,  en  sorte  que  le  mouvement 
de  l'hexagone  sera  déterminé  si  l'on  réunit  par  des  tiges  de 
longueurs  convenables  ces  couples  de  points  (jN,  P),  (jN',P'). 

Du  reste,  si  les  proportions  des  côtés  de  l'hexagone  et  par  con- 
séquent celles  des  côtés  du  pentagone  A'CAKE  sont  convenable- 
ment choisies,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

Â'C.CÂ==îrD.Ï5B, 

le  point  A'  décrira  une  droite  perpendiculaire  à  AB;  il  en  sera 
de  même  de  tous  les  points  de  A'B'.  On  aura  donc  réalisé  le 
mouvement  d'une  droite  demeurant  toujours  horizontale  pendant 
que  tous  ses  points  décrivent  des  verticales  (*  ). 

Il  est  clair  que,  si  l'on  réunit  dans  l'espace  deux  appareils  égaux 
de  ce  genre,  situés  dans  deux  plans  verticaux  faisant  un  angle  quel- 
conque et  reliés  par  leurs  points  A'  de  telle  manière  que  les  deux 

(')  Voici  quelles  sont  les  dimensions  des  différentes  tiges.  Posons. 

CA  1^/3.      DB  =1:  ■/,        AB  =  a, 
CA'=/3',     DB'=/,     A'B'^rt'. 


On  devi'ti  avoii' 
et  l'on  trouvera 


/SyS'— •/■/', 


AN:^-^    -/r'-//^',  up^ 


a  —  (I  ■/ 


^■^>=_j^yliipL,   i5'P'= 


n 

■//'  —  V  /i 

a  —  a' 

/5 

a' 

y/3-//5' 

fi 


NP 

— 

a 

fi 
—  1 

y 

iN'  P' 

= 

a' 

y' 

Au  i-este,  les  deux  quadrilatères  ABPN,  A'B'P'N'  sont  semblables,  les  côtés  homor- 
logiies  étant  AB  et  IV  P',  A'B'  et  NP,  A'N'  et  BP,  AN  et  B'P'.  Les  lignes  NP,  N'P 
sont  parallèles,  comme  AB  et  A'B'.  La  théorie  de  cette  figure  peut  également  se  rat- 
tacher aux  belles  recherches  de  M.  Kcmpe, 
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points  A'  décrivent  la  même  droite,  les  deux  droites  A'B'  déter- 
mineront un  plan  horizontal  dont  tous  les  points  décriront  des 
verticales.  On  pourra  poser  une  table  sur  ces  droites,  et  l'on  aura 
ainsi  la  disposition,  la  plus  sijuple  connue,  permettant  de  réaliser 
un  mouvement  parallèle  dont  les  applications  sont  évidemment  très- 
variées. 


RECHERCHES  SUR   UN   SYSTÈME  ARTICULÉ; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  le  n"  \33  des  Proceedùigs  of  ihe  London  Blailienialicai 
Society  (t.  IX,  p.  i33),  M.  Kempe  a  publié  des  reclierclies  très- 
intéressantes  sur  un  système  articulé  dont  voici  la  définition.  Con- 
sidérons deux  quadrilatères  articulés  MAPQ,  ]M,  N,  P(  Qi  reliés  aux 
points  A,  13,  C,  D  })ar  des  tiges  de  longueur  invariable,  comme 
l'indique  la  fig.  i.  On  voit  que  la  figure  présentera  huit  triangles 


Fi(].    I. 


invariables,  savoir  les  quatre  triangles  MAjN,  JNBP,  PC(^,  QDM 
construits  sur  les  côtés  du  quadrilatère  MISPQ  et  les  quatre 
triangles  M,  AN,,NiBP<,  P,CQi,  Qi  DM,  reliés  de  même  aux  côtés 
du  quadrilatère  M,  N,  P)  (^i .  11  est  clair  qu'une  telle  figure  formera 
en  général  un  solide  invariable  et  qu'il  sera  impossible  de  la  dé- 
former. En  effet,  supposons  qu'on  parte  d'une  position  quelconque 
du  quadrilatère  articulé  MNPQ.  On  pourra  construire  les  points 
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A,  B,  C,  D,  qui  sont  à  des  distances  connues  de  deux  des  points 
M,  N,  P,  Q,  puis  les  points  M,,  N,,  P,,  Q,,  qui  sont  aussi  à  des 
distances  données  de  deux  des  points  A,  B,  C,  D  précédemment 
déterminés.  Les  points  M,,N,,  P,,  Q,  une  fois  connus,  il  restera 
à  exprimer  que  les  longueurs  M,N,,  N,P,,  P,Qt,  QiM,  ont  des 
valeurs  données,  ce  qui  conduit  à  quatre  équations.  Or,  quand  le 
quadi'ilatère  MNPQ  se  déforme,  on  ne  dispose  que  d'une  arbitraire, 
1  un  de  ses  angles.  Si  les  quatre  équations  auxquelles  on  est  ainsi 
conduit  sont  satisfaites  par  des  valeurs  convenables  de  cette  in- 
connue, on  pourra  construire  une  ou  plusieurs  positions  de  la 
ligure;  mais,  si  l'on  veut  que  cette  figure  puisse  se  déformer,  il 
faudra  que  ces  éc[uations  se  réduisent  toutes  à  des  identités. 

M.  Kerape  s'est  occupé  du  seul  cas  intéressant,  de  celui  où  les 
équations  sont  des  identités  et  où  par  conséquent  la  déformation  de 
la  figure  est  possible.  En  employant  une  méthode  très-ingénieuse, 
il  a  deviné  un  grand  nombre  de  solutions  d'un  problème  qui,  à 
priori,  pourrait  paraître  n'en  avoir  aucune.  Néanmoins,  il  m'a 
semblé  qu'il  serait  intéressant  de  résoudre  d'une  manière  complète 
la  question  proposée  par  M.  Kempe.  D'abord  la  solution  en  offre 
un  grand  intérêt,  et  elle  permet  de  rattacher  à  une  théorie  générale 
les  deux  seuls  appareils  connus,  dus  tous  les  deux  à  ]M.  Hart,  au 
moyen  desquels  on  peut  décrire  une  ligne  droite  en  employant 
cinq  tiges  seulement.  En  second  lieu,  le  problème  est  si  compliqué 
et  les  équations  qui  expriment  les  liaisons  des  différents  points  sont 
si  nombreuses,  qu'on  peut  espérer  de  trouver,  en  le  résolvant,  une 
méthode  propre  à  donner  la  solution  des  autres  problèmes 
généraux  qui  se  présentent  en  si  grand  nombre  dans  la  théorie  des 
systèmes  articulés. 

La  marche  c|ue  j'ai  adoptée  repose  d'une  part  sur  l'emploi  des 
grandeurs  géométriques  dans  le  plan  et  sur  leur  expression  bien 
connue  au  moyen  d'une  variable  complexe,  et  d'autre  part  sur  les 
recherches  cjue  j'ai  publiées  récemment  et  d'après  lesquelles  la 
théorie  du  quadrilatère  articulé  est  identique  à  celle  d'une  cubique 
plane,  que  j'appellerai  cubique  associée  au  quadrilatère. 

Mais,  avant  de  commencer  ces  recherches  et  pour  les  rendre  plus 
faciles,  je  remarquerai  avec  INL  Kempc  une  espèce  de  symétrie  très- 
importante  cjue  présente  le  système  articulé.  On  peut  le  décom- 
poser de  trois  manières  diifércnles  en  deux  parties  ayant  la  même 
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relation.  H  y  a  d'abord  la  décomposition  primitive  qui  dérive  de  la 
considération  des  deux  quadrilatères  articulés  MNPQ,  IMi  A  ,  P,  (^, . 
Les  deux  séries  de  quatre  triangles  sont  alors  rattachées  aux  points 
A,  B,  C,  D.  Mais  on  peut  substituer  aux  deux  quadrilatères  pri- 
mitifs les  deux  suivants,  QCQi  D  et  NBjN  ,  A,  et  l'on  aura  la  même 
définition  de  la  figure  qu'avec  les  deux  premiers  quadrilatères.  Les 
triangles  QPC,  CP)  Q, ,  Qi  M|  D,  DMQ,  construits  sur  les  côtés 
dupremier,  devront  serattaclier  par  leurs  sommets  libres  P,  P, ,  M| ,  M 
aux  triangles  NPB,  BP,N(,  N,  M,  A,  AMJN,  construits  sur  les  côtés 
homologues  du  second  quadrilatère.  On  obtient  de  même  une 
troisième  définition  delà  ligure  au  moyen  des  quadrilatères  PCP|  B 
etMDM,  A.Les  triangles  PQC,  CQ.P,,  P,N,B,  BlNP,  construits 
sur  les  côtés  du  premier,  devront  être  rattachés  par  les  sommets 
Q,  (^, ,  N, ,  N  aux  trianglesMQD,  DQ,  M, ,  M,  N,  A,  AISM,  construits 
sur  les  côtés  du  second.  Il  y  a  donc  six  cjuadrilalères  articulés,  con- 
jugués deux  à  deux,  qui  sont  indiqués  dans  le  Tableau  suivant,  leurs 
sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre  : 


IM 

N 

1^ 

Q, 

M, 

N. 

l'i 

Qm 

A 

B 

c 

D, 

M 

D 

Ml 

A, 

P 

C 

P. 

15, 

Q 

Q. 

N. 

N, 

Q 

C 

Q. 

D, 

N 

li 

N. 

A, 

p 

P. 

M, 

M. 

La  dernière  ligne  verticale  contient  les  cjuadrilatèrcs  des  points 
d'attache  des  triangles. 

Nous  emploierons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  notion  des 
grandeurs  géométriques,  c'est-à-dire  que,  étant  donnés  deux  points 
A  etB,  nous  désignerons  par  AB  la  grandeur  complexe  pe"",  où  p  est 
la  distance  des  deux  points  que  nous  désignerons  aussi  par  Al)  ou 
gr.  AB,  et  w  l'angle  que  fait  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  avec  un  axe 
fixe  du  plan.  D'après  cela,  si  un  triangle  invariable  ABC  se  meut 
dans  son  plan,  les  trois  côtés  seront  représentés  par  les  expressions 

AB  =  ae"%     BC  =  n'  e"%      CA  =  a"e'", 

où  0)  seul   est  variable  et  où  «,  a',  a"  sontdes  constantes  complexe» 
liées  par  l'équation 

rt  +  «'-{-  rt"  :=;  o  ; 

si  l'on  prt;nd  pour  a  la  longueur  de  AB,  w  sera  l'angle  de  AB  et  de 
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l'axe  fixe,  et  l'on  pourra  adopter  les  expressions 

(  2  )  AB  =  ac'-\      AC  =  au'  e'''%      CB  =  a{i  —  a']  e"' . 

On  aura  alors 

^     ^  AB  AB 

L'aire  du  triangle  ABC  sera  donnée  par  la  l'oraiule 

(4)  aire  ABC  =- fl-(«' —  o'), 

«'désignant  la  quantité  conjuguée  de  a.  Quand  a!  sera  réel,  les 
trois  points  seront  en  ligne  droite.  Pour  abréger  l'écriture,  nous 
désignerons  les  exponentielles  telles  quce'"  par  des  lettres  f,  //,  B  et 
nous  dirons  que  e""  est  V exponentielle  de  w.  Je  n'insiste  pas  sur 
toutes  CCS  remarques  très-connues  5  on  sait  que  la  considération  de 
ces  grandeurs  géométriques  constitue  la  méthode  des  équipoUences 
de  M.  Bellavitis. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  désignons  par  a,  Z»,  c,  cl 
les  côtés  du  quadrilatère  articulé  MKPQ,  par  f,  «',  t"^  l'"  les  expo- 
nentielles des  angles  qu'ils  forment  avec  l'axe  choisi.  Nous  aurons 
les  équations 

i  at  H-  ht  +  et"  +  dt'"  —  o, 

(5)  ^'    a  b  r  ,1 

i    -    +  -i-  —    H =0. 

(    t  t'  t"  l'" 

Désignons  de  même  par  ni^bi^c^^d,  les  côtés  homologues  du  qua- 
drilatère M,  N,  F,  Q,  et  par  u^  //',  /<",  «'"les  exponentielles  des  angles 
qu'ils  forment  avec  l'axe.  Nous  aurons 

/  ^,  «  +  ^1  u'  -\-  (■^  u"  -1-  c/i  II!"  =  o, 

(6)  \  fiy         h^  r,  <■/, 

^  -  +  -,  +  4  +  -7^  =  O- 

\   a  a  u  H 

Le  côté  MN  étant  représenté  par  at^  on  aura  de  même,  en  désiguaut 
par  (i!  une  constante  complexe, 

MA  =  aa't,      AN  :^  «  (  1  —  a')  t. 
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/   MA   =  an't, 

AN    =  «  (  I  —  a')  ^ 

M| A=  (ii(t\  'i, 

AN'i  =  (7,  (i  —  a\]  u, 

PC    =«■'/", 

CQ   z=c[i~-c')t", 

P,C  =r^r\ii", 

CQ,  =c,{i-c\)u", 


NR    =z  bb'  t', 

BP    =b{i  —  b')t', 

iSiB  —  b^b\u\ 

BP,    :=:ô,(l-//J«' 

DQ   =z(ld't"', 

DM  =r/'(i  — r/')r, 

QjD  ^^  '"/ic^i  «'"î 


Il  nous  reste  à  exprimer  toutes  les  liaisons  de  la  figure.  Pour  cela, 
il  suflira  évidemment  d'écrire  que  le  quadrilatère  ABCD  formé  par 
les  sommets  libres  des  triangles  liés  à  MàNPQ  est  identique  au 
quadrilatère  analogue  formé  avec  les  sommets  libres  des  triangles 
liés  à  MiNiP,  Qi,  ce  qui  donne  les  quatre  équations 

a[i  —  a")t  ^  bb' t'  =  (7,  (  i  —  «'J  h  H-  ^i  b\  a'  =  AB, 
b{i  —  b']t'-^cc't"  =  bi{i—  b\ ) u'  -h  t'i l\  u"  =  BC, 
6-  (  I  —  c'  )  t"  -t-  M' t'"  =  Ti  (  I  —  r'J  u"  +  f/i  r/j  u'"  =  CD, 
d[i—  d')t"'  +  aa't  =di{i  —  cl\  )  u'"  H-  «i  «',  n   =  DA, 

auxquelles  il  faudra  joindre  celles  qu'on  obtient  en  remplaçant  les 

1  .,11  ,  .         ,       , 

imaginaires  parleurs  conjuguées.  -•>  -  sont  les  conjuguées  de  f,  ii-^ 

si  nous  désignons  par  a',  (3',  ...  les  conjuguées  de  «',  Z/,  ...,  nous 
devrons  avoir 


/ 

/^ 

,  -  i') 

t' 

^•( 

-  -  y') 

t" 

^/( 

,-rr) 

t'" 


<7i      I   —   «, 


+ 


^- 


''^.,s; 


^iV, 


+ 


^/,  rr, 


<"/«'  dy[\  —  rlf^  ]  C/,  «'i 


En  tenant  compte  des  relations  (o  )  et  (6),  les  équations  (8)  et  (c)) 
(dont  la  somme  est  nulle)  se  réduisent  à  six  relations  distinctes. 
On  a  donc  en  tout  à  satisfaire  à  dix  éqjuations  et  l'on  dispose  seule- 
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ment  de  sept  inconnues  -»  •••,    v?  dont  l'une  même  devra  rester 

'-  t  t 

arbitraire.  Il  faudra  donc  que  quatre  des  équations  soient  la  con- 
séquence des  six  autres.  Telle  est  la  question  d'Analyse  à  laquelle 
le  problème  se  trouve  ramené. 

Les  équations  (5)  et  (6)  expriment  que  les  sommes  des  pro- 
jections sur  une  droite  quelconque  des  côtés  des  cjuadrilatères 
MNPQ,  MiN,  P|Qi  sont  nulles;  en  d'autres  termes,  elles  sont  la 
traduction  analytique  des  équations 

MN  +  >P  +  PQ  -f-  QM  =:  o, 
Ml  N,  -h  N,  P,  -4-  Pi  Q,  -I-  Q,  M,  =  o. 

Jl  est  aisé  de  reconnaître  que  les  autres  équations  (8),  (9)  se  rat- 
tachent de  la  même  manière  aux  quatre  autres  quadrilatères  du 
système  articulé.  Ainsi,  la  première  des  équations  (8)  jointe  à  sa 
conjuguée  exprime  l'idenlilé 

AN  -I-  NB  +  BN,  +N,  A  =  o, 

qui  est  évidente  sur  idi  fig.  i . 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  les  lettres  T  et  U  respective- 
ment les  quadrilatères  ]VINPQ,  MiN|PiQ),  et  nous  appellerons 
aussi  cubique  T  et  cubique  U  les  deux  cubiques  associées  à  ces 
quadrilatères,  et  qui  sont  représentées  par  les  équations  (5)  et  (6), 
où  l'on  regarde  les  variables  ï,  /',  l",  t'"  et  u^  u\  u'\  u'"  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace.  Je  vais  d'abord  énoncer 
quelques  lemmes  simples  sur  la  cubique  liée  à  un  quadrilatère. 


Dans  le  travail  auquel  j'ai  déjà  f;nt  allusion  ('  ),  j'ai  montré  que 
la  théorie  du  quadrilatère  articulé,  étant  tout  entière  contenue 
dans  les  deux  équations 

;    at  -+-  ht' -h  et"  -1-  (h'"  r=  o, 
(10)  \  a        b        c         d 

/  7-^?  +  ? +  ;-  =  ''• 


(')  Voir  Bulletin,  \\.  109  de  ce  tome. 


'-  +  c^-  —  iP~o, 
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est  équivalente  à  celle  de  la  cvibique  plane  représentée  par  ces 
équations.  Cette  cubique  est  indécomposable,  sauf  dans  le  cas  par- 
ticulier où  deux  des  côtés  «,  ^,  c,  d  sont  égaux  aux  deux  autres.  Si 
l'on  élimine  t'"  entre  les  équations  précédentes,  on  aura 

et  il  résulte  de  là  cette  première  conséquence  : 

J'ant  que  deux  côtés  du  quadrilatère  ne  seront  pas  égaux  aux 
deux  autres,  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  d'un  degré  in- 
férieur autroisième  entre  trois  des  quantités  f,  t! ,  t" ^  t'" ^  et^  si  l'on 
a  troui>é  une  telle  relation,  par  exemple  entre  ?,  t! ,  t'\  elle  devra 
être  identique  à  l'équation  (i  i). 

Cette  proposition  ne  subsiste  plus  quand  la  cubique  est  décom- 
posable.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  «=Z>,  c  =  d. 
L'équation  (i  i)  peut  s'écrire 

a{t  -h  t')^  t"  -\-c[t-\-  t']tt'  -\-  et"' (?+/')  =  o, 

et  elle  se  décompose,  le  facteur  t-\-t'  étant  mis  en  évidence.  Ce 
facteur  ne  sera  nul  que  si  le  quadrilatère  prend  ce  mouvement  par- 
ticulier dans  lequel  les  deux  côtés  égaux  a  et  h  sont  parallèles  et  de 
sens  contraires.  Si  donc  ces  côtés  sont  opposés,  le  quadrilatère  sera 
un  parallélogramme.  S'ils  sont  adjacents  ils  coïncideront,  ainsi  que 
les  côtés  c  et  d^  et  l'on  n'aura  plus  un  véritable  quadrilatère.  En 
laissant  de  côté  le  facteur  t  -+-  z',  on  obtient  l'équation 

[i-î)  a[t-\- t']t" -^-ctt' +  ct"-^=o, 

équivalente  à  la  suivante 

(i3)  tt'=t"t"\ 

qui  correspond  au  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  affecte  la 
forme,  soit  d'un  contre-parallélogramme  si  a  et  h  sont  deux  côtés 
opposés,  soit  d'un  quadrilatère  bi-isoscèle  si  a  et  h  sont  adjacents. 
Il  y  a  alors  une  infinité  de  relations  du  troisième  degré  entre 
A,  lf^  t" .  Pour  les  obtenir,  il  suifira  évidemment  de  multiplier  le 
premier  membre  de  l'équation  (12)  par  un  polynôme  ([uelconquc  du 
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premier  degré.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  parmi  toutes  ces  re- 
lations du  troisième  degré,  il  y  en  a  une  seule  de  la  forme 

c'est  la  relation  (12).  Il  y  en  a  aussi  une  seule  de  la  forme 

c'est   celle   qu'on   obtient   en   multipliant   par   t  —  t'   le  premier 
membre  de  l'équation  (12)  et  qui  est 

Il  suffit  évidemment  d'énoncer  ces  propositions,  dont  la  vérification 
est  immédiate. 

On  peut  ajouter  les  remarques  suivantes  :  si,  entre  des  imaginaires 
exponentielles  variables  de  module  i  ou,  si  l'on  veut,  des  exponen- 
tielles e'"  d'angles,  que  nous  désignons  par  £,  w,  u\  u",  on  a  une  re- 
lation linéaire  de  la  forme 

u  =  It-{-l't'-{-/"t"^ 

cette  relation  doit  se  réduire  à  l'une  des  formes 

u  =^  It,     u  =  l' t' ,     .... 

En  eifet,  en  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées,   on 
déduit  de  la  relation  précédente 


A  /.  A 

-  4-  -7  +  -^  H-  - 

t         t         t 


et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

I  =  /),  +  /')/+...  +  /),'  -^  +  /'/-  +  ... , 
t'  t 

équation  qui  ne  peut  être  identique,  «,  ^',  //'étant  quelconques,  que 

si  l'on  a 

/X'  =  (),     /'a  — o,      ..., 

ce  qui  exige  que  toutes  les  quantités  /  moins  une  soient  nulles. 
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Plus  généralemejit,  si  Z,  /',  /,",  //"  désignent  les  exponentielles 
fies  angles  d' un  quadrilatère  articulé,  c  est-à-dire  sont  liées  par 
les  relations  (5),  toute  relation  de  la  forme 

u  =  lt+  l' t'  -4-  l"t"  +  l."'i'\ 

où  u  est  une  imaginaire  de  module  i ,  se  ramène  à  l'une  desjormes 

u  =  lt,     u—l'i',     u  =  L"t",     u  =  l"'t'\ 

Commençons  par  démontrer  cette  proposition  pour  le  quadri- 
latère à  cubique  indécomposable.  Il  suffira  de  considérer  la 
relation 

(i4)  u  =  u  +  i't'  +  i"t", 

puisqu'on  peut  toujours   éliminer  t!"  au    moyen   de  la  première 
équation  (5). 

En  prenant  l'équation  conjuguée  de  l'équation  (i4):  on  aura 

I       ).       V       1" 

-  =-  +  -  +  — ' 
u       t       t        r 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  pour  éliminer  u^  on  obtient  la 
relation 

(     I  =  A  -t-  /'  À'   +  l"  l"  +   11'  l-i-ri-^  II"   y, 

]  t  t  t" 


i  r  t  t 

\  ^.  t  t' 


Si  cette  relation  est  identique,  il  faut  que  deux  des  quantités  /,  /',  /" 
soient  nulles,  et  l'on  a  une  des  trois  formes 

«=:=/;,     u  z=z  l'  t\     a  r=  l"  t"  ; 

si  elle  n'a  pas  lieu  identiquement,  elle  doit  être  identique  à  l'équa- 
tion (i  i),  ce  qui  donne  les  relations 

n:  _  l' À  _  /  ',"  _  /"  A  _  /'  \"  _  1"  )/ 

ab        ub         uc         ne  br  bc 


et,  par  conséquent, 


L  —  '■"  —  -  —  / 

a         c         b 
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et 

u  =  h[at-\-  bt'  +  et" )  =  —  luW". 

La  proposition  est  donc  démontrée  pour  le  quadrilatère  général. 

Si  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  elle  est  eneore  vraie, 
car  alors  on  a,  par  exemple, 

t"  =  —  t, 
et  par  suite 

u={l  —  l"]t-{-l't'; 

t  et  t'  étant  indépendantes,  il  faut  que  cette  relation  se  ramène  à 
l'une  des  formes 

u  z=  le,     u  =  V{ . 

Enfin,  si  le  quadrilatère  est  tel  que  l'on  ait  a  =  &,  c  =  d^  et  que 
£,  i',  t"  vérifient  l'équation  de  la  conique  (12),  il  faudra  que  l'équa- 
tion (i5)  soit  identique  à  celle  de  la  conique  (12)  multipliée  par 
un  facteur  quelconque  du  premier  degré  en  f ,  «',  ^'  : 

mt  +  nt'  -\-  pt" . 
On  verra  facilement  que  p  est  nul,  et  il  restera  les  équations 


qui  donnent 
et  par  suite 


/  /'  =  an , 

n"  =  cn. 

l'l"  =  cm, 

l'  1  =  am, 

l"l=zcm. 

l"\'  =  cn, 

/ 

l"       l' 

— 

—  —  —  —  — 

h 

y 

a 

c        a 

lAat^at!  -\-ct")~  —  hct'". 


Donc  la  proposition  est  établie  dans  tous  les  cas. 

Je  terminerai  ces  remarques  par  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  quadrilatère  articulé  dont  les  côtés  ont  pour 
exponentielles  t,  t',  t'\  t!" ^  si  l'on  a  trouvé  par  un  moyen  (luelconque 
une  relation  linéaire  non  identit/ue  de  la  /orme 

at^  btf  -\-  et"  =  G, 

le  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

En  effet,  c'est  seulement  dans  le  cas  du  parallélogramme  qu'il 
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existe,  on  dehoi'S  de   la   première  des  équations  (5),  une   rplalion 
linéaire  entre  les  variables  /,  /',  //',  t'". 


11. 

Nous  commencerons  l'étude  du  problème  proposé  en  traitant 
complètement  le  cas  où  l'un  des  six  quadrilatères  conjugués  est  un 
parallélogramme.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

a  =  c,     b  =  cl, 

t  -h  t"  7=   (),         t'  H-  t'"  =  (). 

On  aura  alors  à  satisfaire  aux  équations 

tf  (  I  —  a'  )t  -+-  bb'  t'  =  «,  (  1  —  a\)u  -f-  b^  b\u\ 
b[i  —  b']t'  —  ac't  =zhi[\  —  b\)ii'  -\-  r, c', «", 

—  a[i  —  c']t  —  bel'  t'  ^z  ci{i  —  c'j  )  u"  H-  <-/,  d\  u'" , 

—  b{i  —  d')t'  -\-  aa't  =d^[i  —  (f^)u"'  -{- a^a\u. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que  le  quadrilatère  U  est  toujours,  comme 
le  quadrilatère  T,  un  parallélogramme. 

En  elFet,  si  des  deux  premières  équations  on  peut  tirer  f,  z',  ces 
cjuantités  seront  de  la  forme 

tout'  =  In  +  l' II'  -+-l"n", 

et,  par  conséquent,  leurs  expi-essions  devront  contenir  un  seul 
terme. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  t  =  ///,  t'  =  lu'".  Ces  va- 
leurs devant  satisfaire  à  la  première  équation,  on  aura,  en  les  sub- 
stituant, uae  relation  entre  «,  z/,  ii!"  qui  ne  sera  pas  identique, 
puisque  le  coellicient  de  u!"  ne  sera  pas  nul.  Donc,  d'après  un  des 
lemmes  établis  précédemment,  le  quadrilatère  sera  un  parallélo- 
gramme. Le  raisonnement  peut  se  faire  de  même  pour  tous  les 
systèmes  possibles  de  valeurs  de  t  et  de  /'.  Donc,  dans  ce  cas,  la  pro- 
position est  établie. 

Si  des  deux  premières  équations  on  ne  peut  pas  tirer  t  et  //,  leur 
déterminant  étant    nul,    on  pourra  les   éliminer  et  il   restera   une 
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relation    entre   j/,   //,    //".    Donc  encore  le   quadrilatère  U  est  un 
parallélogramme. 
Faisant 

«j  :=  Cl,     fji=  (li,     u"  =  —  Wj      a'"  =1  —  «', 
nous  aurons  à  satisfaire  aux  équations 

Ifl  (  I  —  a')t  -f  bb'  /  =       <7,  (  I  —  a\)u  -{-  bi  b\  u' , 
b{\  —  b')t' — ac' t  =       Z),(i  —  b\)u  — OyC.u, 

—  «  (  I  —  (•'  )  t  —  bd'  t'  z=.  —  «  1  (  I  —  (•',  )  «    —  A 1  c/'i  «' , 

—  i  (  I  —  rf'  )  ^'  +  «a'  ^  =  —  ^1  (  I  —  <i'j  )  a'  +  a,  r/j  M, 

Z,  t',  U,  m'  étant  d'ailleurs  des  exponentielles  absolument  indépen- 
dantes. 

Les  équations  précédentes  peuvent  être  satisfaites  de  deux 
manières  diflérentes.  Supposons  d'abord  que  de  deux  quelconques 
d'entre  elles,  on  ne  puisse  pas  tirer  t^  t' .  Alors  elles  devront  se 
réduire  à  une  seule,  et,  en  exprimant  que  les  coefficients  des  variables 
sont  proportionnels,  on  obtiendra  sans  peine  les  relations 

!<?',  :=  a\      b\  =  b',     c\  z=z  t',     d\  =  f/', 
»    = ; 7  5       d  z= — , 


I  —  a   —  f 


qui  donnent  une  première  solution;  u^  u'  seront  définis  en  fonction 
de  Z,  t'  par  la  première  des  relations  (i6)  jointe  à  sa  conjuguée.  En 
posant 


I  —  a  —  c'        '  I  —  «   —  '/ 

ces  relations  prennent  la  Ibrme 

Iat  -f-  inbt'  =:  <'/,  u  -t--  Zi,  rfiu'. 
a        y.b  <■/ 1  é  1  p. 

t         i!      ~~  u  u'   ' 

On    voit  qu'à   un   système   de   valeurs    ^,    /'   correspondent   deux 
systèmes  de  valeurs  pour  u,  //. 

L'un  des  parallélogrammes  et  }>es  (|uatre   triangles  sont  dessinés 
dans  la  fi  g.  2. 
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r^a  construfLioii  géoiniUriquc  iioirrc  aucune  dillicullé.  En  cili-l,  ou 
a  ici 

BP  z=:b[i  —  b')t\      FC=ac't, 

et  par  conséquent 

NB  _  BP 
AN  ~  Pc' 

Cette  équation  exprime  que  les  triangles  BPC,  B]N  A  sont  directe- 
ment semLlaljles.  On  voit  donc  que  l'on  peut  construire  très-aisé- 


ment la  figure  en  commençant  par  le  quadrilatère  ABCD.  Les 
divers  triangles  CPB,  ANB,  AMD,  DQC  sont  directement  sem- 
blables, les  sommets  liomologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre 
dans  notre  manière  de  les  désigner.  Cette  première  solution  est 
celle  du  cas  V  de  M.  Kenipe(page  i4(^  des  Proceedlngs). 

Revenons  aux  équations  (i6)  et  supposons  maintenant  que,  de 
deux  d'entre  elles,  on  puisse  tirer  les  valeurs  de  t^  // ;  ces  valeurs 
seront  nécessairement  de  la  forme  suivante, 

A  «  +  B  // , 

et  elles  devront,  comme  nous  l'avons  vu  (Lemmel),  ne  contenir 
qu'un  terme.  11  faudra  donc  que  l'on  ait 

ou 

n^=z  Ji' t,       nz=  ht' , 

La  première  liypotlièse  conduirait  à  la  solution  identique 

a^^=.a^      bi^r^b,      u  =  t,      u' r=.  t' . 

I  i. 
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Examinons  la  seconde,   ^ous  aurons,  en  exprimanl  que  les  quatre 
équations  (iG)  sont  vérifiées, 

a(l  —  a']  ^  bj>\l)' ,  h[\  —  b')  z=  —  n^c\  h, 

bh'  =  n^{i  —  a\]h,  —ac'=        b^[^  —  b\)/l', 

<7  (  I  —  c')  =  bid\/i\  b[i  —  d')-=z  —  n^a\/i, 

bel'  =  fl,  (i  —  c\  )  li,  aa'  z=:  —  i,  i  i  —  (/\  ]  //', 


d'où  l'on  déduit 


i  —  d' 


I-  b' 


i  —  O'  —  d' 


I  fl  —  c 

I  -c' 
I  —  c/'  —  c 


■7' 


Ainsi,  danscettedeuxièniesolution, on  pourra  prendre  <-/,  //,  c',  f/ 

Fifî-  .-5. 


arbitrairement,  c'est-à-dire  construire  des  triangles  de  forme  quel- 
conque sur  les  côtés  du  parallélogramme  INIjN  PQ  ^  //.  et  //  seront  alors 
définis  pai-  la  condition  que  les  valeurs  de  A,,  a^  soient  réelles  el 
positives.  Si  l'on  a,  par  exemple, 


c'  =  pc"^. 


li\   (jui   est   de    module    égala  i,    sera  e'*,  et    l'on  aura    h\  =  ap. 
Remarquons  (jueles  six  quadrilatères  sont  ici  des  parallélogrammes. 
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Les  équations  précédentes  donnent,  par  exemple,  AiN ,  -h  B_N  =  o, 

ce  qui    exprime    que    le  quadrilatère  AjNjBN  est  un  j)arallélo- 

gramme. 

Le  système  entier  est  dessiné  danslayi".^.  3.  Cette  solution  coïncide 

avec  le  cas  VI  de  M.  Kempe. 

Dans  la  suite,  nous  pourrons  donc  nous  dispenser  d'étudier  tous 
les  cas  où  un  yeul  des  quadrilatères  conjugués  serait  un  parallélo- 
gramme. 

111. 

]Nous  avons  maintenant  à  examiner  le  cas  général,  et  nous  allons 
chercher  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  que  les  équations 
(5),  (6),  (8),  (9)  soient  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes 
des  valeurs  des  /  et  des  a. 

Remarquons  d'abord  que  ces  équations  peuvent  être  considérées, 
toutes  les  fois  que  le  mouvement  de  la  figure  est  possible,  comme 
établissant  une  correspondance  entre  le  jioint  (z,  t\  t'\  l'")  de  la 
cubique  T  liée  au  quadrilatère  T  et  le  point  («,  u' .  ii" ^  u'")  de  la 
cubique  U  liée  au  quadrilatère  U.  Je  vais  d'abord  examiner  tous  les 
cas  où  cette  correspondance  est  uniforme,  c'est-à-dire  où  à  un 
point  de  chacune  des  courbes  correspond  un  seul  point  de  l'autre. 
Je  montrerai  ensuite  que  tous  les  autres  cas  peuvent  être  ramenés 
à  celui-là. 

Considérons  la  cubique  T  représentée  par  les  équations  (5)  et 
coupons-la  parles  coniques  variables  C  définies  par  les  équations 

tt'  =  \t"l"\      nt  4-  bt'  -4-  et"  H-  dt":=  o  ; 
ces  coniques  rencontrent  la  cubique  en  quatre  points  fixes 

(f=0,       t":=zo],       (?=0,       f'z=o], 
[t'z^O,       t"  =0),       {t'=0,       t"'=o), 

et  en  deux  points  variables. 

De  même,  si  l'on  coupe  la  cubique  U  par  les  coniques  D  re[)ré- 
sentées  par  les  équations 

uu'  =  u.u" ii!'\     a^u  -\-  biu'  -h  c\u"  ~t-  d^  u'"  =  o. 
les  coniques  D  couperont  la  cubi([ue  l    seulement  en  deux  points 
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\ariabli3s.  D'après  cela,  si  à  la  conique  C  coupant  la  cubique  T  eu 
un  point  m  on  fait  correspondre  la  conique  I)  coupant  U  au 
point  n  correspondant  à  ///,  on  voit  qu'à  chaque  conique  C  corres- 
pondront au  plus  deux  coniques  D,  et  réciproquement.  On  aura  donc 
entre  X  et  [J.  une  relation  de  la  forme 

(17  )      (  A),-  +  B/  +  C)  f/-  +  (B');^  +  D),  4-  E)  i>.  +  C'/-  +  E'/  +  F  =  o. 

Cela  posé,  je  remarque  que,  on  vertu  des  relations  (9),  au  point 
(  j^  =  o,  i' ::=^  o)  de  la  cubique  T  correspond  le  point  de  U  pour  lequel 

on  a 

u'  u"  =  o ,     u  u'"  =  o , 

si  l'on  prend  ii  =  o  ou  11  =  o,  la  première  des  équations  (  8)  donne 
//'=  o  ou  11  =  0.  On  ne  peut  donc  avoir  que  les  deux  points 

M  =  o,        «'=0,        ou       u"z=zO,        11'"=:  o. 

On  verra  de  même  que  les  deux  points  précédents  sont  les  seuls 
qui  puissent  correspondre  au  point  (/"=  o,  t"'=  o)  de  la  cubique  T. 
Com^me  les  quatre  points  considérés  [t  =  o,  t'=  o),  (/<  =  o,  u'=  o),  ... 
ne  sont  jamais  des  points  doubles  des  cubiques  sur  lesquelles  ils 
sont  situés,  à  chacun  d'eux  correspond  un  seul  point.  Ou  ne  peut 
donc  avoir  que  les  deux  modes  de  coiresnondance 

(    [t  =0,    t' =0],  [u    =0,   n'  =0), 

ou 

\   [t  =0,  l'  =0),  [u"  =  o,  u"'  =  o), 

f  (r  =  o,  r  =  oj)  [11:=  o,  M   =0). 

Dans  le  premier  cas,  on  voit  que  toutes  les  fois  que  X  deviendra 
nul,  ce  qui  aura  lieu  seulement  pour  [t  =  o,  l'  =  o),  il  en  sera  de 
même  de/ui,  et  réciproquement.  De  même,  X  et  [J.  deviendront  infinis 
en  même  temps . 

La  relation  (17)  doit  donc  donner  :  1°  deux  valeurs  nulles  de 
[j.  pour  X  z=  o,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

E=:o,     F  =  o; 

■j.''  deux  valeurs  nulles  de  1  pour  (J-  =  o,  ce  cpii  donne 

E'=.o; 


MÉLANGES.  167 

3°  deux  valeurs  inlinies  de  [/.  pour  la  valeur  ce  deX,  ee  qui  donue 

A=o,     B'  =  o; 

4"  deux  valeurs  iulîuies  de  X  pour  la  valeur  x  de  /:/,  ee  qui  donne 

enfin 

B  =  (). 

Elle  prend  done  la  forme 

C^^  +  DAa  +  C'A'=:0 

ou  plus  simplement 

pi  =  //>.. 

Le  même  raisonnement,  appliqué  au  easoùla  eorrespondance  est 
établie  par  les  formules  (19),  nous  donnera 

/i 

On  aura  done  la  formule  unique 

e  désignant  ±1,  ou 

tf  (  un' 

On   établirait    aisément  que  A,    doit    être    égal    à -h  i  ^   mais  eela 
résultera  aussi  de  la  suite  du  raisonnement. 

Par  une  méthode  identique  à  la  précédente  on  établira  de  même 
les  équations 


tt"  _        /  uu"y-.         U'"  _       (  uu"'\ 


Nous  allons  d'abord  montrer  que  ces  équations,  établies  en  sup- 
posant les  cubiques  T  et  U  indécomposables,  subsistent  dans  tous 
les  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait«  =  Z»,  c  =  d.  La  cubique  T 
se  décomposera  en  une  droite  et  en  la  conique  T',  dont  les  équations 
sont 

tif  =z  t"t"\      at  -h  at'-\-  et" -h  ct"'=  o. 

Nous  pouvons  rejeter  la  droite,  puisqu'à  ses  dilïérents  points  cor- 
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respond  le  iiiouvoinent  dans  lequel  le  quadrilatère  demeure  un 
parallélogramme,  et  ce  cas  a  été  déjà  examiné  ;  ^,  //,  t" ^  i'"  vérifieront 
donc  les  équations  précédentes.  Je  dis  que  la  cubique  U  se  décom- 
pose aussi.  En  elFet,  si  elle  ne  se  décomposait  pas,  m,  u',  u",  u!" 
pourraient  prendre  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  aux  points 
de  cette  cubique,  et,  en  particulier,  au  point  (  »  =  o,  «'=  o)  devrait 
correspondre  un  point  de  la  conique  précédente  T'.  Or  cela  n'a  pas 
lieu,  car  nous  avons  vu  qu'au  point  (;i  =  o,  u'  =  o)  ne  peut  cor- 
respondre queTun  des  deux  points  (t  =  o,  t'  =  o),  [t"  z=:  o,  t"'=  o), 
et  aucun  de  ces  points  ne  se  trouve  sur  la  conique  T'.  Ce  raisonne- 
ment, (j/iii  s'applif/ue  du  j'este  au  cas  où  la  correspondance  ces- 
serait d'être  uniforme,  montre  donc  que  la  cubique  U  se  décompose 
aussi  en  une  droite  et  en  une  conique.  La  droite  peut  être  rejetée, 
puisque  le  quadrilatère  U  ne  peut  être  un  parallélogramme.  Il  reste 
donc  à  prendre  la  conique,  qui  doit  être  représentée  par  une  des 
trois  équations 


Les  deux  dernières  doivent  être  rejetées,  car  les  coniques  corres- 
pondantes passeraient  par  le  point  {u  =  o,  a'  =  o),  ce  que  nous  ve- 
nons de  démontrer  être  impossible.  Il  reste  donc  la  conique 


Ou  voit  que  l'on  aura  encore  l'équation  (20) 
tt'  /  lai'  \  '■ 

et  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la 
méthode  générale,  que  les  équations  (21)  subsistent  encore  ici. 

En  résumé,  les  équations  (20),  (21)  ont  lieu  dans  tous  les  cas 
de  correspondance  uniforme. 

Résolvons-les,  en  faisant  successivement  toutes  les  hypothèses 
sur  6) ,  £21  £3-  jNous  aurons  les  solutions  suivantes  : 

if=.  r/ju\  [      /=;  Orju"'\ 

\-l  X  '  CI)        i 

l"'zz^  rJ"Ou"'\  \    t"'-^hrj"u% 
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t  =  Orjii"-,  ;    t  =epu'% 


ni     '  '  (ivi    /         ' 

'         '       J     t"=:fJo"u\  ^        '       ]    t"=Op"u"'% 

'  t'"  =  Op"'u'\  \   t"'=  Qp"'u"% 

où.  9  est  une  variable  auxiliaire,  p^  c',  p",  p'"  des  constantes  incon- 
nues 5  s  désigne  toujours  ±  i .  Le  système  IV  se  déduit  du  système  II 
par  une  permutation  circulaire.  Il  reste  donc  seulement  trois  sys- 
tèmes de  solutions  à  examiner,  chacun  se  décomposant  en  deux 
J'indique  d'abord  des  propriétés  communes  de  toutes  les  solutions. 
Considérons,  par  exemple,  le  premier  système  de  solutions.  De 
l'équation 

at  +  ht'  -h  et"  -h  cW"  =  o 
ou  déduit 

apu'-\-  hrj  n"-  +  cp"  a"'-  +  dp'" u""^  =  o. 

Or,  entre  les  quantités  a-  il  ne  peut  exister  d'autre  relation  li- 
néaire que 

a,  ir  -+-  hy  a'-  -+-  Cj  ii"'-  -\-  d^  u"''-z=i  o. 


On  a  donc 

«1   _    /»!    _     r, 

d, 

a  0        h  o'        c  rj" 

de" 

Eu  employant  de  même  l'équation 


a 


h         c  d 


on  aura 


7-,-  +  p  +  p,  =  o, 


—  P  =^  _  p  =  —p  , 


et,  par  conséquent,  on  doit  avoir 


^  —  ÎJ.—  ^  —  / 
b  ~  c"  d^  '' 


A  étant  un  nombre  positif. 

La  présence  de  l'arbitraire  Q  dans  les  formules  permet  de  rem- 
placer toutes  les  quantités  p  par  i,  et  l'on  a  les  formules  définitives 

(  I  )  M  =  5  ^,      II'  —  a  l'\      a"  =  ^  t"\      «'"  =  0 1'"-'^ 
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Q  étant  évidemment  de  module  égal  à  i,  comme  quotient  de  deux 
quantités  de  module  i .  On  a,  de  plus, 

fij  a,  =  /a,      bx  z=z  kb^      r,  :=  kc,      d^  =  M. 

En  d'autres  termes,  les  deux  quadrilatères  correspondants  sont 
directement  ou  inversement  semblables^  suivant  que  e  =  -|-  i  ou 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  deux  autres  systèmes, 
pour  lesquels  on  aura 


M] 


f  «j  =  kd,         bj  =  kc.  Ci  =  kb,        dy  =  ka, 

l    u  =  Qt"-%      u'=Ot"",      u"^Ot',       u"'z=zfjt'\ 
f  rt,  =  kc\        /-»!  =  /y/,        c\  =  Art,        d\  =  kb. 

Nous  allons  examiner  successivement  les  diverses  solutions. 


IV. 

Je  commence  par  le  système  I  et  je  suppose  d'abord  e  =  i .  On  a 
dors 

U=Bt,         U'=fit\       U"=^t\        II"  =  fit'", 
«1  =  Art,      by  =  kb,        c'i  =  /r,        dy  =  kd. 

Les  équations  à  vérifier  sont 

/  a{i  —  a')t  -+-  bb't'=kO[n[i  —  a\)t  -+■  bb\t'\ 
b[i—  b')e  -^cc't"  =  kO[b[i  —  b\)t'  -\-  cc\t"], 
c[^  —  c']t"+  ddl'"  =  A  6  [  c  (  I  —  c\  )  t"  +  dd\  f] , 
d[i—d')t"'-\-aa't  =kO[d[i  ~d^)t"'-^aa\t\ 

Si  entre  les  deux  premières  on  élimine  A  0,  on  est  conduit  à  la  rela- 
tion 

(  abtf[[x  -  a'){^  -  b\]  ~  [^  -  d,)[i  -  h')] 

(        ^h'i^U'  —  b\  )  t'-^  +  bc  t't"  [b'c\  —  c'  b\  )  =  o. 
Si  la  cubique  T  est  indécomposable,  celte  relation,  étant  du  second 
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(K^yrc,  devra  être  une  idenlité.  On  aura  donc 

cL  par  suite 

La  première  des  équations  (22)  donne  alors 

kO=  I      ou     /.  =  I,      0=1. 

C'est  une  solution  identique  5  les  deux  quadrilatères  coïncident. 

La  uxême  conclusion  subsisterait  si  la  cubique  T  se  décomposait 
et  était  remplacée  par  la  conique 

te=t"i"', 

car  alors  la  relation  entre  Z,  z',  t"  serait 

at  +  at  4-  et"  +  <7  -^  =  o, 
t" 

cl,  comme  cette  équation  ne  contient  pas  de  terme  en  /'-,  la  rela- 
tion (23)  doit  encore  avoir  lieu  identiquement. 
La  conclusion  est  la  même  si  l'on  a  la  conique 

n"'=t't'\ 

ce  cas  se  ramenant  au  précédent  par  une  permutation  circulaire. 
Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a 

tt"  =  t't"',      a=zc,      b  =  d, 

c'est-à-dire  où  le  quadrilatère  T  et  par  conséquent  le  quadrilatère  U 
sont  des  contre -parallélogrammes. 
La  relation  entre  i,  £',  i",  i'"  est  alors 

att'  -t-  br-  +  at"t'  -f-  btt"  =  o, 

et,  en  écrivant  qu'elle  est  identique  à  la  relation  (aS),  on  aura 

,    /J^^-.a'){l~b\)  —  b^l-a\)[l  —  b') 
(  •^.^  )  {        =  a-[i  —  a'  )  (•',  —  d-  (  I  —  <•/,  )  c' 

{        =b\b'  -  b\  )  ^  b^-  (  b'c\  -  b\ c'  ] , 
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d'où  résultent  d'abord  les  deux  relations,  ne  contenant  ni  a  ni  Z», 

a'  a,  b'  b', 


î 


I  —  b'         1  —  b^  I  —  c  I  —  fj 

auxquelles  on  peut  joindre,  par  une  permutation  circulaire, 


\  d'       _        cl\ 


I  —  d'        I  —  et. 


I  —  a 


Si  l'on  désigne  par/;/,  //,  />,  /"  les  valeurs  communes  des  rapports 
égaux,  on  aura 

a'  -{-  mb'  =  m,  a\  H-  /«//,  =  ni, 
b'  -t-  ne'  =  //,  //,  -+-  ne,  =  n, 
c   -^  pci  =p,       (^-\-pd^  =^p, 


et  -+-  ra'  z=z  r,        et, 


rei ,  =  r- 


si  l'on  considérait  ///,  /z,  />,  /■  comme  donnés,  ces  équations  déter- 
mineraient rt',  //,  c',  <^/',  et,  par  suite,  on  aura 

a'  =  c/| ,      A'  =:  b'^ ,      <:•'  r=  c'j ,      et  =  f/j , 

tant  que  leur  déterminant  ne  sera  pas  nul.  La  solution  précédente 
devant  être  écartée,  il  faut  que  les  quatre  équations  (  aS)  se  rédui- 
sent à  ti'ois,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

innpr  =  l,      i  —  m  -h  m/i  —  i/inp  =  o. 
On  aura 

///  —  a'  ,        nin  —  m  -\-  a' 

// =  ,       c'  = ,      d'  —  r—ra\ 

i/i  inn 

et  de  même  pour  //, ,  c', .  d\^  et  ces  valeurs,  portées  dans  celle 
des  équations  (  24  )  qui  n'a  pas  été  employée,  donneront 

b''-  =  a^nip, 
et  par  suite 

ei^  =  b'-nr. 

En  résumé,  les  équations  (20),  jointes  au  groupe 

,    c,  I    b-  —  ci-n,p, 

(26  1 

(   eî^  =  b-  nr,       i  —  m  -^  nui  —  nuip  =  o, 
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sulliscnt  à  exprimer  que  les  quatre  équations  (22)  qu'il  s'agit  de 
vérilier  se  réduiseut  à  une  seule,  la  première,  par  exemple,  qui 
donnera  kQ.  Il  reste  à  écrire  que  le  module  de  la  valeur  de  hQ 
fournie  par  cette  équation  est  constant  et  égal  à  A.  A  cet  eiFet, 
nous  associerons  à  la  première  équation  (22)  sa  conjuguée 


«   I  —  « 


hi'      A-r«(i_«']      bi'. 


hp'  _  AT«(i- 


4--^  =  -     -^ + 


t  t  fj\_  t  v 

et  nous  multiplierons  membre  à  membre.  Nous  aurons  ainsi 

a''[\  —  n'][\  —  v!]^h^h'  .5'  ■=P-a}[i  —  ci\  )[\  —  a',  )  +  /(-^  //-  b\  p', 

+  ab[P[i  —  a\]p\  —  [i  —  a')p''\^--^ab[f,-'-[l-y\)h\  —  [i~a']b']-. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  nous  aurons 

^'i{i  —  «'1)        P'i(i  — «'1)' 
d'{i-a')[i  -  a')  +  b'-b'P'z=k^[a'-[i~a\)  (1  -  «',)  -f-  b'^  b\p\-\. 

En  remplaçant  A-  par  sa  valeur,  on  ramène  cette  dernièi-e  équa- 
tion à  la  forme 

[«2  (  I  _  «')  (l  _  «'J  _  b'-  b'p\  ]  [//  (l  —  a\)  —  //,  (i  -«')]=  0. 

Le  second  facteur,  égalé  à  zéro,  conduit  encore  à  la  solution 
identique 

a'  =:  «'j ,      b'  =  b\ ,      c'  =  c\ ,      cl  =z  d^ , 

à  moins  que  l'on  n'ait 

a'+  //  —  I  =0. 

Mais  alors  le  premier  est  nul,  on  le  reconnaîtra  aisément.  Il  suf- 
fit donc  de  poser 

«2(1  _  a')  (l  —  «'J  —  b^'b'(^^  =r  o, 

ou,  en  remplaçant  —  par//?/?, 

1  —  «',  I  —  c' 
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En  réunissant  tous  les  éléments  de  la  solution,  on  a 


I  —  m  -+-  />in  —  mnp  zrr  o, 


jnf^   =p. 


(/'. 


b~  =  a-  mp, 
«^  =  b-nr, 

a'  4-  mh'  =  m, 

h'  H-  lie    =  «, 

c   H-  pcï  =:/», 

<ï  -H  ra    =r,  ... 

,         ;;;  f  put  —  \]  -\-iiiv.'[\  —  t:) 

a.  = ^ — » 

pin  —  /;/  -t-  «  [in  —  77 j 

^        a-   pin  —  u.  -\-  a'  {  u.  —  p)  t.'j.  —  m  4-  v!  \ m  —  tt  1 
/.-^  1 ! 1 \ , 

h'  Y-  —  I  "*  —  l 

a,  TT  désignant  les  quantités  conjuguées  de  m^  p. 

Fig.  ',. 


En  résumé,  quand  a  et  b  sont  donnés,  m  et  a'  ou,  si  l'on  veut, 
a\  b'  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Toutes  les  autres  quantités 
sont  déterminées. 

Les  six  quadrilatères  du  système  sont  tous  des  contre-parallélo- 
grammes^ ^a/îg.  4  représente  le  système  articulé  dans  le  cas  où  les 
triangles  construits  sur  les  côtés  se  réduisent  à  des  droites.  Ce  cas 
est  nouveau. 
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Examinons  maintenanl  la  deuxième  solution  du  premier  système  : 

0  0  a  Q 

t  t'  t  t'" 

On  devra  avoir  les  équations 

a[i  —  a')t   4-  bb't!  =  kO\  -^ U  _| ±    , 


b[i  —  b']t'  +  cc 


d[\  —  d']t"'-i-  aa' 


Éliminons  T\B  entre  les  deux  premières  équations.  Nous  aurons 

,     t  ,    t  ,  t' 

aO[i  —  fi' )  ( I  —  ''■''1  )  ~  "•"  '^'^[^  —  "') '''1  ~  +  ^'^ ^^''^'\  ~ 

—  ab[i  —  a\][i  —  b')-—ac(i  —  a\)c'- bcb\c'--i-b^b'—b\)  =  o. 

Supposons  d'abord  la  cubique  T  indécomposable. 

L'équation  précédente  devra  être  identique  à  la  relation  (11). 
Les  relations  d'identification,  jointes  à  celles  qu'on  en  déduit  par 
les  permutations  circulaires,  nous  donnent 

b'  z=  d'  =2  i  —  a',  1/,  =  d',  =  i  —  a, , 

a'  -\-  a  ^  —  2  a' a  j  ^  o, 

a'-  +  f-  —  b-  —  <•/-  r=  o,      / -  =  (  o  rt'  —  I )  ( 2 «'  —  I )• 

Le  quadrilatère  T  a  donc  ses  diagonales  rectangulaires.  Les 
triangles  MDQ,  PCQ,  PBN,  MAN  sont  directement  semblables,  et 
le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme  dont  les  côtés  ont 
pour  expressions 

AIi=  (i  —  «')  («/  +^'/'),        BC  =  «'(/;/''  + ri"), 
CD  =  [\—a'\[  et"  +  df  ) ,      D  A  =  rt'  (  dl'"-^  at  ) . 


it6 
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On  voit  que  AB,  BC  sont  proportionnels  aux  diagonales  du  qua- 
drilatère T  et  font  avec  elles  un  angle  constant.  L'angle  du  parallé- 
logramme est  donc  constant.  Les  autres  quadrilatères  conjugués 
sont  tous  bi-isoscèles.  Le  cas  où  les  huit  triangles  se  réduisent  à  des 
droites  est  représenté  dans  \a.Jig.  5. 

Cette  figure  montre  clairement  qu'à  chaque  position  de  l'un  des 
quadrilatères  autres  que  T  et  U  correspondent  deux  positions  de 
l'autre.  Par  exemple,  au  quadrilatère  MDMi  A  correspondent  les 

Fig.  5. 


deux  positions  de  PCP,D,  symétriques  par  rapport  à  la  dia- 
gonale QN. 

Cette  solution  correspond  au  cas  IV  de  M.  Kempe. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  cubique  T  indécom- 
posable. Admettons  maintenant  qu'elle  se  décompose  et  soit  rem- 
placée par  une  conique. 

Si  l'on  a  nz=h^  c=  d  ci  par  conséquent 

tt'=i"t"'. 


la  première  et  la  troisième  des  équations  (27),  divisées  l'une  par 


l'autre,  nous  donnent 


a[i  —  a')t~h  l'h't'   _  c[i  —  c']t"-h  dd't'" 


c'est-à-dire  une  relation  entre  -,  j  — •  Or,  la  seule  relation  existant 

t'    t'"         ^ 
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entre  ces  variables  est 

aHt-\-t'Y      hHt"  +  t"'Y 


tt'  t"t'" 

Cette  équation  ne  peut  pas  être  satisfaite  par  une  expression 
de  -  telle  qu'on  la  déduirait  de  la  formule  précédente.  On  doit 
donc  avoir 

a[l  —  a']  _  n[\—a,]  _  cjl  —  c')  _  (i  — r,)r 

W^      ""      bi/      ~     dd\      ~^     dii     ' 

et  alors  la  première  des  équations  (27)  nous  donne 

bb\ 
on  a  donc 

(t[i  —  fi'^t  ^=  A,  //,  //' , 

ou,  d'après  les  formules  [j), 

AN  -+-  BNj  =  o. 

Le  quadrilatère  ANBjN,  est  donc  un  parallélogramme,  et  nous 
rentrons  dans  un  cas  examiné. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliqueraient  au  cas  où  a  z=  d^  b  =  c^ 
qui  se  déduit  du  précédent  par  une  permutation  circulaire. 

Examinons  enfin  l'hypothèse  a  =  c,  h  =  /7,  pour  laquelle  on  a 

tt"=  t'i'", 
ou 

(28)  [at'  -+-  bt")t  +  («/"h-  bt')t'  z=  o. 

En  divisant  la  première  des  équations  (27)  par  la  seconde  et 
remplaçant  t  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  on  obtient 
l'équation 

[ /;// [al' -h  bt")  —  a[i—  a'  ]  ( at"^  hi  )] t' 
(  at'  +  ht"  )[/-'(  I  —  h'  )t'  ^  ce'  f\ 
_  t"  [  by^  [at"  ^ht']  —  a[\  —  a\  )  t'  (  at'  -H  bt"  )] 
~  (  at"  -f-  bt' ]  [Ail  —  //,  )  /"  H-  ci\t'  ] 

BuU.  (Ic.'s  Sciences  inathém.,   V  Série,  t.  III.  (Avril  1879.)  I  3 
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t> 
Cette  équation  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  le  rapport  —,  on 

obtient  facilement  les  conditions 

c'  =  a',  c'j  ^:z  r/j  =  a', 

b'=(I'=i  —  a\      b\  z=z  d\  =  cl'. 

La  première  des  équations  (aj)  donne  alors 

af  -1-  ht 
d'où  résulte 

/•  =  1 ,     5  =  —  ti", 
et  par  suite 

//  :=  —  t" ,      u"  =z—  t,      n'  =z—  t"\      a'"  =  —  ^ . 

Je  n'insiste  pas  sur  cette  solution,  qui  sera  retrouvée  plus  loin  sous 
une  ibrme  plus  générale. 


Examinons  maintenant  les  solutions  du  système  II  et  d'abord 

u  =  (Jt"\      u'  =0t",     u"  =  0t'.      u'"  =fjt, 
/'/,  1=  kd.      A,  =  /r,         r,  =r  lib,        f/,  =  hrt; 

on  devra  avoir  les  équations 

a[i—a']l  +  bb't'  =  /,Ù[d[\  —a^)t"'-^-ch\t"], 

■^^^  "^    c[i  —  c']t"+dd't"'=hfi[b[i  —  c^)t'-^(id\t\ 

d[i  —  d')t"'-^-aa't  =  kfj[a{\—d\]t  -^  da\t"']. 

Divisons  la  seconde  de  ces  équations  par  la  quatrième  5  nous  au- 
rons 

/;  (  T  —  b')t'  -^  rr't"  c[\  —  b\)  t" -\-  bc\t' 

d\i  —  d']t"'-{-aa't  ~~  a  (  \  —  ct^  )  t  -\-  dd^  t'"  * 

t'        t'"        .         .      , 
C'est  une  relation  entre  —  et  —  qui   doit   être  satisfaite    identique- 
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ment  loutcs  les  fois  que  la  cubîf[ue  est  indécomposable.  On  a  doue 

I  —  h'  c\  I  —  d'  (i\ 

c  I  —  b\  Cl'  \  —  d\ 

et  alors  la  seconde  des  équations  (^p)  donne 

~      '\ 
On  a,  en  vertu  des  formules  (7), 

RP  -+.  CP,  =  0. 

L'un  des  quadrilatères  conjugués  est  encore  un  parallélogramme 
et  nous  pouvons  nous  dispenser  de  eontinvier. 

Supposons  la  cubique  décomposable. 

Si  l'on  a  tt'"  =  t'l'\  la  méthode  précédente  s'applique  sans  modifi- 
cation et  conduit  aux  mêmes  conclusions. 

Si  l'on  a 

«z=c,   b'-d     et      tt"=t't"\ 

la  première  et  la  deuxième  équation  (29),  divisées  membre  à 
membre,  donnent,  après  la  substitution  des  valeurs  de  t" ,  l!'\  l'é- 
quation 

lat'-V~  ht]\n{\—a']t-^hh't'^ 
b[\  —  h'  ][(it'  -i-  ht)  —  ac'  [  at  -t-  ht'  ) 

\nt-V   ht']  \b{i—n\]t  -^ah'j'] 


a[\  —  //,  )[at  -\-  btf)  —  bc\  [at  -y-  bt) 

Cette  équation  ne  devient  identique  que  si  l'on  a 

I  — n  ■=■  b' ,      a\-=^  a' ,      Z'',=  /'/,      C|=c', 

Alors  la  première   des   équations   (29)   donne  A0  =  —  i,   et   par 
suite  A  =  1 ,  6  =  —  I .  Les  quadrilatères  correspondants  à  la  seconde 
et  à  la  quatrième  de  ces  équations  sont  des  parallélogrammes.  Nous 
pouvons  encore  nous  dispenser  de  continuer. 
Il  reste  à  examiner  enfin  l'hypothèse 

(3o)  tt'  =  t"  t'\      a  =^  b,      c  =^d. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  le  premier  de  nos  quadrilatères,   celui  qui 

i3. 
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correspond  à  Icquation 

/7  (  I  — ■  a'  ]t  -\-  bb'  t'  —  <-/,  (i  —  a\  )  u  —  b,  b\  a   =  o, 

a  sa  cubique  indécomposable. 

En  effet,  les  exponentielles  des  côtés  de  ce  quadrilatère  sont 
proportionnelles  à  f ,  z',  za,  n' .  Si  donc  la  cubique  de  ce  quadrila- 
tère était  décomposable,  ou  aurait  une  des  trois  relations 

tt'  :=-.  fiuu  ,     tu'  ^=.  hm' ,     tu  =  hu' t' y 
h  étant  une  constante,  ou,  en  remplaçant  u,  u'  par  leurs  valeurs, 

tf'  :z=  /l  G-  t"t"',       tt"  =  ht't'",       tt'"  =  ht'  t". 

Les  deux  dernières  relations  sont  incompatibles  avec  l'équa- 
tion (3o).  La  première  donne  6  constant,  et  alors  deux  de  nos  six 
quadrilatères  conjugués  deviennent  encore  des  parallélogrammes. 
On  voit  donc  que  l'on  peut  supposer  la  cubique  de  notre  premier 
quadrilatère  indécomposable.  Mais  alors,  en  lui  faisant  jouer  le  rôle 
du  quadrilatère  T,  on  retrouvera  ailleurs  les  solutions  que  nous 
pourrions  obtenir  ('). 

11  nous  reste,  pour  terminer  l'examen  du  second  système,  à  étu- 
dier le  cas  où  l'on  a 


0 

7'' 

,        0 
t 

t 

«    =  -, 
t 

kd. 

/;,  =  /,c. 

c,  =  /.b. 

(I,  —  ha 

(3.; 


11  faudra  alors  satisfaire  aux  équations 

r  <"  '  '  —  ^',      ^f^ ,  ! 

^  (  I  _  y\  t'  +  cc'l"  ---  /.  u     -, — '-  H ^ 

I        /■  t     J 

r  ^    I  —  r',  )         ad'  1 

C  (  ,  _  f'  1  «"  ^  dd'  t"  "  /  0      — _--— l!  _) L     , 

\  o\\  —  <■/'.  ]    dd ,  n 


(')  On  powrrait  craindre,  il  est  vrai,  que  la  correspondance  entre  ce  quadrilatère 
et  son  conjugue  soit  multiple;  mais  nous  démontrerons  plus  loin  l'art.  VI)  que  cela 
n'a  jamais  lieu  toutes  les  fois  que  la  cubique  du  quadrilatère  est  indécomposable. 
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Eliminons  0  entre  les  deux  premières  équations  et  servons-nous 
de  la  relation 

a        h         c  d 

-H-  -7+  -  +  -„,=  o 
t        t         i  t 

pour  éliminer  l'" .  Aous  aurons 

ac[\  —  n'][i—  //,  )  --\-ab[\  —  a'  )c\-  -f-  hch'  [  i  —  h\  ]  -  +  IP  b'  c\ 

Dans  le  cas  où  la  cubique  T  est  indécomposable,  l'équation 
doit  être  identique  à  l'équation  (11).  En  écrivant  les  équations 
d'identification  et  en  y  joignant  celles  qu'on  obtient  par  la  permu- 
tation circulaire  qui  change  t  en  t" ^  on  obtient  le  système  suivant: 

cl'  z=z  I  — n' ,      b',  =/>',      d\  =r/', 

[(û  —  d^)  [\  —  a']-{-  [c-"  —  b')b'  =  o, 

bt'  -+-  et' 
X-  =  I ,      Q  = 


•  "\  —  f'\ 
i" 


b         c 


11  est  très-facile  de  définir  géométriquement  cette  nouvelle  solu- 
tion. Les  triangles  MAN.  MDQ  sont  directement  semblables,  et  de 


même  les  triangles  NBP,  CPQ.  La  relation  entre  les  côtés  «,  ^,  c,  d, 
retranchée  de  sa  conjuguée,  prend  la  forme 


■J]  +  b--{b'  —  P'    -f-  c-:c'—  7'  )  -)-  d\d'- 


o, 
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(it  elle  exprime  que  la  somme  algébrique  d(îs  aires  des  triangles 
construits  sur  les  quatre  cotés  est  nulle.  On  a 

AB  TT^  n[i  —a'jt  -j-  bb't', 
BC  =:(i  —  h')[bl'  -hct"), 
CD  —cb't"-^d[\—a')t\ 

DA=:(i— ^/')  [dt'"  -^at]. 

On  voit  donc  que;  AD  et  BC  sont  dans  un  rapport  constant  avec 
la  diagonale  NQ  du  quadrilatère  MNPQ.  Enfin  on  a,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier, 

gr.AB=:-r.CD. 

Cette  solution  correspond  au  cas  lil  de  M.  Kempe.  l^ajig.  6  montre 
la  disposition  de  l'appareil  dans  le  cas  où  les  triangles  se  réduisent 
h  des  lignes  droites.  ABCD  est  alors  un  trapèze  isoscèle,  et  les  deux 
quadrilatères  sont  symétriques  par  rapport  à  la  médiane  de  ce 
trapèze. 

Le  cas  très-remarquable  où  a  =  d  est  dessiné  dans  \sijig.  7. 


M         M, 


Alors,  si  l'on  fixe  ÎMiNj,  et  que  l'on  supprime  les  tiges  inutiles 
MN,  MQ,  le  point  N  décrit  une  droite  perpendiculaire  à  Mi  N,,  et 
l'on  obtient  le  premier  appareil  à  ligne  droite,  composé  de  cinq 
tiges,  de  M.  Hart.  IMais,  si  l'on  conserve  les  deux  tiges  MN,  MQ,  on 
réalise,  au  moyen  de  sept  tiges  seulement,  le  mouvement  de  la 
droite  MN  parallèlement  à  elle-même.  On  a  vu,  dans  notre  article 
antérieur,  que  la  seconde  dispe^sition  de  M.  Hart  permet  d'obtenir 
le  même  résultat. 
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Nous    avons    supposé  jusqu'ici   la  cubique  T  indécomposable. 
Considérons  le  cas  où  l'on  a 


,/// . ,.11 ,11 


t"  t' 

Alors,  en  désignant  par  6'  la  valeur  commune  des  deux  membres 
de  l'équation  précédente,  ou  aura 

0         0  9  0  0 

Uz=z  —-z=-t,       u'z=i  -   t'.       II'  z^  -  t".       lt"'=z  -  t'" , 

Ce  cas  a  donc  été  déjà  examiné. 
De  même,  si  l'on  a 

«"=  t  t'"  =  'j' , 
on  pourra  poser 

G  ,        0  0  0 

u  =  -t',      Il  =  -  t,      u"=  -  t'",      u"'=  -  t". 

Ce  cas  se  ramène  aussi  à  un  autre  qui  a  déjà  été  discuté,  si  l'on 
elïectue  la  permutation  circulaire  qui  change  t.  en  /',  a  en  u'. 

Il  ne  reste  plus  que  le  cas  où  l'on  a  tl'  =  t." l'" .  En  répétant  le 
raisonnement  de  la  page  i8o,  nous  voyons  que  nous  pouvons  nous 
contenter  d'examiner  l'iiypotlièse  où  la  cubique  du  quadrilatère 
correspondant  à  la  première  équation  (3 1)  est  décomposable.  Or 
cela  n'aura  lieu  que  si  l'on  a 

0  =zflt't"\ 

h  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette  expression  de  0, 
les  équations  (3i)  deviendront  linéaires  en  -f,  l'^t"^t"'.  Elles  de- 
vront donc  être  identiques  toutes  à  l'équation 

at  -t-  at'  -!-  ct"+  ct"'=  o, 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  un  cas  particulier  d'une  solution  qui  sera 
donnée  à  l'article  suivant. 


VI. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  le  troisième  système  de  so- 
lutions. Nous  prendrons  d'abord 

«  =  ô i" ,      u  ^Oi"\      u"=Ot,      Ji"'=Qt', 
fi,=i. /,c,        /),=: /,(/,       (.\   --z  /,tr,      (-/,=  //;. 
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Les  équations  à  vérifier  prennent  ici  la  forme 

b[\~  b')t'  -+-  ce'  t"  =  A  0  [d  [  I  —  b\  )  /'"-f-  ac\  t], 
c[i-.c')t"  +cld't"'=hh[a\\  —c\]t    -^bd\t'], 
d[\  —  (/'  )  t'"  -i-  aa'  t  =1  kh[b[i  —  d\  ]  t'  -l-  da\  t"''\. 


'3-2 


Éliminons  hQ  entre  les  deux  premières.  Nous  aurons  une  équation 
du  second  degré 

\a[i  —a')t  +  bb' t']  [ac\  t—{j  —  b\]{at-h  bt' -^  et" )  ] 

=  [^(i  —  //  ,/'  +  ce'  t"'\  [c{\  —  n\  )t"—  b\  (at-h  bt'  -h  et"]]. 

Cette  relation  devra  être  identique  si  la  cubique  T  est  indécom- 

Fig.  8. 


posable.  Les  relations  qu'on  obtient  ainsi  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  des  permutations  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant  : 


On  a  alors 


/  a\  =  a',      b\  =  b' ,      c\  =  c  ,      r/',  —  d' , 
•   e'  zrzrt',      b'  =  d'  z=  \  — a'. 


0    =z—  i 


AB  =  {i  —  a']  [at  -h  b('),       BC  =a'ibt'  +c/"), 
CD  =  Il  —  a')  [ct"+  dt'"),      DA  =  a'  {de"'-h  ot). 

Les  triangles  MDQ,  MAN,  PBN,  PCQ  sont  directement  sem- 
blables, et  le  quadrilatère  A13CD  est  un  parallélogramme.  L'un  des 
deux  systèmes  de  cjuatre  triangles  est  dessiné  dans  la   fig.  8.  La 
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partie  non  représentée  du  système  articulé  est  symétrique  de  la 
première  par  rapport  au  centre  du  parallélogramme  ABCD.  Cette 
solution  correspond  au  cas  I  de  M.  Kempe. 

On  reconnaît  aisément  que  les  cas  où  la  cubique  est  décompo- 
sable  se  ramènent  à  d'autres  déjà  examinés. 

Si  l'on  a 

tt"  =  t' t'"  =  a' , 

3n  pourra  poser 

w       ,     w       „     w       „,     w 

t  t'  t'  t 

•t  ce  système  a  été  étudié. 
De  même,  si  l'on  a 

[jn  pourra  poser 

,, f,  ftf ,./ ,,tf .  ,,iif . 

Il  — .Ht     —  — -}        M:=-^,        «=— -,        U    =.  — •» 
t'"  t  t'  t 

ce  qui  nous  ramène  à  une  hypothèse  déjà  étudiée;  de  même  enfin, 
si  l'on  a 

u"'=.t't". 

Etudions  maintenant  la  dernière  solution  possible,  celle  pour  la- 
quelle on  a 


t" 

0 

r  =  l 

If 

II' 

Les  équations  à  vérifier  sont  les  suivantes  : 


b{\  —  b']t'  -r-  ce 


33' 


d(\  —  cr]t"'-\-aa't 
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Eliminons  A  Q  entre  les  deux  premières,  nous  aurons 

lbl^^,'^..by+cc^b\t''-a[,--a'){^-b\)t]{^-  +  J,+  '-)| 

+  «'(i  — a')f',  -^abb'c\- bc[\  —  b']  (i  — o',)- — c'c' [i  — a\]  =  o. 

Si  la  cubique  est  indécomposable,  celte  équation  devra  être  iden- 
tique à  l'équation  (i  i),  et  les  équations  d'identitication,  jointes 
à  celles  qu'on  en  déduit  par  des  permutations,  nous  don- 
neront 

V^^'b'+d'-x'      *'  =  «'4-c'-,' 
c.=- r. »       '^i=Tr 


//  -h  r/'  —  1  '       b'  -h  d'—  i 

/  (i_  «')(!_//)  (i  —c'){i  —  d')  =  a'b'c'd', 
^"^4)       ^2(, _«')(,  _ij'^_b^^b'{i~b')-^c'c'b'—-^^,d'  =  o. 

Quand  ces  relations  seront  satisfaites,  les  équations  (33)  se  rédui- 
ront à  une  seule.  Mais  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  valeur  de  kO 
fournie  par  l'une  quelconque  de  ces  équations  a  son  module  con- 
stant. 

Multipliant  membre  à  membre  la  première  équation  et  sa  con- 
juguée, on  trouve 

fl'(l  _fl')(i  —  a')-4-  b'b'p'  —  cH-'{l  —a\){l—a\)  -  Pd'b\[i\ 

V  t'"  t"  1 

=  /Vr/|^(l-«')p',p  +  6',(l-a'Jp,J 
—  ab{l-a')^'^-  —ab{l-y/)b'~. 

Cette  relation  doit  être  identique  à  la  suivante  : 

'  t       t'\  1 1"      t'" 

a-'  +  b'  ^  ab  [^-  -\-  -\=^  c^  +  d'  +  cd  y~  4-  - 

Nous  sommes  ainsi  conduit  aux  équations 

b'  p'  ^'      _      fl' 


(35^ 
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c  a  n 


rV  l    —   d' 


^■'=(7^T7yir^7)'«'+'''-)(«'+-/-o 


En  tenant  compte  des  équations  (35),  on  reconnaît  aisément  que 
la  dernière  équation  (34)  est  identique  à  l'équation  conjuguée  et 
qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(36)      a'{a'  —o:')-+-h'{b'  —  p')  +  C'{c'  -  7'  )  +  rr-{d'  —  S')  =  O, 

([ui  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles  con- 
struits sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  est  nulle. 

Cette  dernière  solution  a  été  aussi  rencontrée  par  M.  Kempe  et 
étudiée  complètement  à  divers  points  de  vue  5  les  appareils  les  plus 
intéressants  auxquels  elle  conduit  sont  précisément  ceux  dont  nous 
avons  fait,  après  M.  Hart,  la  théorie  géométrique  (p.  iSa  de  ce 
Volume). 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet,  mais  nous  dirons  quelques 
mots  d'une  forme  élégante  que  l'on  peut  donner  aux  équations  qui 
se  présentent  dans  la  solution  actuelle  et  dans  plusieurs  des  solu- 
tions précédentes  du  problème  posé. 

Nous  avons  rencontré  le  système  d'équations 

//  p'  d'  r 


1  —  ei  i  —  a  I  —  c  I  —  7 

c  Y  (I  a 

—  b'        I  —  ji'         I  —  d'        I  —  n 

La  signification  géométrique   de  ces  relations  est  presque  évi- 
dente. La  première,  par  exemple,  exprime  que  le  rapport  complexe 

NB  ^  AN 

est  égal  à  son  conjugué.  Il  a  donc  un  argument  égal  à  Âtt.  C'est 
dire  que  l'angle  BNA  est  égal  à  PNM,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
(jue  les  angles  PAP,  ANM  sont  égaux  et  de  même  sens  de  rotation 


i88  PREiMIÈRE  PARTIE. 

{fig-  8).  Eu  d'autres  tenues,  les  deux  triangles  qui  se  réunissent 
eu  un  sommet  du  quadrilatère  y  ont  le  même  angle.  Il  suit  de  là 
que  les  angles  à  la  base  de  ces  triangles,  égaux  par  couples  de 
deux,  n'ont  que  quatre  valeurs  distinctes.  En  appelant  m,  n^  p,  q 
les  tangentes  de  ceux  de  ces  angles  qui  ont  leurs  sommets  en 
M,  N,  P,  Q,  on  est  conduit  à  la  solution  suivante  d(;s  équations  (87  ) 
et  à  l'expression  des  quantités  a! .  On  trouvera 
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n 

(  I  --!-  im  j , 

h' 

—     ''     '    ,   ■  ^ 

n  —  m 

p  —  n 

n 

(  1  -h  '■/'  ^ 

cl 

_       '"      /         ■    \ 

q  —  p 

—              :  i   '  '7  j, 
m  —  q- 

II 

[l  +'■«), 

\-b' 

n 

n  —  m 

~  n^l^'    '    '^'^' 

P 

(i  -1-/7 1, 

\—d' 

-       '^      {^  +  im]. 

p—q 


Si  les  triangles  se  réduisent  à  des  droites,  il  suffira  de  supposer 
que  m,  «,  /7,  q  tendent  vers  zéro,  leurs  rapports  demeurant  finis, 
ce  qui  revient  à  garder  les  formules  précédentes,  en  y  supprimant 
les  termes  imaginaires. 

Si  l'on  adopte  les  expressions  (38)  pour  l'étude  de  la  dernière 
solution,  on  trouvera,  pour  les  valeurs  /«j,  /ij,  ^1,  q^  des  quanti- 
tés m,  11^  p,  q  relatives  au  second  quadrilatère,  les  expressions 
très-simples 

(39)  arc  tang  W|  =  arc  tarig///  —  arc  tang  — 5 


A 


où  l'on  a 

(4o) 

On  a  aussi 


(   h    =  i»p  —  /iq, 

I   h'  =  )rip  {  «  4-  7 )  —  //q [ni  -r-  />]. 


'~'  [p  —  n][p  —  q)[in  —  n       m  —  q]' 

, h'\{n  -\-q)  [i—  mp)  ~  .m  -h  p)  i\  —  nq  \  j 

ri~  


(4 1  )         '  \p  —  n  )  [p  —  7  )  (  /«  —  n    \  m  —  7 

I  ,         (j  p  —  n\  [i  -^  im  ' 

f  '  Ah-  ih 
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Ces  formules  permettront  de  se  rendre  compte   très-aisément  de 
tous  les  cas  particuliers  de  la  solution  générale. 

En  résumé,  nous  avons  trouvé  toutes  les  solutions  de  M.  Kempe, 
plus  celle  de  la  (ig.  4,  fjui  nous  parait  nouvelle. 


VII. 

Toutes  les  recherches  précédentes  reposent  sur  l'hypothèse  que 
les  formules  établissent  une  correspondance  uniforme  entre  les 
points  de  la  cubique  T,  liée  au  quadrilatère  T,  et  ceux  de  la  cu- 
bique U.  Nous  allons  montrer,  en  terminant,  que  tous  les  cas  de 
correspondance  multiple  se  ramènent  à  celui  que  nous  avons 
traité  et  sont  compris  dans  les  solutions  données. 

Supposons,  en  cfïet,  qu'à  un  système  de  valeurs  des  //  puissent 
correspondre,  par  les  formules  (8),  deux  systèmes  différents 


tic  valeurs  des  t.  On  aura  alors,  en  vertu  de  ces  formules, 

a[i  —  n')t  -+-  bb'  t'  -—  a  [i  —  a  )  t  ^  -\-  bb'  t\  ^ 

b  '  l  —  b'  )  f'  -}-  ce'  t"  ::::z  b  [l  —  b'  )t\    -+-  Cc' t'[  , 

■  c  (  1  —  c'  )  l"  +  dd'  t"'=  cil  —  c'  )  t'\  -H  dd'  /;', 

[   dii  —  d'  )/'"  H-  aa'  c   =  d[\  —  d')t"'  -j-  aa  ^t  ^. 

La  première  équation  peut  s'écrire 

a{\—  a'\[t—ty)-z  hb' [t\  —  t'), 
cl,  en  y  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées, 

«    I  —  a' —  b  fi'  —7^  ' 

^  '      //,  '        t't^ 

Les  dillércnces  /.  —  Ai,  l' —  t\  ne  sont  pas  nulles,  puisque  les  deux 
systèmes  de  valeurs  sont  distincts.  On  a  donc,  en  divisant  les  équa- 
tions membre  à  membre, 

\  —a'       b'  ,, 
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De  cette  équation  et  des  équations  analogues  on  déduit 

fi  0  fi  fi 

t      '       i'      '       t  r 

Q  étant  une  inconnue  auxiliaire,  //,  //,  /?/',  //"  des  constantes.  Si  l'on 
porte  ces  valeurs  de  /,,  .  .  . ,  t'"  dans  l'équation 

nf,  -4-  bf\  -f-  ct'[  4-  de'"  =  o, 
on  obtient 

fJl        bh'       ch"       dh'" 

1 1 h    =  O. 

t  t'  t  t'" 

Cette  équation  n'est  vérifiée  (en  excluant  le  cas  du  parallélo- 
f^ramme)  que  si  les  quantités  7^  sont  égales.  On  peut  les  supposer 
égales  à  I,  et  l'on  a 

(43)  t,=-,        /,=_,        <:^--,        ,!'[=-, 

et  par  conséquent 

I  —  a'        bh' 


a{\  —  u']t  -\-  bb't'  =  0{a 

/;(,_    b']t'  -^Cc't"    =6(b 


t  t' 

l  —  b'        ce' 


Éliminant  B  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

(44 


\^ab[^-a')[^-b')[^--'-^^+acc'{,-a')(^--'^ 


^hcb'c'lL--, 

\e        t' 

Cette  équation  ne  peut  jamais  être  satisfaite  tant  que  la  cubique  T 
est  indécomposable.  D'ailleurs,  nous  avons  vu  (art.  III)  que,  si  la 
cubique  T  est  indécomposable,  il  en  est  de  même  de  la  cubique  U 
du  quadrilatère  conjugué.  Donc  : 

Tant  que  la  cubique  de  l'un  des  six  quadrilatères  conjugués 
sera  indécomposable,  il  y  aura  une  correspondance  uniforme 
entre  les  positions  correspondantes  de  ces  quadrilatères  conjugués 
ou  entre  les  points  correspondants  de  leurs  cubiques. 
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11  suit  de  là  que,  en  traitant  spécialement  de  la  correspondance 
uniforme,  nous  avons  certainement  obtenu  tous  les  systèmes  dans 
lesquels  un  seul  des  quadrilatères  a  sa  cubique  indécomposable.  11 
suliira  donc  d'examiner  si,  quand  tous  les  six  quadrilatères  ont  leurs 
cubiques  décomposables,  il  peut  y  avoir  une  correspondance  mul- 
tiple entre  deux  quadrilatères  conjugués.  Nous  allons  voircjue  cela 
est  impossible. 

En  effet,  considérons  le  quadrilatère  correspondant  à  la  pre- 
mière des  équations  (8).  Pour  que  sa  cubique  soit  décomposable, 
il  faut  que  l'on  ait  une  des  équations 

Mw'=:  litt' ,     ut'  ^=  hu  c,      ut  =  ha' t' . 

D'abord  les  deux  dernières  sont  impossibles  dans  le  cas  d'une  cor- 
respondance multiple,  car  elles  déterminent  toutes  deux  une  seule 

valeur  de-  quand   u  et  u'  sont  connus.   Or  il   résulte    des  for- 

t'    ^ 

mules  (43)  que,  dans  les  cas  de  correspondance  multiple,  les  deux 

valeurs  de-, 5 -,'  sont  distinctes  et  réciproques.  On  ne  peut  donc 
t    /, 

avoir  que  la  relation 


tt  ^=  -  uti  . 
h 


Mais  on  aura  aussi,  pour  le  second  système  de  valeurs  des  ï, 

ou,  en  vertu  des  formules  (4^  )? 

G  =:  hua  . 

La  considération  de  la  seconde  des  équations  (8)  nous  donnerait 
de  même 

B  =z  k'u'u\ 

résultat  incompatible  avec  le  précédent  tant  que  U  n'est  pas  un 
parallélogramme,  ce  qu'on  peut  supposer.  Ainsi  : 

//  n  existe  pas  d'autres  solutions  que  celles  qui  ont  été  déduites 
de  l'étude  de  la  correspondance  unijornie. 
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11  était  d'autant  plus  nécessaire  d'établir  cette  pi'oposition,  que 
sur  les  sept  solutions  trouvées  trois  présentent  des  cas  de  corres- 
pondance multiple  : 

1°  La  solution  (a)  l'cprésentée  par  la  fig.  9.,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  remarquer^ 

2"  La  solution  (d),  représentée  par  la  Jlg.  5  5 

3°  Enfin  la  solution  (e),   représentée  dans  la   fig.  6. 

Deux  des  quadrilatères  conjugués,  CP"BP  et  DjM"AM,  sont  des 
parallélogrammes,  et  à  une  position  de  l'un  de  ces  quadrilatères 
correspondent  deux  positions  de  l'autre,  symétriques  par  rapport 
àladroiteQQ"NK^ 
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THOMAE  (J.).  —  Abriss  einer  Théorie  der  complexex  Fuxctioxen  u>d  Iier 
TiiETAFUNCTiONEN  EINER  Veranderliciien.  :>.  Aiiflagc  I  voI.  in-8",  197  p. 
Halle,  1874. 

Le  Livre  de  M.  Tlioinae  contient  sous  une  forme  condensée, 
ainsi  que  l'indique  le  titre,  les  propriétés  les  plus  essentielles  des 
fonctions  0  d'une  seule  variable,  propriétés  qui  constituent  le  fon- 
dement de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques; elles  sont  résumées 
en  soixante-dix  pages.  La  première  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée 
à  l'établissement  des  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variajjle  imaginaire,  des  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires,  à  quelques  notions  sur  les  surfaces  de 
Riemann,  nécessaires  pour  la  représentation  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré  en  a:,  enfin  aux  intégrales  elliptiques. 

Les  premières  pages  du  livre  de  M.  Thomae,  employées  à  défi- 
nir nettement  les  fonctions  dont  l'auteur  va  s'occuper  à  discuter 
différents  genres  de  discontinuité,  à  prévenir  le  lecteur  contre 
certaines  erreurs  où  tombent  volontiers  les  commençants  et  dont 
tous  les  livres  élémentaires  ne  sont  pas  exempts,  sont  peut-être 
particulièrement  dignes  de  fixer  l'attention. 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  d'une  seule  variable  réelle, 
nous  citerons  la  construction  simple  d'une  fonction  bien  définie 
de  a:,  entre  a  et  Z>,  pour  laquelle  le  rapport 

/(.r-+-^)-/i-^) 
/, -' 

quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  a  toujours  pour 
limite  zéro,  et  qui  toutefois  n'est  pas  constante.  Supposant  que 
l'on  ait  a  <^or.  <^[t)<^  .  .  .  <^  Z»,  on  donnera  à  la  fonction  la  valeur 
zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  a  et  a,  la  limite 
supérieure  a  étant  exceptée,  la  valeur  i  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  qui  vont  de  a  à  [3,  en  excluant  la  dernière  limite  (et  non  la 
première),  etc..  L'existence  d'une  telle  fonction  met  en  évidence 
la  fausseté   d'une  démonstration  bien  connue  de  ce  qu'une  fonc- 
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tion  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle  entre  deux  limites  (i 
et  h  est  constante  enti'e  ces  limites,  démonstration  qui  suppose 
seulement  que  le  rapport 

/(■r^/0-/(.r) 
II 

tend  vers  zéro  quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives; 
l'erreur  tient  à  ce  que  la  supposition  précédente  n'entraine  pas 
l'existence  d'un  nombre  li  tel  que  pour  toute  valeur  de  x 
(comprise  entre  a  et  b  le  rapport  soit  plus  petit  qu'un  nombre 
donné.  M.  Tbomae  montre  que,  lorsqut.',  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  les  limites,  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 
fonction  à  l'accroissement  positif  ou  négatif  de  la  variable  tend 
vers  zéro,  la  fonction  est  ed'ectivemcnt  constante^  au  surplus,  la 
démonstration,  maintenant  classique,  due  à  M.  Ossian  Bonnet,  de 
la  formule 

met  la  chose  nettement  en  évidence,  et  de  la  façon  la  plus  simple. 
Citons  encore  la  distinction  de  ce  genre  particulier  de  disconti- 
nuité relative  à  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  et  qui  dispa- 
raît en  changeant  la  valeur  de  la  fonction  pour  ces  valeurs  particu- 
lières. M.  ^cïàiA  G\\  A  àonwé  [Journal  de  d'elle,  t.  73,  p.  3o4) 
un  exemple  simple  dans  la  fonction 

f   X  )  =  lim 1     pour     n  z=  :o  , 

''        '  .r"  H-  X-"  -^  Il         ^ 

qui  pour  x^  i  est  nulle,  et  pour  x^=  i  est  égale  à  A,  et  présente 
ainsi,  pour  cette  valeur  particulière,  la  discontinuité  signalée. 

Pour  ce  qui  est  des  fonctions  de  deux  variables,  M.  Thomae 
insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  de  définir  la  continuité  de  la 
fonction  f[oc^r)  pour  le  point  x,  y  par  la  condition  que  l'on 
puisse  toujours  trouver  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  la  diiïé- 

rence 

f{.T-\-lli,y^-nh)  —f{.r,j) 

puisse  être  rendue  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre 
donné  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  ^  et  y;  étant  des  nombres  quel- 
conques   satisfaisant    à    l'inégalitc;    f--f-y;-li.     Cette     condition, 
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pour  les  points  x^  y  situés  sur  le  contour  qui  limite  le  domaine 
clans  l'intérieur  duquel  on  astreint  la  fonction  à  être  continue, 
doit  être  modifiée  de  manière  à  n'y  faire  entrer  que  les  valeurs  de 
^,  Yi  qui  satisfont  à  l'inégalilé  précédente  et  (jui  répondent  à  des 
points  situés  dans  le  domaine  considéré.  Ainsi,  il  ne  suKit  pas  que 
f{x-+-OIi^f) — f{x^x)  et/(x,  j  +  ô/i) — fi^ij)  tendent  vers 
zéro  avec  h  pour  que  la  fonction  soit  continue.  La  fonction 

/(•^>  j)  =  sin4  arc  tang  -, 

à  laquelle  on  attribue  la  valeur  zéro  quand  07  et  y  sont  nuls,  est  évi- 
demment discontinue  pour  le  point  x  =  o^  j  =::  o,  bien  que  l'on  ait 

/{9h,  o)  -/(o,  o)  =  o,    /{o,  Oh)  -/(o,  o)  =  G. 

Le  même  exemple  montre  aussi  que  l'existence  des  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  [x  =  o^ 
j^  =  o)  n'entraine  pas  l'existence  de  la  différentielle  totale.  Lu 
autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction 

/(x,  j)  =rH-F((B), 
où 

.  1- 

r  =  \/u-''  H-  >  -,     9  =  arc  tang  '-  ■> 

.f 

etoùF(çp)  est  la  fonction  définie  par  la  série  procédant  suivant 
les  sinus  des  multiples  de  l'arc  ©,  qui  entre  — t:  et  H-  "  repré- 
sente, sauf  pour  ©  =  o,  la  (jonction  impaire 


V     (0 


Signalons  encore  ce  genre  de  discontinuité  qui  disparait  par  le 
cliangement  des  valeurs  d'une  fonction  en  des  points  particuliers 
ou  le  long  d'une  courbe  ;  la  fonclion  de  i^L  Seidel 


lim  — '■ — ^ — — t      rz=  \l.t:- -\- y'',      i)our     //=rco, 

r"  +  /•"-!-  n  ' 

nulle  pour  tous  les  points  du  plan  non  situés  sur  le  cercle 

.r= -!->  =  =  f, 

en  est  un  exemple  simple. 


.4. 
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Ces  préliminaires  établis  permettent  à  l'auteur  de  donner  la  no- 
tion précise  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  z  =  x -{- yi 
auxquelles  il  entend  se  Jjorner,  fonctions  pour  lesquelles  ne  doit 
exister  aucune  discontinuité  du  dernier  genre  et  qui  pour  tous  les 
points  du  domaine  considéré,  sauf  en  des  points  isolés  ouïe  long 
de  lignes  isolées,  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

.i)f{.r,    r\         ,\f(.r,    y] 


0.r  <)y 

iM.  Thoniae  montre  ensuite  comment  le  changement  d'une  va- 
riable imaginaire  en  une  autre  conduit  à  la  représentation,  con- 
forme d'une  portion  de  plan  sur  une  autre  portion  de  plan,  définit 
ce  qu'il  faut  entendre  par  une  intégrale  prise  entre  des  limites 
imaginaires,  établit  d'après  Riemann  le  théorème  fondamental  de 
Caucliy;  démontre  les  propositions  relatives  au  développement 
d'une  fonction  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 
positives  ou  négatives  de  la  variable,  en  somme  de  fractions  ra- 
tionnelles, en  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs  ;  donne  la 
notion  d'une  fonction  doublement  périodique,  du  parallélogramme 
élémentaire  et  de  ses  propriétés^  montre  comment  les  périodes, 
les  zéros  et  les  infinis  définissent  une  fonction  doublement  pério- 
dique, et  comment  les  fonctions  doublement  périodiques  du  second 
ordre  suffisent  à  construire  les  fonctions  doublement  périodiques 
d'ordre  supérieur.  L'auteur  est  alors  amené  à  dire  quelques  mots 
des  fonctions  doublement  périodiques  à  infinis  doubles  et  des 
fonctions  a  (x)deM.  Weierstrass,  dont  le  logarithme  a  pour  dérivée 
seconde  une  fonction  de  ce  caractère,  qui  pcîuvent  être  définies 
par  l'égalité 


a[.r)=.rJl 


lin  Iv  +  2///1S.' 


jniK'  j  ' 


et  qui  d'ailleurs  ne  diffèrent  que  par  un  fadeur  exponentiel  des 
fonctions  0.  Après  avoir  établi  la  relation  algébrique  entre  une 
fonction  doublement  périodique  du  second  ordre  et  sa  dérivée, 
l'auteur  est  amené  à  étudier  les  surfaces  de  Kiemann,  en  tant 
qu'elles  servent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  il  donne 
ensuite  la  forme  canonique  des  intégrales  cllipti([ues  et  leurs  pro- 
priél('S  les  plus  simples. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  197 

Le  point  de  départ  de  iNI.  Tliomae,  dans  l'étude  dos  fonctions  B, 
est  pris  dans  les  équations  fonctionnelles 

où  A,  ij^  À,  ^  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  B-  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  tout  le  plan.  En  fai-ant 
X  =  logî,  on  aperçoit  aisément  c|ue  les  fonctions  cliereliées  doivent 
ètredéveloppables  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  et  négatives  de  t  =  e^-^  les  équations  fonctionnelles 
posées,  jointes  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


4 


ôa  dx^ 


déterminent  les  coefficients  de  ces  séries  ;  les  valeurs  o,  i  attri- 
buées aux  indices  A,  g  conduisent  aux  cjuatre  fonctions  3-.  Le  pro- 
cédé môme  qui  a  servi  pour  intégrer  les  équations  fonctionnelles 
conduit  cà  prouver  l'existence  d'une  relation  linéaire  à  coefficients 
constants  entre  p  -\-  i  fonctions  qui  satisfont  aux  équations 

's(.r  H-  X/tt)  =  (—  i)^''ïï)(.r), 


]^;^e-ai^V-2a;xx/.,^f  ^j^ 


De  là  résultent  aisément  les  relations  entre  les  carrés  des  lonc- 
lions  3-  et  les  expressions  développées  du  produit  de  deux  fonc- 
tions 3-  dont  les  arguments  sont  x  H-  ;,  a: —  ?;  ces  dernières  for- 
mules conduisent  immédiatement  au  théorème  sur  l'addition  des 
arguments  dans  les  fonctions  elliptiques.  De  (;e  théorème  on  peut 
déduire  les  équations  diilérentielles  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions 5  on  peut  dès  lors  établir  la  notion  des  intégrales  ellip- 
tiques de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  leur  expression 
au  moyen  des  fonctions  j,  et  les  propositions  relatives  à  l'addition. 
L'auteur  passe  ensuite  aux  divers  développements  en  produits  infi- 
nis et  en  séries  trigonométriques,  et  expose  quelques-unes  des  con- 
séquences arithmétiques  qui  s'en  déduisent  naturellement.  Enfin, 
après  avoir  consacré  quelques  pages  aux  fonctions  qu'on  obtient 
en  généralisant  la  série  du  binôme  par  le  procédé  applicrué  par 
M.  Heine  à  la  série  hypergéométrique,  il  s'occupe  de  la  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  3  et  des  fonctions  elliptiques. 

.T.  T. 
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ROHN  (K.).  —  Betrachtungex  I'ber  die  Kummer'sche  Flache  und  ihren 

ZlSAMMENHANG  mit  DEN  HYPERELLIPTISCHE.N  FuNCTIONEN  p  =  1.  —  Mlinclien, 

1878.  In-S",  60  pages. 

On  coniiait  l'étroite  connexion  qui  existe  entre  les  fonctions 
elliptiques  et  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  5  si  l'on  con- 
sidère les  fonctions  hyperelliptiques  pour  lesquelles  les  fonctions 
0  correspondantes  dépendent  de  deux  arguments ,  c'est  à  une 
surface  que  l'on  peut  espérer  de  les  relier  par  un  mode  analogue  à 
celui  que  nous  venons  de  rappeler,  et  la  surface  qui  se  trouve  ainsi 
étroitement  unie  à  ces  fonctions  est  la  surface  de  Kummer. 

C'est  cette  connexion  qu'étudie  M.  Rolin  dans  son  importante 
dissertation  inaugurale. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  s'occupe  de  la  surface  de 
Kummer  en  elle-même,  définit  les  deux  paramètres  qui  déterminent 
chaque  point,  recherche  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la 
surface  et  les  régions  dans  lesquelles  on  peut  la  décomposer;  le 
terrain  ainsi  préparé,  M.  Rohn  expose,  dans  la  seconde  Partie  de 
son  travail,  comment  on  peut  représenter  les  fonctions  hyperel- 
liptiques (^p  =  2.)  sur  la  surface  qu'il  a  étudiée,  et,  dans  la  troi- 
sième, compare  avec  sa  méthode  celle  qu'a  donnée  M.  Borchardt. 

JNous  indiquerons  quelles  variables  choisit  l'auteur  pour  détei^- 
miner  les  dilîérents  points  de  la  surface. 

Au  système  de  complexes  du  second  degré  homofocaux 


X,  — / 


où  les  six  complexes  linéaires  fondamentaux,  deux  à  deux  en  invo- 
lution,  a:,  =  0,  .rj  =  o,  .  .  . ,  sont  tels  que  l'on  ait  identiquement 

a:]  -\-  x]  -i-  ...  -f-  .r^  =  o, 

correspond  une  même  surface  de  Kummer,  touchée  par  chaque 
droite  singulière.  L'équation  du  système  de  complexes  est  du  qua- 
trième degré  en  A,  en  sorte  que  chaque  droite  appartient  à  quatre 
complexes  du  système;  réciproquement,  quatre  complexes  du  sys- 
tème se  coupent  suivant  trente-deux  droites,  dont  les  coordonnées 
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sont  données  par  les  formules 

p.r-   =:  _     ■ (y.  =  I,   2,    .  .  .,b), 

où  f  [Jia]  est  la  valeur  Je  la  dérivée,  pour  A  =  Â,,  de 

f[l)  =  [k,-l][k..-l)...[k,-l). 

Les  droites  singulières  s'obtiennent  en  égalant  deux  paramètres  X. 
D'ailleurs,  en  général,  une  seule  droite  du  faisceau  de  tangentes  en 
un  point  à  la  surface  de  Kummer  appartient,  en  tant  que  droite 
singulière,  à  cliaque  complexe  du  système,  les  deux  autres  points  où 
elle  rencontre  la  surface  étant  les  points  singuliers  correspondants; 
par  suite,  si  la  tangente  considérée  est  une  tangente  d'inflexion, 
le  faisceau  entier  des  tangentes  appartient  au  complexe  dont  cette 
droite  est  une  droite  singulière.  Les  tangentes  en  un  point  appar- 
tiennent donc  à  deux  complexes  du  système  liomofocal,  et  ce  sont 
les  paramètres  Xj,  7.^  de  ces  complexes  qui  servent  à  M.  Rolin  pour 
définir  ce  point;  quant  aux  autres  paramètres  X3,  A4  des  tangentes, 
ils  sont  égaux.  Lorsque  leur  valeur  commune  X  varie  de  —  co 
à  -t-  GO  ,  la  tangente  décrit  le  faisceau  et,  pour  X  =  X,  ou  Xg,  devient 
une  tangente  d'inflexion.  Pour  chaque  système  de  valeur  de  Xj,  /,, 
on  peut  donc  obtenir  les  six  coordonnées  de  chacune  des  tangentes 
d'inflexion  relatives  au  point  correspondant.  Les  différentes  com- 
binaisons de  signe  fournissent  trente-deux  couples  de  telles  tan- 
gentes, en  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  Xj,  Xj  correspon- 
dent trente-deux  points  delà  surface  de  Kummer  5  ces  trente-deux 
points  peuvent  être  regardés  comme  les  intersections  de  deux 
lignes  asymptotiques  dont  les  équations,  dans  le  système  de  coor- 
données précédemment  défini,  seraient  X.i  :=:  const.,  ?.2=  const. 
L'emploi  des  fonctions  hyperelliptiques  permet  de  distinguer  les 
trente-deux  points  et  de  leur  attribuer  des  paramètres  différents. 
Enfin,  la  comparaison  du  procédé  de  représentation  de  M.  Bor- 
cliardt  et  du  sien  conduit  M.  Rohn  à  reprendre  l'étude  des  trans- 
formations quadratiques  et  leur  signification  relative  à  la  surface 
de  Kummer  ;  il  parvient  ainsi,  pour  ces  transformations,  aux  for- 
mules les  plus  simples. 

Quant  à  l'étude  des  diverses  formes  de  la  surface  de  Kummer, 
des  relations  entre  ses  nœuds  et  ses  poijits  doubles,  elle  a  naturel- 
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lement  pour  point  de  départ  la  distinction  des  cas  qui  peuvent  se 
présenter  quant  à  la  réalité  des  six  complexes  linéaires  fondamen- 
taux. Ces  six  complexes  étant  donnés,  il  existe  une  triple  infinité 
de  systèmes  homofocaux  correspondants,  en  sorte  qu'on  peutprendre 
arbitrairement  un  point  de  l'espace  pour  nœud  de  la  surface  de 
Kuiiuner^  lessei/.e  nœuds  et  la  surface  tout  entière  sont  alors  déter- 
minés. Si  l'on  prend  le  nœud  sur  la  surface  réglée  intersection  de 
trois  des  complexes  fondamentaux,  les  seize  nœuds  sont  aux  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  d'un  système  et  de  quatre  gé- 
nératrices de  l'autre,  et  la  surface  de  Kummer  n'est  autre  que  la 
surface  du  second  degré  comptée  deux  fois-,  cette  dernière,  avec  les 
seize  points  d'intersection  des  huit  génératrices  considérées,  peut 
être  regardée  comme  l'image  d'une  surface  de  Kummer,  avec  ses 
seize  nœuds,  qui,  par  une  déformation  continue,  viendrait  se  con- 
l"o]idre  avec  elle.  J.   T. 


BOUSSINESQ   (J.).  —  Essai  théorique  sur  i/équilibre  des  massifs  pulvé- 
rulents, COMPARÉ  A  celui  DE  MASSIFS  SOLIDES  ET  SUR  L\  POUSSÉE  DES  TERRES 

SANS  COHÉSION.  —  Paris,  Gaulhier-Villars,  1876.  In-4°  de  180  p.  Prix  :  10  fr. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  essaye  de  poser  les  bases  de  la  Méca- 
nique des  corps  semi-fluides  qui  sont,  les  uns  pulvérulents,  les 
autres  plastiques.  Rankine,  dans  une  étude  Sur  la  stabilité  de  la 
terre  sans  cohésion  [Philo  s  opine  al  Transactions,  1 856- 1857),  a 
traité  de  l'équilibre  limite  que  présentent  des  masses  pulvérulentes 
sur  le  point  de  s'ébouler  ;  il  a  admis,  comme  base  de  son  analyse, 
qu'en  chaque  point  d'une  telle  masse  la  ])ression  la  plus  inclinée 
sur  la  normale  à  l'élément  plan  qu'elle  sollicite  fait  avec  celte  nor- 
male un  angle  égal  à  celui  du  frottement  intérieur  ou  de  terre  cou- 
lante. D'autre  })art,  M.  Tresea,  dans  un  Mémoire  .S/</"  le  poinçonnage 
des  métaux  et  la  déformation  des  corps  solides  (^Savants  étrangers 
de  V Acadénde  de  Paris,  t.  XX,  1872),  et  M.  de  Saint- Venant, 
dans  divers  articles  insérés  aux  Comptes  rendus  de  1870  et  1871, 
ont  été  conduits  par  l'expérience  à  admettre,  comme  principe  fon- 
damental de  la  Mécanique  des  corps  plastiques,  la  constance  de  la 
plus  grande  composante  taiig(Milie!l(MJ(>  j)ression  aux  divers  pf)inls 
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de  ces  corps,  supposés  pétris  avec  une  certaine  lenteur.  Mais  on 
n'avait  pas  encore  cherché  comment  ces  états  ébouleux  et  plastiques 
d'une  matière  que  l'on  déforme  indéfiniment  se  rattachent  aux 
états  élastiques  ordinaires,  correspondant  à  des  déformations 
moins  étendues,  c'est-à-dire  comprises  entre  les  limites  d'élasticité. 
En  outre,  pour  les  masses  pulvérulentes,  on  n'avait  aucune  con- 
naissance de  l'expression  de  leurs  forces  élastiques  en  fonction  des 
petites  déformations  éprouvées  à  partir  de  l'état  naturel.  C'est  à 
cette  double  lacune  que  répond  le  Mémoire  de  M.  Boussinesq. 

Admettant  que  les  expressions  des  forces  élastiques  sont  déve- 
loppables  en  séries  très-convergentes  suivant  les  puissances 
entières  des  déformations,  il  cherche  les  formes  auxquelles  se  ré- 
duisent nécessairement  ces  expressions,  supposées  de  grandeur 
modérée,  dans  les  deux  cas  d'un  solide  d'élasticité  constante  et 
d'une  masse  pulvérulente,  c'est-à-dire  suivant  que  le  corps  présente 
toujours  une  rigidité  finie  ou  suivant  qu'il  résiste  aux  déformations, 
alors  seulement  qu'il  supporte  dans  tous  les  sens  une  pression  plus 
ou  moins  grande.  Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  aux  formules 
très-connues  de  Lamé  (à  deux  coefficients  d'élasticité  ^,  /^).  Dans 
le  second  cas,  il  arrive,  pour  les  six  composantes  N,  T  suivant  les 
x,  j,  z  des  pressions  exercées  sur  les  éléments  plans  qui  leur  sont 
normaux,  aux  relations 

/  dii\  (  (h 

N,  =  />  I  —  I  -t-  2  ///  -—  U      N ,  =  /^  {  —  I  H-  2  w  --- 

/  (Uv 

/  di'        (liK'\  (div        du\  i du         dv 

m  désigne  un  coefficient  constant  pour  cliaque  matière  pulvéru- 
lente, ]i  la  pression  moyenne  exercée  autour  de  la  molécule  consi- 
dérée (j^,j)',  it),  et  «,  S',  \v'  les  composantes  du  petit  déplacement 
qu'elle  a  éprouvé.  De  plus,  la  même  analyse  montre  que  la  dila- 
tation cubique  est  négligeable  en  comparaison  des  trois  dilatations 
linéaires  dont  elle  égale  sensiblement  la  somme  algébrique.  On 
peut  donc  joindre  aux  tiois  équations  ordinaires  d'équilibre  où 
entrent    les    dérivées    en  x-  y,   z   des  forces  N,   T   la  quatrième 


■un  PUKMIKIIK   1>AUTIE. 

équation  iiiclélinic; 


du       O»       ôiv 

.    =  o. 


nécessaire  à  la  détermination  des  quatre  fonctions  inconnues  u,  t^, 
vv,  p. 

Il  existe,  en  outre,  des  conditions  d'équilibre  spéciales  aux  sur- 
faces libres  du  massif  et  d'autres  conditions,  très-variées  suivant  les 
circonstances,  concernant  les  surfaces  de  séparation  de  ce  massif 
d'avec  le  sol  ou  les  murs  rigides  qui  le  soutiennent.  Ces  dernières 
relations  sont  remplacées  par  une  condition  de  maximum  de  stabi- 
lité intérieure  dans  le  cas  le  plus  important,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  des  modes  d'équilibre  qui  se  produisent  à  la  longue,  une  fois 
que  les  petits  ébranlements  auxquels  tout  massif  est  sans  cesse 
exposé  ont  réussi  à  grouper  les  grains  pulvérulents  de  la  manière 
la  moins  forcée,  la  plus  voisine  de  l'état  naturel. 

L'intégration  du  système  d'équations  indiqué  fait  connaître,  dans 
chaque  problème  spécial,  les  valeurs  de  h,  ^',  vv,/7,  et  par  suite 
celles  des  déformations.  Il  reste  ensuite  à  exprimer  que  les  trois 
dilatations  principales  Oi^d^^  d^  satisfont  partout  à  une  certaine  iné- 
galité, c'est-à-dire  ne  sortent  pas  des  limites  d'élasticité  imposées, 
comme  on  sait,  à  toute  matière  douée  de  la  tendance  à  reprendre  la 
forme  dont  on  l'écarté.  Dans  le  cas  simple  de  déformations  planes, 
on  a  ()2=  o,  et  M.  Boussinesq  reconnaît  que  l'inégalité  dont  il  vient 
d'être  question  revient,  pour  les  masses  pulvérulentes  et  pour  les 
solides  suffisamment  plastiques,  à  supposer  la  plus  grande  dila- 
tation di  inférieure  à  une  constance  spécifique  5  le  fait  de  l'absence 
de  cohésion  des  massifs  pulvérulents  lui  permet  même  de  poser, 

pour  ces  massifs,  Oi<^ -i  o  désignant  un  angle  aigu  positif  qu'il 

démontre  plus  loin  être  précisément  celui  du  frottement  intérieur. 
Les  intégrations  sont  faciles  quand  le  massif  homogène  et  pesant 
a  pour  surface  libre  un  talus  plan  faisant  un  angle  donné  w  avec 
l'horizon,  et  que  les  déformations  éprouvées,  parallèles  à  son  plan 
vertical  de  symétrie,  se  trouvent  les  mêmes  en  tous  les  points  éga- 
lement distants  du  talus  supérieur.  M.  Boussinesq  elfectue  ces  inté- 
grations pour  un  massif  j)ulvérulent  et  pour  un  massif  solide.  Les 
résultats  deviennent  fort  simples  dans  les  cas  où  la  profondeur  est 
suffisamment  grande.   y\lors  les  dilatations  principales  f),,  ();,  soni 
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les  mêmes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  sensiblement 
proportionnelles  à  la  distance  au  talus  supérieur,  dans  le  cas  d'un 
massif  solide.  De  plus,  les  Lissectrices  des  angles  formés  par  les  élé- 
ments linéaires  qui  éprouvent  ces  dilatations  principales  ont  des 
directions  constantes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  des 
directions  qui  tendent  à  devenir  constantes  quand  on  s'enfonce  dans 
le  massif  solide.  L'angle  e  que  fait  avec  la  verticale  une  quelconque 
de  ces  directions  est  astreint,  dans  un  massif  pulvérulent  de  pro- 
fondeur quelconque  et  dans  un  massif  solide  de  profondeur  très- 
grande,  à  vérifier  l'inégalité 

sin-w 
cos^ [M  —  2 £ r>    ■   -,    ; 
sin-  f 

Cj>  désigne  pour  un  massif  pulvérulent  l'angle  défini  ci-dessus  et  pour 
un  massif  solide  l'angle  aigu,  dont  le  sinus  vaut  f^^!  (À  -f-  p).  Cette 
inégalité  n'est  compatible  avec  aucune  valeur  réelle  de  e  quand  on 
a  w  ^  Q,  d'où  se  conclut  l'impossibilité,  pour  un  massif  pulvérulent, 
de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur  à  celui  de  terre  coulante,  et 
pour  un  massif  solide  profond  de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur 
à  celui  dont  le  sinus  vaut  le  rapport  p  :  (X -h /:>t),  d'autant  plus 
voisin  de  zéro  qu'il  s'agit  d'un  corps  plus  mou.  Si  au  contraire  w  <^  ©, 
e  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  5  elles  correspondent  à  tout 
autant  de  modes  distincts  d'équilibre  d'élasticité,  tous  compris  entre 
deux  modes  d'équilibre  limite,  l'un  par  détente,  l'autre  par  com- 
pression, précisément  identiques,  dans  les  milieux  pulvérulents,  à 
ceux  qu'avait  découverts  Rankine.  M.  Boussinesq  démontre  qu'un 
des  modes  d'équilibre  d'élasticité  ainsi  obtenus,  et  un  seul,  convient 
au  cas  où  le  massif  est  soutenu  d'un  côté  par  un  mur  plan,  soit 
lorsque  ce  mur  présente  un  degré  de  résistance  connu  et  que  l'équi- 
libre s'est  réglé  à  la  longue,  soit  lorsque  le  mur  est  une  paroi  sans 
pesanteur  que  maintient  contre  le  massif  une  force  donnée,  com- 
prise entre  celle  qui  suffirait  à  peine  pour  le  soutenir  et  celle  qui  le 
ferait  refluer  par  écrasement  au-dessus  du  talus  supérieur,  soit 
encore  pour  d'autres  circonstances,  les  plus  simples  en  théorie, 
mais  peu  réalisables  pratiquement. 

Les  deux  derniers  paragraphes  du  Mémoire  (§§IXetX),  qui 
sont  aussi  les  plus  longs,  sont  consacrés  à  la  Dynamique  des  massifs 
incohérents  et  des  solides  malléables.  L'auteur  reconnaît  d'abord 
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que  les  très-petites  vibrations  élastiques  d'une  masse  pulvérulente 
non  comprimée  ne  sont  pas  réglées  par  des  équations  linéaires,  c(î 
qui  explique  pourquoi  ces  masses  ne  peuvent  pas  vibrer  pendulai- 
reinent  sous  l'influence  de  leur  élasticité  et  pourquoi  elles 
étoull'ent  le  son.  11  se  borne  ensuite  à  l'étude  des  mouvements  assez 
lenls  dans  lesquels  l'inertie  n'a  qu'un  rôle  négligeable,  si  ce  n'est 
en  des  points  exceptionnels.  Les  six  pressions  jN,  T  n'y  dillèreut 
pas  sensiblement,  en  chaque  endroit,  des  forces  élastiques  maxima 
que  comporte  la  matière,  en  sorte  que  l'équation  caractéristique 
de  l'état  ébouleux  ou  de  l'état  plastique  s'obtient  en  exprimant  que 
les  limites  d'élasticité  se  trouvent  atteintes^  cette  équation  est  pré- 
cisément, soit  la  formule  fondamentale  posée  par  INl.  Rankine,  soit 
celle  de  MM.  Tresca  et  de  Saint-Venant  pour  la  plasticodyna- 
mique.  M.  Boussinesq  joint  donc  cette  relation  linie  en  N,  T  aux 
trois  équations  bien  connues  qui  expriment  l'équilibre  d'un  élé- 
ment de  voiunae  parallélépipédique  et  où  entrent  les  dérivées  en 
.r,r,^  des  six  pressions  N,  T.  Mais  il  observe  que  la  masse  en 
équilibre  ébouleux  ou  plastique  n'admet  généralement  plus  un  état 
naturel  où  les  pressions  peuvent  s'annuler  partout  5  il  faudrait 
séparer  toutes  ses  particules  infiniment  petites  les  unes  des  autres 
pour  qu'elles  puissent  se  détendre  simultanément  sans  se  gêner. 

M.  Boussinesq  complète  le  système  de  neuf  équations  indéfinies 
nécessaires  à  la  détermination  des  six  pressions  ^,  T  et  des  trois 
composantes  a,  ç»,  w  de  la  vitesse  de  cliaque  particule  en  admettant 
que  les  diverses  fibres  qui  se  croisent  en  un  même  point  éprouvent 
des  dilatations  persistantes  proportionnelles  à  leurs  dilatations 
clasti(/ues  actuelles.  Ce  principe  simple  lui  fournit  aisément  les 
cinq  équations  indéfinies  qui  manquaient.  Enfin  il  joint  des  con- 
ditions évidentes  spéciales,  soit  aux  surfaces  libres,  soit  aux  couches 
en  contact  avec  des  parois  solides,  soit  aux  surfaces  de  séparation 
des  parties  passées  à  l'état  ébouleux  d'avec  celles  qui  sont  restées  à 
l'état  élastique  ordinaire. 

Comme  première  application,  M.  Boussinesq  démontre  que  la 
"vitesse  d'écoulement  du  sable  par  un  orifice  tend  "vers  une  limite 
ou  des'ient  indépendante  de  la  liauteur  de  charge  dès  que  celle-ci 
atteint  une  certaine  valeur,  fait  connu  des  anciens  et  qui  leur  per- 
mettait de  mesurer  le  temps  au  moyen d(;s sabliers.  Jl  étudie  ensuite 
la  r('partition  des  pressions  dans  un    massif  sans  cohésion  soutenu 
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par  un  mur,  aux  premiers  moments  d'un  ëboulement  déterminé  par 
l'ébranlement  du  mur.  M.  IMaurice  Lévy  a  heureusement  appliqué 
au  proi)lènie,  en  la  découvrant  de  nouveau,  une  des  deux  solutions 
doiuiées  par  Rankine  dont  il  a  été  parlé  plus  haut;  seulement  elle 
ne  convient  que  pour  un  cas  restreint,  car  elle  n'est  compatible 
avec  le  glissement  de  la  matière  du  massil"  contre  le  mur  qu'autant 
(pie  celui-ci  a  sa  face  postérieure  dirigée  d'une  certaine  manière. 
\I.  Boussinesq  en  trouve  d'autres  beaucoup  plus  générales  appli- 
cables pour  des  inclinaisons  quelconques  de  ces  faces  et  même  pour 
le  cas  où  les  surfaces  limites  du  massif  sont  courbes.  Ces  solutions 
comportent  des  représentations  géométriques  assez  simples,  et  elles 
prouvent  que,suivantles  cas,  une  portion  déterminée  du  massif,  con- 
tiguë  au  mur  de  soutènement,  reste  à  l'état  élastique  ou  devient  le 
siège  d'un  état  ébouleux  très-diiïérent  de  celui  qui  affecte  le  reste. 
D'ailleurs,  elles  ne  sont  rigoureusement  exactes  que  lorsque  la  ma- 
tière pulvérulente  présente  une  hétérogénéité  trop  peu  sensible 
pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  l'étude,  en  coordonnées  po- 
laires, des  déformations  planes  d'une  masse  plastique  ou  pulvéru- 
lente soumise  en  divers  sens  à  des  pressions  beaucoup  plus  grandes 
que  son  poids,  principalement  quand  ces  pressions  sont  ou  pareille- 
ment distribuées  autour  d'un  axe,  ou  pareillement  orientées  en 
tous  les  points  de  ciiaque  rayon  vecteur  émané  de  l'origine. 
^I.  Boussinesq  en  déduit,  comme  formules  approximatives,  les  ex- 
pressions simples  et  remarquables  auxquellesM.Tresca  a  été  conduit 
par  l'expérience  :  i°  la  force  capable  de  faire  pénétrer  un  poinçon 
cylindric[ue  suivant  l'axe  d'un  bloc  de  plomb  de  même  forme,  mais 
de  plus  grand  diamètre,  à  contour  tantôt  libre,  tantôt  entouré  d'un 
manchon  rigide  ;  2"  la  hauteur  de  la  débouchure  cjue  détache  ce 
poinçon,  quanti  un  orifice  de  même  dimension  transversale  cjue  lui 
est  percé  suivant  son  prolongement  à  travers  le  plan  poli  qui  sup- 
porte le  bloc  poinçonné  ;  3°  enfin  la  force  capable  de  faire  écouler 
par  un  tel  orifice  un  morceau  cylindrique  de  plomb  remplissant  un 
vase  en  fer  et  poussé  par  im  piston.  M.  Boussinesq  trouve  aussi  les 
modes  les  plus  simples  de  distribution  des  pressions  qui  se  pro- 
duisent dans  une  masse  plastic|ue  ou  pulvérulente  remplissant 
l'angle  dièdre  formé  par  deux  plans  rigides,  soit  lorsque  cet  angle 
est  constant  et  qne  la  masse  consi<lérée  v  coule  de  manière  que  la 
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matière  contigiië  aux  plans  converge  des  deux  côtés  vers  l'arèle  ou 
s'en  éloigne  des  deux  côlés,  soit,  au  contraire,  que  l'angle  des 
deux  plans  diminue  ou  grandisse  et  que  l'écoulementsoitproduit  par 
l'écrasement  de  la  masse  ou  par  sa  détente  latérale. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposition  d'une  méthode  d'inté- 
gration graphique  due  à  Rankine,  pour  traiter  le  problème  de  l'équi- 
libre limite  d'un  massif  pulvérulent  à  surface  supérieure  courbe. 
Rankine  l'avait  appliquée  en  faisant  une  hypothèse  simplifîcative 
qui  change  beaucoup  la  question.  M.  Boussinesq  montre  comment 
elle  peut,  avec  presque  autant  de  simplicité,  s'adapter  aux  équa- 
tions vraies  du  problème.  P.   M. 


MELANGES. 

LETTRES  DE  LAPLACE  A  CONDORCET. 

I. 

A  l'École  militaire,  ce  23  décembre  1771. 

Monsieur, 

En  repassant  sur  les  dilïérens  Mémoires  que  j'ay  présenté 
jusques  ici  à  l'Académie  j'en  ay  extrait  les  remarques  suivantes  qui 
sont  relatives  à  un  objet  dont  vous  vous  estes  occupé  dans  le  troi- 
sième Volume  des  Mémoires  de  Thurin  5  et  je  prends  la  liberté  de 
les  soumettre  à  vostre  examen. 

Vous  et  M.  de  la  Grange  avez  démontré  dans  ces  Alémoircs 
d'une  manière  fort  élégante  que,  si  l'on  sçait  intégrer  l'équation 

dx  étant  constant  et  H,  H',  .  .  .  étant  des  fonctions  de  x,  on  pourra 
toujours  intégrer  celle-ci, 

,     ,  (Ir  drÎY  ,  cl"y 

X  =.)•  4-  lI-_  +  H'  —,  +.  .  .+  H"-'  — ^, 
d.i:  a.T.'  (Lf:"- 

X  <'tant  une  fonction  de  x. 
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Je  suis  parvenu  par  une  méthode  assez  singulière  non-seulement  à 
démontrer  ce  théorème,  mais  encor  à  la  règle  suivante.  Soit 

y  —  Cu^  Cil  -\-  C"ii"  -h.  .  .-h  C"-'  //"-' 

l'intégrale  complète  de  l'équation  (i),  «,  u',  u'\  ...  étant  des  inté- 
grales particulières  de  cette  équation,  et  C,  C,  C",  ...  étant  des  con- 
stantes arbitraires  ;  on  fera 

-  _  a'  du  —  Il  du'         ^       ~'f{~  _  ~ff;p         S       'iJ^ffii  _  Jiti~ 

'  u   Z=Z    ^; )  U    =Z , 


du 


(^"  du 


—        u"  du  —  udii"        —       u"  du  —  iidu'' 

■1      u' 


(('<■  du 

u"  du  —  udii'" 


du 


jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  former  w==.  Soit  alors 


d   /  I 
dx 


[71  n'étant  pas  un  exposant,  mais  indiquant  seulement  le  rang  de  z 
dans  la  suite  des  z).  Si  dans  l'expression  de  s"~'  on  change  u"~' 
en  «"~-  et  réciproquement,  on  formera  z'^~-  ;  si  dans  la  même  ex- 
pression de  z''~*  on  change  «""'  en  u"~^  et  réciproquement,  on 
formera  ^"~^,  et  ainsi  de  suite 5  on  aura 

j=  u  (C  -hJ'zXd.r) 
-h-u'  (C  -^fz'Xd.r) 
+  u"  (C"  -^fz"Xdx) 
H- 

-t-  «"-i(C"-i-r/s"-iXr/^-), 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (2). 

11  résulte  encore  de  cette  méthode  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  dépend  toujours  de  l'intégration  de  deux  autres  en  degré 
Il  —  I  et  dont  il  n'est  même  nécessaire  que  de  trouver  un  nombre 
n  —  2  d'intégrales  particulières.  La  niesme  méthode  s'étend  encor 
aux  dinérenees  finies. 
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Soit  l'équation  différentio-difrércntielle  aux  différences  iinies 

(  3  )  X-^  =  j-^  4-  H^  j-^+i  +  iH^j-^--  +  .  .  .  -h  "-1 H^  j-^+", 

X-*',  H"'',  'H-^,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  X-^",  j^\  H*",  ...  ne  dé- 
signant pas  des  puissances  de  X,  j  ,  H,  ...,  mais  le  x'^™®  terme  de 
la  série  des  X,  des  y^  etc. 

Que  l'on  désigne  par  la  caractéristique  A  les  différences  finies  et 
par  la  caractéristique  S  les  intégrales  finies^  cela  posé,  soit 


An  -h 'A' Il  -^  "A  "«-+-.  .  .+' 


l'intégrale  de 


ii  —  l  TJ.r  ^.ï+ii 


(4)  o=:j-^+H^j^+'4-.  .  .  +  "-'H'"j 

//,'//,  "/f,   ...   étant  des   intégrales  particulières  de  l'équation  (4 
et  A,  'A,  .  .  .  étant  des  constantes  arbitraires^  que  l'on  fasse 


«  =:  «  A  (  —  ) ,      //  =  «  A  l    — 


«'  ^  M  A  I  —  )■)       II' ^  n  s 

u  \  a 


jusques  à  ce  qu'on  parvienne  à  former  lû^-^  c[ue  l'on  fasse 


si  dans  cette  expression  on  change  "~hLe\\  '^~'-u  et  réciproquement, 
on  formera  '^~^z^  et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  de  l'équation  (3) 
sera 


y^=  u(       A±y 

le   signe  -+-  ayant  lieu   si  n  est  impair,  et  le  signe  — ■  s'il  est  pair. 
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Je  suis  parvenu  pai-  celte  inéLliodc  non-seulement  à  sommer  très 
directement  les  suites  récurrentes,  mais  de  plus  une  espèce  de 
suite  fort  générale  dont  celles-ci  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 

Toutes  ces  choses  sont  développées  dans  un  JNlémoire  que  M.  de 
Foucliim'a  promis  de  faire  imprimer  au  plus  tost.  J'auroisbien  désiré 
que  vos  occupations  vous  eussent  permis  d'y  jetter  un  coup  d'œuil  ^ 
mais  je  sais  le  peu  de  temps  qu'elles  vous  laissent.  Je  crains  même 
d'avoir  abusé  par  cette  lettre  de  votre  complaisance 5  mais  j'espère 
que  vous  me  pardonnerez  aisément  cette  importunité,  que  je  vous 
prie  d'imputer  au  désir  que  j'ai  de  mériter  votre  amitié.  Je  suis 
avec  estime  et  respect 

Votre   très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Laplace. 


Remarque  sur  la  Lettre  précédente  ; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

En  essayant  de  démontrer  In  règle  indiquée  par  Laplace,  je  me  suis 
aperçu  que  l'illustre  géomètre  la  rapporte  d'une  manière  inexacte,  et  que  sa 
Lettre  contient  plusieurs  erreurs  de  transcription.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
reconnaître  a  priori  que  l'une  au  moins  des  deux  règles  données  pour  les 
équations  différentielles  et  pour  les  équations  aux  différences  finies  est 
inexacte  ;  car  celle  qui  se  rapporte  aux  équations  aux  différences  finies  devrait 
comprendre  l'autre  comme  cas  particulier  lorsqu'on  suppose  les  différences 
infiniment  petites,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Dans  ce  qui  suit,  je  vais  dé- 
montrer et  énoncer  d'une  manière  exacte  la  j)remièie  règle  relative  aux 
équations  différentielles  linéaires. 

Considérons  l'équation 

^    '  dx"-  '  r/,/:"-i  -  d.x"---  "■ 

et  soient  «,  «,,  u.^,  .  .  .,  ?^,j_i,  n  intégrales  particulières  de  l'équation  sans 
second  membre.  La  méthode  d'intégration  singulière  dont  parle  Laplace  est 
évidemment  la  suivante,  qui  est  maintenant  bien  connue,  et  qui  est  exposée 
sous  une  forme  un  j)eu  différente  dans  le  Tndté  de  Calcul  différentiel  et 
intégral  de  M.  Serret  (t.  II,  p.  5i^]. 

Bull,  ries  Srieiicrs  riiiuli.,  -j.^  sérip,  t.  IH.  ("Mai  iH^g.)  l5 
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Posons 

d    (y  \        Il  cl  Y  —  y  du 


"/^ 


dx,       Kj 


dx  \  Il  I  u  d.r 


ji  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue,  et  substituons  cette  valeur  de  y 
dans  l'équation  (i).  Le  résultat  contiendra  l'intégrale  dans  les  termes  sui- 
vants : 

et,  comme  «  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (  i  )  où  l'on  a  sup- 
primé le  second  membre,  on  voit  que  le  coefficient  de  l'intégrale    I  " —  dx 

sera  nul,  et  il  restera  pour  ji  une  équation  débarrassée  de  tout  signe  d'inté- 
gration et  qui  sera  évidemment  de  la  forme 

(3)  ^■^ii|!^-^...-HH;_,r,  =  x. 

Les  solutions  de  l'équation  sans  second  membre  seront  maintenant 

dx  \  if  /  d.r  \  Il  J  dx  \     u     j 

Je  poserai 

jVous  sommes  donc  ramenés  à  une  équation  différentielle  (  3  )  de  même 
forme  que  l'équation  (i)  et  à  laquelle  nous  pourrons  appliquer  la  même 
méthode.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  nous  parviendrons  à  une 
équation  du  ]iremier  ordre,  que  nous  saurons  intégrer.  Cette  méthode  est 
tout  à  fait  différente  de  celle  de  Lagrange,  et  il  est  aisé  de  trouver  la  for- 
mule définitive  à  laquelle  elle  conduit. 

En  l'appliquant,  nous  serons  conduits  successivement  à  faire  les  substitu- 
tions suivantes  : 

<  =  «-'- 


r  =  u     1    —  dx, 

J     « 


1_^ /< 

^  dx  \u\ 
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I.i  fonction  r,  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 

et  les  solutions  particulières  de  Téquatiou  sans  second  membre  étant 

«■,         «•+!'         •••'         «Ll- 

Si  donc  on  fait  /  =  /?  —  i ,  on  sera  ramené  à  l'équation 

(7)  %i  +  Hr'r„-,  =  x, 

et,  u",Z\  étant  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre,  on  aura 

^^^      -1-  11  [      «„_,  —  «j, 
et  par  conséquent 

dx 


J    "-ii-x 


La  constante  arbitraire  qui  doit  figurer  dans  j^„_i  sera  la  limite  inférieure 
de  l'intégrale.  En  se  reportant  aux  formules  (5),  on  voit  que  l'on  aura 

Comme  les  quantités  «^.  sont  définies  par  les  formules  (5),  cette  formule 
ne  contient  rien  d'arbitraire,  et  les  n  constantes  que  doit  contenir  j  seront 
amenées  par  les  intégrations  successives  que  l'on  aura  à  effectuer. 

Faisons  une  application  de  la  formule  (9)  au  cas  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants.  Alors  les  solutions  particulières  qu'il  y  aura  à  con- 
sidérer seront 

on  trouvera  aisément  pour  les  quantités  u\  l'expression 

u'k-=[ak  —  a)[a,,  —  a^).  .  .[au  —  ai_^ ) e"y:'', 

et  la  formule  (9)  deviendra 

(io)  j  =  e'^^/e(«.-'^)-^Jx/e(«-«.)-^^.r.  .  ./e(«"    .-^"-î)'^V/^/e-««-.<^X<:/.r. 

Désignons  cette  valeur  de  y  par  y(r/,  «,,  n^^   .  .    ,  «„_]).  L'intégration 

i5. 
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par  ])artios,  portant  sur  la  première  intégrale  et  sur  le  terme  f("i~"''' r/^r, 
nous  donnera  la  formule 


'f[n,  «7,,  a, rt„_i 

I 
(7  —  ai 


d'où  l'on  d('diiira  sans  peine 


en  |)osant 

/(.r)—  (J7  — «)(.r—  «i).  .  .(:c  — rt!„_,). 

La  formule  précédente  est  équivalente  à  la  suivante, 

-t-?7r-^         <f-«.-X./x -+-...  +  — r    /    e-«..-.-'-X./.r, 

(  J'i^U)  J  J    [^n-x]  J 

qui  est  bien  connue  et  fréquemment  employée. 

Telles  sont  les  remarques  que  l'on  peut  présenter  sur  la  méthode  dont 
Laplace  parle  dans  sa  Lettre,  considérée  en  elle-même;  mais  si  l'on  rapproche 
cette  mi'thodc  de  celle  de  Lagrange,  on  sera  facilement  conduit  à  la  règle 
de  Laplace. 

En  effet,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  revient  à  considérer 
rintc'grale  g('n(''ralc  de  l'équation  (i)  comme  représentée  par  la  formule 

[il]  J=:C«  +  Ci«i  +  .  .  .4-  C„_i //„_,, 

OÙ  les  //  —  I  fonctions  C  sont  assujetties  à  vérifier  les  équations  suivantes  : 

(I.V  t/.r  (I.V 

dit   (IC  (l '1,1-1  (l^'ii-\  

(Ix  dx  dx         dx 

1 

d'^-^-u  dC  d"-'-u„_.  dC„_i  _ 

dx"~^  dx  dx'^  -''         dx 

Si  l'on  [)os(! 

dC  d(\  ^/C„_, 

dx  dx  dx 
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vl  si   l'on   d('signc   pai'    le    symbole  â  des  diflt-i'cntiations  où   les  quantités 

— ',  — 11,  ...,  — -^^  sont  traitées  comme  constantes,  les  équations  (i3) 
r/jT      (Il  dx 

s'écriront,  d'une  manière  abrégée, 

(i4)  cl.=  o,     dM,  =  o *^"--el,  =  o. 

Si  nous  nous  re])ortons  maintenant  aux  formules  (?.  ),   nous  aurons,  en 
tenant  com])tc  de  l'équation  d,  =  o, 

j,  =  K -^-(M  — Ci«;  -f-c.rt.!4-. .  .  +  €„_,«,;_,, 

et,  si  l'on  pose 

(,5)  A.='':T7;-^"^/.-^-"-^"-'-^zr' 

on  trouve,  en  substituant  l'expression  des  quantités  «',, 

(lu 
it  dx 

et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (i4)>  on  aura 

(i6)  A,,  =  o,      (ÎA>ii=o,      ...,     (î"-3a.,i=o. 

En  d'autres  termes,  les  quantités  Ci  vérifient,  par  rapport  à  la  nouvelle 
équation  en  j*!  comme  par  rapporta  l'ancienne,  les  équations  auxquelles  les 
assujettirait  l'application  directe  de  la  méthode  de  Lagrange  à  cette  équation 

en.}i- 

En  répétant  donc  les  mêmes  raisonnements,  nous  voyons  que  l'on  aura 

(17)  ,1 V  =  C,  u\  -f-  C/+  ^u\^,-V  .  .  .-\-  C„_i  ii\^_ , , 

avec  les  conditions 

^^•''■=  "'  TJ:  +  "'•-  ^/.r  -""-'-^  ""-'  -;zr  =  °' 

auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

^Xi  =0,     . .  . ,     J"-'-- Xi—  o. 
On  aura  donc  en  particulier 

li8i  )  «_,  =  C„^  I  m"  I. 
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et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  ,'8), 


>9] 


,     _  rxdr 

J     "  II- 1 


c'est  là  précisément  la  règle  donnée  par  l^aplace.  Comme  on  peut  ranger 
les  intégiales  particulières  dans  un  ordre  cpielconque,  il  est  clair,  comme 
Laplace  le  fait  remarquer,  que  cette  formule  donnera  toutes  les  quantités  C, 
])ardes  permutations  convenables.  Mais  on  pourrait  aussi  observer  que  les 
équations 

<,IU^_2  =zz  o,      cl.„_:j  =  o,       .  .  . ,      A-,  =  o,      A>  =  o 

'^C„^o   ,  ,    fîC„-^  ....  , 

détermineront,  la  prennere  ■ '■)  la  seconde  — ; — j  etamsi  de  suite,  quand 

(l.r  dx 

^C„    , 

sera  connue. 

(Ix 

Dans  le  cas  des  équatiitns  à  coefficients  constants,  on  a 

f'{a)  ayant  la  signification  déjà  donnée,  et  par  suite 

le  signe  2  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  réejuation  caractéristique,  ce  qui 
s'accorde  bien  avec  notre  premier  résultat. 

La  méthode  de  Caucliy,  telle  qu'elle  a  été  exposée  par  M.  llermite  dans 
son  Cours  de  l'École  Polytechnique  de  1873- 1875,  donne  un  moyen  bien 
sim[)le  d'arriver  à  la  formule  précédente,  et  même  à  la  formule  plus  géné- 
rale qui  doit  être  employée  quand  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples.  On  peut  aussi,  quand  la  formule  précédente  a  été  démontrée, 
employer  d'une  manière  assez  simple  le  procédé  de  d'Alembcrt  par  lequel  on 
passe  du  cas  des  racines  au  cas  des  racines  multiples.  En  effet,  Z  désignant 
la  valeur  de  X  quand  on  remplace  .r  par  z,  la  formule  précédente  j)cut 
s'écrire 

■c^{.v-z)zdz 

et  elle  nous  donne  une  intégiale  particulière  de  l'iMpiation  si  Ton  prend  la 
même  limite  inféiicure  v.  dans  toutes  les  intégrales  ;  on  a  alors 


r^.  I     VAXd:., 
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cil  posant 

(21)  R=  >  ~T—r 


Or,  on  peut  définir  R  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  l'on  déve- 
loppe, dans  la  fonction 

l'exponentielle    suivant   les  puissances  posith'es   de    u  et   ;; — r  suivant  les 

puissances  négatives  de  u.  On  obtiendra  un  développement  contenant  à  la 
fois  les  puissances  positives  et  négatives  de  «,  déveloj)pement  qui  sera  d'ail- 
leurs convergent  quand  u  seia  suffisamment  grand.  Le  coeflicient  du  terme 

en  -  est  in-écisément  11.  On  a,  en  effet, 
u 

gu(x-z.)  Y^  gu{.r-z)  , 


et,  en  développant  suivant  les  iiuissances  de  -5  on  trouvera  piécisi'- 

'         «  —  a  u 

ment,  pour  le  coefficient  de  -•, 

u 

ga(j:~z-) 

Ainsi,  nous  avons  la  règle  suivante  :  On  aura  une  intégrale  particulière 
(le  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  avec  second  membre  X,  en 
prenant 


r 


(2u)  j=         ZRch, 

J  V. 

j                                                                  (,"(■«•-;) 
OU  R  désigne  le  coefficient  de  -  dans   le    développement  de effectué 

"  ./(")■ 

à  la  fois  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  u,  c'est-à-dire  le  nu- 
mérateur e^i'^x—z)  gfQfii  développé  suivant   les  puissances  positives  de  u  et 

-rr. — -  étant  développé  suivant  les  puissances  né"atives  de  u. 

J[u] 

Cette  règle  permet  de  trouver  rintégrale  particulière  sans  résoudre  l'é- 
quation caractéristique.  Comme  elle  est  indépendante  de  la  nature  des 
racines  de  l'équation  caractéristique,  elle  subsistera  quand  cette  étpiation 
aura  des  racines  multiples.  On  aura  alors 


/( 


'0  ~Z 


A,  A,,_,     ' 

(h  —  a  ]'^  [n  —  a  )'' 
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et  l'on  rcrouuaîtia,  par  un  calcul  des  j)liis  simples  et  en  dc'veloppaiit  d'.v 
bord  rexponentielle  ('"(<—-)  suivant  les  puissances  de  «  —  a,  que  le  coeffi- 
cient de  -  dans  le  développement  de 


est 

'"^ .e^<i.r-z)i,._zY. 

\ .1.  .  .q 

On  a  donc,  dans  le  cas  des  racines  multiples, 

(33,    R  =y  'a.  +  ^' '■'•--'  4- .  .  .  ^  ^--LfZLr)^  ],..,..-=,, 

^ L  I  \.'x...p~i   \ 

formule  que  l'on  ()l)tient  d'ailleuis  beaucoup  plus  rapidement  en  enq)loyaul 
la  belle  méthode  exposée  par  M.  Hermite  dans  le  Cours  déjà  cité. 


II. 

A   MoJNSIEtlll    LE    MARQUIS    DE    CoM)0[lCET,   Sl'XRÉTAIUE   DE 

l'Académie  DES  SciEiN'CEs,  rue  Louis-le-Guaîu»,  a  Pauis. 

J'ai  reçu,  Monsieur,  la  jNote  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  ui'eu- 
voyer-,  elle  me  paroit  très  juste,  et  vous  observez  avec  raison  que, 
toutes  fois  que  l'intégrale  sera  possible  en  termes  finis,  vous  la 
trouvère/  par  votre  métliode,  qui  inc  paroit  fort  ingénieuse.  Quand 
mon  travail  sera  fini  sur  cet  objet,  je  me  propose  de  vous  le  (;oinmu- 
niquer.  Du  reste,  on  vous  doit  et  je  vous  rendrai  la  justice  d'ob- 
server que  vous  estes  le  premier  qui  ayez  donné  une  méthode 
générale  sur  ces  intégrations,  car  il  me  semble  qu'une  des  raisons 
pour  lesquelles  on  n'a  point  avancé  cette  partie  de  l'Analyse  autant 
qu'elle  pouvoit  l'être  est  que  l'on  s'est  borné  à  des  métliodes  de 
transformation  nécessairement  limitées.  Je  vous  prie  de  me  croire 
avec  toute  l'estime  etlamitié  possibles. 

Monsieur, 

^  ostre  très  liiunl)Ie  et  très  obéissant  serviteur, 

Laplace. 
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LAPLACE  A  D'ALEMBERT. 
1. 

A  Paris,  ce  samedi  i5  novembre  1777. 

Monsieur  et  très  illustre  Confuère, 

Au  lieu  d'aller  demain  vous  importuner,  comme  je  me  l'étois 
proposé,  j'ai  cru  plus  à  propos  de  vous  envoyer  l'addition  dont 
nous  sommes  convenus-,  d'ailleurs  je  n'aurai  plus  demain  mon 
Mémoire,  puisque  je  dois  le  remettre  ce  soir,  à  l'Académie,  à  M.  le 
marquis  de  Condorcet.  Après  cette  phrase  :  «  C'est  donc,  à  propre- 
»  ment  parler,  à  M,  d'Alembert  qu'il  faut  rapporter  les  premières 
o  reclierclies  exactes  qui  ayent  paru  sur  cet  important  sujet^  cet 
•<  illustre  autheur,  s'étant  proposé,  dans  son  excellent  Ouvrage  qui 
"  a  pour  titre  Réflexions  sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  eilets 
i>  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  notre  atmosphère,  y  dé- 
>'  termine  d'une  manière  synthétique  et  fort  belle  les  oscillations 
n  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  recouvre  une  planète  immo- 
■i  bile  au-dessus  de  laquelle  repose  un  astre  immobile:  il  cherche 
I)  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la  planète 
"  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformément 
»  sur  un  parallèle  à  réquateur,et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 
1)  savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équations  de  ce  problème  ;, 
'I  mais  la  difliculté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  sup- 
'<  positions  qui  en  rendent  la  solution  incertaine.  On  trouvera  dans 
»  ces  recherches  la  solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quels 
0   que  soient  la  densité  du  lluide  et  le  mouvement  de  l'astre.  » 

J'ai  ajouté  ce  qui  suit  ; 

u   Au  reste,  je  dois  à  M.  d'Alembert  la  justice  d'observer  que,  si 

'I  j'ai  été  assez  heureux  pour  ajout(;r  quelque  chose  à  cet  égard  à  ses 

n  excellentes  réflexions  sur  la  cause  des  vents,  j'en  suis  principale- 

11  ment  redevable  à  ces  réflexions  elles-mêmes  et  aux  belles  décou- 

')  vertes  de  ce  grand  géomètre  sur  la  théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul 

»  intégral  aux  dillérences  partielles  dont  on  voitlespremières traces 

»  dans  l'Ouvrage  que  je  viens  deciter.  Si  l'on  considère  combienles 

'  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre  et  surtout  dans  une  ma- 
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))  tière  aussi  compliquée,  si  l'on  fait  attention  aux  progrès  immenses 
))  de  l'Analyse  depuis  l'impression  de  son  Ouvrage,  on  ne  sera  pas 
»  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encor,  et  qu'aidés 
»  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout  entierres, 
))  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière  qu'il 
»  a  le  premier  ouverte.  ■» 

J'espère,  mon  cher  Confrère,  que  vous  serez  content  de  cette 
addilion;  je  suis  très  enchanté  d'avoir  cette  occasion  de  vous 
témoigner  publiquement  mon  estime  et  ma  reconnoissance.  Je  vous 
devois  d'ailleurs  cette  justice  à  tous  égards,  puisqu'il  est  vray  de  dire 
que,  sans  votre  travail  et  sans  les  belles  recherches  que  vous  avez 
publiées  dans  votre  excellent  Essaj  sinla  résistance  des  fluides  et 
que  M.  Euler  a  depuis  présentées  d'une  manière  fort  simple  et  fort 
générale  dans  les  Mémoires  de  Berlin  et  de  Pétersbourg,  je  n'aurois 
jamais  osé  entreprendre  de  traiter  la  matière  qui  fait  l'objet  de  mes 
Reclierches. 

J'ai  toujours  cultivé  les  Mathématiques  par  goût  plus  tost  que 
par  le  désir  d'une  vaine  réputation,  dont  je  ne  fais  aucun  cas;  mon 
plus  grand  amusement  est  d'étudier  la  marche  des  inventeurs  et  de 
voir  leur  génie  aux  prises  avec  les  obstacles  qu'ils  ont  rencontrés  et 
qu'ils  ont  sçu  franchir;  je  me  mets  alors  à  leur  place,  et  je  me 
demande  comment  je  m'y  serois  pris  pour  surmonter  ces  mêmes 
obstacles,  et,  quoique  cette  substitution  n'ait  le  plus  souvent  rien 
que  d'humiliant  pour  mon  amour-propre,  cependant  le  plaisir  de 
jouir  deleur  succès  me  dédommage  amplement  de  cette  petite  humi- 
liation. Si  je  suis  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  leurs 
travaux,  j'en  attribue  tout  le  mérite  à  leurs  premiers  efforts,  bien 
persuadé  que  dans  ma  position  ils  auroient  été  beaucoup  plus  loin 
que  moi.  ^  ous  voyez  par  là,  mon  cher  Confrère,  que  personne  ne 
lit  vos  Ouvrages  avec  plus  d'attention  et  ne  cherche  mieux  à  en 
faire  son  profit  que  moi;  aussi  personne  n'est  plus  disposé  à  vous 
rendre  une  justice  plus  entière,  et  je  vous  prie  de  me  regarder 
comme  un  de  ceux  qui  vous  aiment  et  qui  vous  admirent  le  plus. 
C'est  dans  ces  sentiments  que  j'ai  l'honneur  d'être. 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

^  ostre  très  humble  et  li-ès  obéissant  serviteur. 

La  PLACE. 
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II. 

«  Ce  dimanche,  10  mars  1782. 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Je  suis  très  flatté  que  mes  reclierches  sur  les  suites  ayent  pu  fixer 
quelques  momens  votre  attention^  j'aurois  bien  désiré  que  vos  oc- 
cupations vous  eussent  permis  de  suivre  l'analyse  que  j'y  donne  du 
problème  des  cordes  vibrantes  au  moyen  du  Calcul  intégral  aux 
diliérences  finies  partielles,  car  il  me  paroit  évident  par  cette  ana- 
lyse que  toute  figure  initiale  de  la  corde  dans  laquelle  deux  côtés 
contigus  ne  forment  point  entre  eux  un  angle  fini  peut  être  admise. 
V  oici  en  peu  de  mois  à  quoi  se  réduit  mon  raisonnement. 

Si  l'on  nomme  j>'x,f  l'ordonnée  d'une  corde  vibrante  dont  l'ab- 
scisse est  X,  t  désignant  le  temps,  il  est  clair  que  la  force  accélé- 
ratrice du  point  de  la  corde  placé  à  l'extrémité  de  cette  ordonnée 
sera  proportionnelle  à  la  difiérence  seconde  des  trois  ordonnées  qui 
répondent  à  x  —  dx^  x,  x-^dx^  c'est-à-dire  proportionnelle  à 
Jx-dx,t  —  '^Jx,t-\-yx+dx,t'i  de  plus,  cette  force  sera,  par  les  prin- 
cipes de  Dynamique,  proportionnelle  à  ddyx,t-)  cette  différence  se- 
conde étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  t.  En  la  mettant 
donc,  comme  cela  se  peut,  sous  cette  forme  y^,  t-dt —  "^Ax,  r  4-  7  x  t+dt-) 
on  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  de  la  corde,  l'équation 

Jx,  t  +  dt  —  2  Jx,  t  +  Xx,  t-dt  =  flHXx  +  dx.t  —  2Jx,<  +  Jx-rfi,/), 

à^  étant  un  coefficient  constant.  Cette  équation  convient  incontes- 
tablement à  tous  les  points  de  la  corde,  excepté  aux  deux  extrêmes, 
dont  le  premier  n'a  point  d'ordonnée  antérieure  et  le  second  d'or- 
donnée postérieure;  mais  ces  deuxpointssontlixesparlesconditions 
du  problème.  J'observe  cependant  que,  pour  que  l'équation  précé- 
dente subsiste,  il  est  nécessaire  que  deux  côtés  contigus  ne  forment 
point  entre  eux  un  angle  fini  5  car  au  sommet  de  cet  angle  la  force 
accélératrice,  qui  partout  ailleurs  est  finie,  scroit  infinie 5  la  vitesse 
cliangeroit  donc  brusquement   à  ce  point,  et  l'on  ne  pourroit  pas 

1        ,'  M   '  •  '        1         '      ''^'•x  f  I 

supposer  la  lorce  accélératrice  égaie  a       .     ?  comme  cela  est  neces- 
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saire  pour  que  l'équation  générale  du  problème  des  cordes  vibrantes 
puisse  avoir  lieu. 

Maintenant,  au  lieu  d'intégrer  l'équation  précédente  par  la  con- 
sidération des  infiniment  petits,  ce  qui  peut  laisser  des  doutes  sur  la 
discontinuité  des  fonctions  arbitraires  auxquelles  on  parvient,  je 
l'intègre  comme  une  équation  aux  dillérences  finies,  et  dans  laquelle 
par  conséquent  dx  et  dt  sont  des  quantités  finies.  11  est  visible  que, 
rien  n'étant  négligé  dans  cette  intégration,  les  résultats  que  je 
trouve  conviennent  également  au  cas  de  dx  et  de  di  infiniment 
petits;  et,  comme  dans  le  cas  général  la  valeur  de  jx,t  se  construit 
en  plaçant  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des 
abscisses  le  polygone  qui  représente  la  valeur  de  jx  t  lorsque  t=o^ 
on  doit  en  conclure  que  cette  même  construction  a  lieu  lorsque  dx 
et  dt  sont  infiniment  petits,  et  qu'ainsi  la  construction  que  vous 
avez  donnée  dans  vostre  Mémoire  sur  les  cordes  vibrantes  relati- 
vement aux  fonctions  analytiques  est  générale,  quelle  que  soit  la 
figure  initiale  de  la  corde,  pourvu  qu'aucun  de  ses  angles  ne  soit 
fini.  Il  ne  me  sera  pas  diflicile  présentement  de  répondre  à  la  diffi- 
culté C|ue  vous  me  faisiez  hier  à  l'Académie  sur  la  force  accélé- 
ratrice qui  a  lieu  au  point  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  tou- 
chent. Pour  cela  je  considère  deux  arcs  de  cercle  BA,  B'A  qui  se 
touchent  au  point  A  et  dont  les  centres  sont  C  et  C  La  force  accé- 
lératrice au  point  A  est  en  raison  inverse  du  rayon  osculateur  de 
ce  point,  et,  comme  il  appartient  également  aux  deux  arcs  AB,  AB', 
vous  me  demandiez  lequel  des  deux  rayons  CA,C'A  on  doit  choisir 
pour  représenter  la  force  accélératrice  du  point  A.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  j'observerai  que,  lorsqu'on  suppose  la  force  accélé- 
ratrice inversement  proportionnelle  aurayon  osculateur  au  point  A, 
cela  veut  dire  que,  si  l'on  prend  deux  points  M  et  M'  infiniment 
voisins  et  équidistants  de  A,  et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par 
ces  trois  points,  la  force  accélératrice  du  point  A  sera  en  raison  in- 
verse du  rayon  de  ce  cercle.  Cela  posé,  je  dis  que  cette  force  ne  sera 
inversement  proportionnelle  ni  à  CA  ni  à  C'A,  parce  qu'aucun 
de  ces  deux  rayons  ne  sera  celui  du  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M,  A,  M';  mais,  si  l'on  prolonge  M' C  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre MC  en  O,  O  sera  \c  centre  de  ce  cercle  et  la  force  en  A  sera 
réciproque  au  rayon  AO  ;  or  il  est  facile  de  prouver  que  AO  est  égal 
au  produit  des  deux  ravons  CA  et  C'A,  divisé  j)ar  la  moitié  de  leur 
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somme.  11  n'y  a  donc  point  d'ambiguïté  relativement  à  la  force 
accélératrice  du  point  A,  qui  sera  toujours  proportionnelle  à  la 
diilérence  seconde  des  trois  ordonnées  qui  passent  par  les  points 
M,  A  et  M' . 

Telles  sont,  Monsieur,  les  réilexions  que  j'ai  l'honneur  de  vous 
présenter  sur  une  ({uestion  très  délicate  que  vous  avez  tant  de  fois 
agitée  et  sur  laquelle  l'opinion  dépend  de  la  manière  dont  on  envi- 
sage le  problème.   Il  est  naturel  de  transporter  au  résultat  de  la 


solution  la  continuité  qu'exige  la  métliode  dont  on  fait  usage  et  qui 
souvent  restreint  la  généralité  de  cette  solution 5  aussi  je  ne  suis 
point  surpris  que  notre  illustre  ami  M.  de  la  Grange,  qui  a  traité 
ce  problème,  dans  le  Tome  IJI  des  Mémoires  de  Tliurin,  par  la 
méthode  des  suites  infinies,  ait  cru  la  continuité  nécessaire  entre 
les  différences  quelconques  des  fonctions  arbitraires*,  mais  la  mé- 
thode des  différences,  dans  laquelle  on  ne  néglige  rien,  est  exempte 
de  ces  inconvénients.  Il  m'a  toujours  semblé  que  M.  Euler  a  été 
trop  loin  en  n'assujettissant  à  aucune  condition  les  fonctions  arbi- 
traires; mais  je  pense  que  vous  avez  été  trop  circonspect  en  les 
restreignant  aux  seules  fonctions  analytiques.  Cette  circonspection 
étoit  bien  naturelle  dans  l'inventeur  d'un  calcul  qui  offre  des 
résultats  aussi  vastes  et  aussi  inattendus;  mais  vous  ne  devez  pas 
trouver  mauvais  que  l'on  vous  prouve  c[ue  votre  calcul  a  plus 
d'étendue  que  vous  ne  lui  en  aviez  soupçonné  d'abord.  Je  vous  prie 
de  croire  que  personne  ne  sent  mieux  que  moi  l'importance  et  la 
beauté  de  cette  précieuse  découverte  et  ne  vous  rend  à  cet  égard 
une  justice  plus  sincère,  à  laquelle  je  suis  porté  d'ailleurs  par  le 
sentiment  de  la  reconnoissance  pour  vos  premières  bontés,  que  je 
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n'oublierai  jamais.  J'ai   l'honneur  d'être  avec  toute  l'estime  et  la 
considération  possibles, 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Laplace. 


LETTRE  DE  BORDA  A  CONDORCET. 


Réponse. 

1°  Et  moi  aussi  ^  mais  j'ai  fait 
voir  que  l'hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches  donnoit  le 
mouvement  du  fluide  assez  exac- 
tementlorsqu'une  certaine  quan- 
tité N  n'iniluait  pas  beaucoup 
sur  les  résultats,  et  c'est  le  cas 
de  toutes  les  questions  que  j'ai 
examinées. 

2°  Lorsqu'une  partie  du  fluide 
agit  sur  l'autre  comme  si  elle 
n'étoit  pas  contenue  entre  des 
parois,  il  y  a  nécessairement  une 
perte   de    forces  vives,    et,    s'il 


Profession  de  foi 
de  M.  de  Condorcet. 

1°  Je  regarde  comme  hypo- 
thétique toute  théorie  qui  n'est 
pas  fondée  sur  le  mouvement 
des  particules. 


1^  Je  crois  qu'il  y  a  perte  de 
forces  vives  dans  le  choc  de  deux 
masses  de  fluide  ;  mais,  lorsqu'il 
n'y  a  point  de  choc  entre  les 
masses  ni  de  fermentation  dans 


Fifî. 


V  <i 


n'y  en  avoit  pas,  il  s'ensuivroit 
que,  si  l'on  supposoit  l'orifice /j><7 
infiniment  petit  par  rapport  au 


ce  fluide,  je  ne  vois  pas  pourquoi 
on  la  supposeroit. 
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vase  submergé,  le  lluide  entre- 
roit  dans  le  vase  avec  une  vitesse 
inlinie. 

3"  Je  suis  du  même  avis,  c'est 
pourquoi  je  ne  nie  suis  permis 
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de  regarder  une  tranche  entière 
comme  une  masse  unique  qu'a- 
près avoir  montré,  dans  le  com- 
mencement de  mon  IMémoire, 
que  la  considération  des  diffé- 
rentes tranches  revenoitaumème 
que  celle  des  diliérents  canaux 
quelconques  dans  tous  les  cas 
que  j'ai  examinés. 

4°  Je  ne  vais  point  contre  les 
démonstrations  rigoureuses. 


5"  J'ai  démontré  le  contraire 
et  j'ai  fait  voir,  outre  cela,  d'où 
venoit  l'absurdité  du  résultat. 


6°  Dans  la  solution  des  sy- 
plions  de  M.  l'abbé  Bossut,  la 
lettre  A'  signiiie  la  surface  supé- 
rieure. (  f^oy.  p.  374,  ligne  der- 
nière.) 


3"  Je  regarde  comme  très-hy- 
pothétique toute  manière  d'éva- 
luer la  perte  de  forces  vives,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  la  valeur 
de  cette  perte  pour  chaque  par- 
ticule et  qu'on  ne  somme  ces  va- 
leurs. 


4°  Je  ne  crois  pas  que  dans 
un  vase  qui  se  vuide  par  un  trou 
percé  au  fond  la  dernière  tran- 
che tombe  (dans  les  premiers 
instants)  connue  un  corps  libre. 
Cette  conclusion  me  paroit  plus 
extraordinaire  encore  que  celle 
de  M.  d'Alembert,  sur  laquelle 
je  suspends  aussi  mon  jugement. 

5°  Jene  crois  pas  que  l'hypo- 
thèse qu'a  choisie  M.  l'abbé  Bos- 
sut soit  inadmissible  pour  le  cas 
où  le  lluide  environnant  est  très- 
étendu  et  le  trou  très-petit. 

6°  En  examinant  la  solution 
du  syphon,  on  trouve  la  vitesse 
imaginaire  comme  dans  la  solu- 
tion du  vase  submergé  lorsqu'on 
cherche  la  vitesse  pour  un  en- 
droit où  la  tranche  du  fluide  est 
infiniment  petite,  ce  qui,  d'après 
votre  propre  manière  de  compa- 
rer le  problème  à  celui  des  sy- 
phons,    prouve  la  nécessité   de 
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changer  les  signes,  et  je  per- 
siste à  croire  que  l'hypothèse  de 
M.  l'abbé  Bossut  doit  donner  la 
vitesse  réelle. 

17"  Votre  solution  du  mouve- 


ment des  roues  est  fort  ingé- 
nieuse, ïuais,  dans  le  cas  des  roues 
verticales,  elle  me  paroit  aussi 
hypothétique  que  l'autre,  et  vo- 
tre manière  d'évaluer  la  percus- 
sion des  fluides  ne  me  paroît  pas 
une  eiiose  démontrée. 


^°  Si  vous  entendez  par  roues 
verticales  celles  dont  les  ailes 
remplissent  exactement  le  cour- 
sier dans  lequel  elles  se  meuvent, 
je  nie  la  proposition  ;  si  vous  en- 
tendez celles  qui  se  meuvent  dans 
le  courant  des  rivières,  je  n'en 
ai  pas  entrepris  la  solution  parce 
ciue  je  la  regarde  comme  trop 
au-dessus  de  tous  les  géomètres^ 
mais  si  j'avois  voulu  y  appliquer 
la  théorie  ordinaire  de  la  résis- 
tance des  lluides,  je  n'aurois  cer- 
tainement pas  commis  la  même 
faute  que  M.  l'abbé  Bossut. 

Ma  manière  d'évaluer  le  choc 
des  lluides  est  la  même  que 
celle  de  tous  les  géomètres,  c'est- 
à-dire  que  je  dis  comme  eux  que 
ce  choc  est  proportionnel  au 
nombre  des  molécules  qui  frap- 
pent, dans  un  temps  donné, 
multiplié  par  la  vitesse  perdue 
par  chacune  de  ces  molécules. 


Voilà,  mon  cher  confrère,  ma  réponse  à  votre  profession  de 
foi  j  je  suis  lâché  que  vous  ne  soyiés  pas  de  ma  croyance  5  mais  nous 
n'en  irons  pas  moins  tous  les  deux  au  paradis,  sauf  à  y  disputer 
sur  les  lluides,  et  je  répondrai  de  vive  voix  à  la  partie  morale  de 
votre  Lettre. 


Je  vous  embrasse  de  tout  mon  cœur. 


De  Borda, 
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LETTRE  DE  FUSS  A  CONDORCET  ('). 

Saint-Pétersbourg,  le  ij/^C  mai  1778. 

MoNsiEun, 

C'est  avec  mi  plaisir  proportionné  à  riniportance  du  sujet  et 
à  l'impression  f[u'il  a  faite  sur  moi  (pie  j'ai  appris  de  M.  J.-i\..  Euler, 
mon  cher  et  respectable  amy,  que  les  deux  Mémoires  Suf  les  dé- 
raiii^einents  (V une  comèle  qui  passe  près  d'une  planète,  que  j'ai 
eu  l'honneur  d'envoyer  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  avec  la 
devise  Non  jani  prima peto^  Alnestlieus ,  etc.,  ont  remporté  le  prix. 
Mais  j'ai  été  surpris  en  même  temps  d'apprendre  que  vous  n'avés 
reçu  ni  le  billet  que  j'avois  ajouté  à  mon  premier  Mémoire,  adressé 
à  M.  de  Foucliy,  ni  celui  du  supplément,  que  M.  Euler  le  fils  eut  la 
complaisance  de  vous  adresser,  et  qui  contenoient  l'un  et  l'autre  les 
éclaircissements  nécessaires  qu'on  a  coutume  d'ajouter  aux  pièces 
concourantes.  M.  Euler  pourroit  appuyer  de  son  témoignage  l'as- 
surance que  je  n'ai  pas  manqué  à  cette  formalité. 

Je  me  fais  un  devoir,  Monsieur,  de  vous  réitérer  ici  la  décla- 
ration conteniie  dans  les  billets  égarés  :  que  c'est  uniquement  à 
mon  illustre  maître,  M.  Euler  le  père,  dont  les  soins  et  les  in- 
structions sont  depuis  quatre  années  le  bonheur  de  ma  vie,  que  je 
suis  redevable  d'avoir  pu  présenter  à  votre  illustre  Académie  quel- 
que chose  qui  ne  fût  pas  indigne  de  son  approbation,  relativement 
au  sujet  important  qu'elle  avoit  choisi  deux  fois  et  proposé  à  l'orbe 
littéraire,  parce  que,  outre  que  c'est  à  lui  seul  que  je  dois  le  peu 
de  lumières  que  j'ai  acquises,  il  m'a  non-seulement  encouragé  à 
soumettre  à  tant  de  juges  éclairés  les  deux  Mémoires  qu'ils  vien- 
nent de  couronner,  mais  qu'il  m'en  a  même  suggéré  les  principales 
idées.  Le  seul  mérite  donc  sur  lequel  je  puisse  faire  quelque  pré- 
tension est  celui  d'avoir  assés  bien  saisi  et  exécuté  les  idées  de 
mou  divin  maître,  pour  m'attirer  le  sullrage  inestimable  de  votre 
illustre  Corps.  Ils  auroient  sans  doute  infiniment  gagné,  ces  idées, 
s'il  avoit  voulu  les  digérer  et  vous  présenter  lui-même 


(')  Toutes  les  Lettres  publiées  dans  ce  numéro  ont  été  trouvées  dans  les  papiers 
de  Condorcet  légués  à  l'Institut  par  iVl"'=  O'Connor-Condoicet,  sa  lillo. 

Bull,  (les  Sciences  math.,  1^  Série,  t.  III.  (Mai  1879.)  16 
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Daignés,  iNIonsicur,' être  auprès  de  l'illustre  Académie  l'inter- 
prèledes  senti  nient  s  de  respect  et  de  reconnoissance  Cjue  je  lui  dois  à 
tant  de  titres  :  je  ne  trouve  point  d'expressions  assés  forttts  pour 
vous  dépeindre  ceux  dont  je  suis  pénétré  en  ce  moment. 

INI.  J.-A.  Euler,  qui,  ayant  été  plusieurs  fois  dans  le  cas  pré- 
sent, saura  mieux  que  moi  les  formalités  et  les  mesures  à  prendre, 
aura  la  complaisance  de  vous  dire  à  ma  place  quelques  mots  sur  les 
moyens  de  me  faire  parvenir  l'argent  qui  m'est  destiné.  Je  pense 
que  le  plus  sur  seroit  si  vous  vouliez  bien  faire  négocier  et  m'en- 
voyer  une  lettre  de  change  de  Holande,  qui  sont  partout  les  plus 
sures  et  les  plus  recliercliées. 

Agréés,  Monsieur,  l'hommage  d'un  jeune  géomètre  qui  n'a 
d'autre  mérite  que  celui  d'être  élève  de  M.  Euler  et  celui  de  pou- 
voir vous  admirer  dans  vos  Ouvrages,  qu'il  a  le  double  avantage 
de  lire,  et  de  lire  à  son  divin  maître.  Il  y  a  longtemps  que  je 
souliaite  une  occasion  de  vous  témoigner  le  profond  respect  que 
ma  inspiré  la  profondeur  et  la  fécondité  de  votre  génie.  La  voilà 
rpii  se  présente  aujourd'huy  et  elle  nepourroit  être  ni  plus  flatteuse 
ni  plus  solennelle  pour  celui  qui  a  l'honneur  d'être  avec  tous  les 
sentiments  de  la  plus  haute  vénération  et  de  la  plus  parfaite  estime, 

Monsieur, 

^  otre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 

Nicolas  Fuss, 

Adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences. 

P. -S.  — M.  Euler,  qui  vous  fait  assurer  de  son  amour  et  de  son 
estime,  me  charge  (h'  vous  demander  si  par  hazard  vous  n'auriés 
pas  reçu  la  dernière  Lettre  qu'il  vous  a  adressée  (j'ai  oublié  sous 
(juelle  date,  quoi([u'elle  soit  écrite  de  ma  main),  vu  qu'il  n'a  point 
r(!çu  de  réponse.  Elle  contenoit,  comme  une  des  précédentes,  quel- 

/dx  \/ 1  -\-  X* 
-^— -| — 1  qu'il     ob- 
serve pouvoir  être   rendiie  rationnelle  moyennant  la  substitution 

smguhere  x  = :^— — ^—5  quoiqu  il  ait  cru  autreioisqu  u 

soit  impossible  de   la   réduire  à  la  rationalité    par  quehjue  suLsli- 
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tution  que  ce  soit,  parce  qu'il  en  pouvoit  exprimer  l'inlégrale  par 
des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle.  Il  y  avoit  ensuite  ajouté  quel- 
ques observations  sur  la  somme  des  quarrés  des  coefficients  d'une 
puissance  quelconque  d'un  binôme  et  l'essentiel  de  la  nuHhode  dont 
il  s'est  servi  pour  ces  sommations  dans  un  Mémoire  présenté  à 
nôtre  Académie. 


LETTRE  DE  JEAN-ALBERT  EULER  A  GONDORCET. 

A  Saint-Pétersboui'jj,  ce   i5/:>6  niay  1778. 

Monsieur  et  trîîs  illustre  Confrère, 

L'auteur  de  l'écrit  sur  la  perturbation  des  comètes,  auquel 
votre  illustre  Académie  vient  d'ajuger  le  prix,  est  M.  Fuss,  élève 
de  mon  père,  et  adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  pour 
les  Matliématic[ues.  Il  aura  l'honneur  de  vous  le  notifier  lui-même, 
Monsieur,  dans  une  Lettre  cpi'il  m'a  promis  de  me  remettre  encore 
ce  soir  pour  la  faire  partir  avec  la  mienne.  J'ai  été  bien  surpris  de 
voir,  par  votre  obligeante  notification,  qu'il  ne  s'est  point  trouvé 
de  billet  cacheté  ni  à  la  pièce  même  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous 
adresser  en  1775,  ni  au  supplément  cjui  vous  est  parvenu  l'année 
passée.  M.  Fuss  m'assure  en  avoir  joint  à  l'une  et  à  l'autre  5  il  faut 
donc  qu'ils  ayent  été  égarés  par  mégarde,  dont  je  suis  bien  fâché, 
parce  que  par  là  le  public  a  été  pour  quelque  temps  détourné  d'un 
jeune  géomètre  qui  déjà  mérite  toute  son  attention,  et  qui,  quelque 
jour,  fera  l'admiration  de  l'Europe  savante.  Quant  à  la  manière  de 
lui  faire  toucher  le  prix,  je  lui  ai  conseillé  de  vous  prier,  Monsieur, 
que  vous  lui  en  fassiez  remisse  par  une  lettre  de  change  sur  la 
Hollande,  de  la  même  manière  que  mon  père  a  touché,  il  y  a 
quelque  tems,  les  mille  roubles  dont  votre  très  gracieux  Roy  a 
bien  voulu  le  gratifier. 

Mon  père  se  porte  très  bien  au  sein  de  sa  nombreuse  famille  ^ 
jusqu'ici  il  ne  discontinue  point  de  travailler  journellement  à  des 
Mémoires  de  Géométrie  et  de  Physique  qui  entreront  dans  nos 
Actes  académiques.  Ensuite,  pour  se  délasser  et  se  donner  du  mou- 
vement nécessaire  à  la  conservation  de  sa  santé,  il  s'amuse  à  aiman- 

iG. 
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ter  des  barres  d'acier  trempé,  dont  il  a  un  très-grand  nombre  de 
diirérentcs  dimensions-  il  en  a  de  3o  pouces  de  long  sur  2-i  pouces 
d'épaisseur  en  quarré  qu'il  travaille  et  frotte  avec  des  lames  de 
^4  pouces.  Il  vous  remercie  infiniment  de  la  part  obligeante  que 
vous  me  prenez  à  son  état  et  vous  prie  d'être  très  persuadé  de 
son  parfait  retour.  JMais  il  ne  comprend  pas  quelles  nouvelles  le 
comte  de  Scliouvalov  vous  a  pu  donner  de  sa  santé,  lui  qui,  comme 
tous  ses  autres  compatriotes,  ne  se  souvient  guère  des  gens  de  )iotre 
état  et  les  voyent  le  moins  qu'ils  le  peuvent.  Mais  ces  messieurs 
sont  tout  autres  lorsqu'ils  voyagent  que  lorsqu'ils  sont  sur  leur 
fumier  :  passent  encore  les  beaux  esprits,  les  poètes  —  dont  ils  ne 
font  cependant  de  cas  qu'autant  qu'ils  les  amusent. 

Vous  aurez  actuellement  reçu,  Monsieur,  le  diplôme  acadé- 
mique que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  de  la  part  de  notre 
Académie,  et  dont  le  chevalier  de  Corberon,  votre  chargé  d'affaires 
à  notre  Cour,  a  bien  voulu  se  charger.  Je  dois  une  ample  réponse 
à  notre  digne  et  clier  confrère  M.  deLalande,  et  je  m'en  acquitte- 
rai avec  bien  du  plaisir  au  premier  jour  -,  je  vous  prie  de  l'assurer, 
en  attendant,  de  mon  inviolable  attachement. 

»  J'ai  l'honneur  d'être  avec  la  plus  parfaite  estime ,  Monsieur 
et  très  illustre  Confrère,  votre  très  humble  et  très  obéissant  ser- 
viteur. 

JeAK-AlbERT  EuLETl. 


DOMENICO  CHELINI  (NOTICE  NÉCROLOGIQUE); 
Par  m.  L.  CREMONA  ('). 

Dominique  Cliclini  naquit  le  18  octobre  1802  à  Gragnano, 
duché  de  Lucques,  d'une  famille  de  paysans  aisés.  Son  père,  Fran- 
çois-Marie, désira  qu'il  entrât  dans  la  carrière  ecclésiastique,  et, 
l'ayant  placé  à  Lucques  chez  une  famille  privée,  l'y  fit  instruire 
dans  les  premiers  rudiments  de  la  langue  latine,  où  il  eut  pour 

(')  l.no  (l:iiis  la  siiaiicc  ilii  â  jaiivior  1S79  de  rAcailcmic  royale  di's  Liiicni. 
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maître  un  certain  P.  Puccinelli,  des  chanoines  de  Lalran.  Son  père 
étant  mort  lorsque  Dominique  était  encore  fort  jeune,  ses  frères 
souliaitèrent  qu'il  revînt  dans  sa  famille,  soit  pour  éviter  des  dé- 
penses, soit  pour  qu'il  les  aidât  dans  les  travaux  des  champs.  Mais 
le  P.  Puccinelli,  voyant  avec  regret  le  jeune  homme  interrompre  des 
études  où  il  avait  fait  et  promettait  encore  de  faire  de  grands  progrès, 
fit  tant  qu'il  parvint  à  faire  poursuivre  à  son  élève  la  carrière  entre- 
prise. Pendant  qu'il  était  encore  à  Lucques,  il  fut  initié,  paraît-il, 
aux  études  de  Minéralogie  par  le  P.  Pietrini,  des  Scuole  pie,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Rome.  Grâce  aux  soins  du  P.  Puccinelli, 
Chclini  fut  bientôt  admis  à  revêtir  l'habit  religieux  à  Rome,  où  il 
entra  dans  les  Scuole  pie  le  18  novembre  1818,  et  fit  ses  études 
au  Collège  de  Nazareth,  de  1819a  1826".  Il  y  eut  pour  professeur  en 
Philosophie  le  P.  Barretti,  en  Mathématiques  le  P.  Gandolfi,  tous 
les  deux  de  l'Archigymnase  romain,  et  en  élocjuence  le  P.  Bianchi, 
latiniste  de  grande  réputation.  Il  se  distingua  à  la  fois  dans  les 
études  scientifiques  et  dans  les  études  littéraires,  si  bien  que, 
à  peine  eut-il  cessé  d'être  écolier,  il  fut  chargé  d'enseigner 
les  humanités  dans  le  même  Collège.  L'année  suivante,  il 
alla  professer  la  rhétorique  à  Narni,  où  il  fut  ordonné  prêtre 
(avril  1827).  Là,  se  trouvant  dans  une  résidence  tranquille  et  sui- 
vant l'inclination  naturelle  de  son  esprit,  il  se  mit  avec  ardeur  à 
continuer  seul,  avec  le  secours  des  livres,  ses  études  mathématiques, 
entreprise  qui  fut  toujours  sa  principale  et  sa  plus  chère  occupation, 
et  qu'il  n'abandonna  jamais  jusqu'à  la  fin  de  sa  vie.  Il  passa  une 
année  à  iNarni,  puis  une  autre  (1828-29)  à  Città  délia  Pieve,  comme 
professeur  de  Philosophie  -,  de  là  il  fut  transféré  avec  les  mêmes 
fonctions  à  Alatri.  En  i83i,  il  tomba  gravement  malade,  et  alla  se 
traiter  à  Naplcs.  La  même  année,  il  fut  rappelé  au  Collège  de  Naza- 
reth et  il  y  obtint  la  chaire  de  Mathématiques,  qu'il  occupa  pendant 
une  vingtaine  d'années,  quoique,  pendant  plusieurs  années  à  partir 
de  i836,  il  professât  aussi  la  Philosophie  en  l'absence  du  titulaire. 
Dans  les  derniers  mois  de  i843  et  dans  h;s  premiers  de  1844^  il  lit 
la  connaissance  de  Jacobi,  venu  à  Rome  pour  raisons  de  s^nté,  en 
même  temps  que  Lejeune-Diricldet,  Steiner,  Schliifli  et  lîorchardt, 
et  il  s'acquit  la  bienveillance  et  l'estime  du  grand  mathématicien 
et  de  ses  illustres  compagnons. 

En  octobre  i8j  1 ,  il  alla  eouime  professeur  de  Mécani(]ue  et  d'Hy- 
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draulique  à  l'Université  de  Bologne;  le  2.4  mai  1860,  il  perdit  sa 
place  pour  avoir  refusé  de  prendre  part  à  la  solennité  religieuse  de 
la  fête  du  Statut,  et,  le  5  novembre  de  la  même  année,  il  fut  rétabli 
dans  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle  par  une  décision  exception- 
nelle sous  forme  d'un  arrêté  ministériel,  le  nommant  professeur 
extraordinaire  pour  un  temps  illimité,  avec  dispense  du  serment  et 
les  mêmes  appointements  dont  il  jouissait  auparavant  comme  pro- 
fesseur ordinaire.  Mais,  en  octobre  i863,  on  commença  à  ne  plus 
vouloir  respecter  la  position  exceptionnelle  de  Clielini  5  on  lui  si- 
gnifia un  arrêté  qui  le  nommait  professeur  extraordinaire  pour 
l'année  scolaire  suivante,  comme  c'est  l'usage  pour  les  professeurs 
extraordinaires.  Ce  procédé  affecta  très-péniblement  Chelini,  qui 
aimait  sincèrement  la  patrie  italienne  et  qui  était  absolument  in- 
capable de  s'associer  à  tout  acte  hostile  au  gouvernement  national  -, 
sur  ses  sentiments  à  ce  sujet,  ses  intimes  amis  peuvent  lui  rendre 
le  plus  complet  témoignage.  Un  an  après,  le  ministère  lui  demanda 
de  prêter  le  serment  politique,  et,  sur  sa  déclaration  qu'il  ne  pouvait 
le  prêter  à  cause  de  sa  position  ecclésiastique,  il  fut  destitué  par 
arrêté  du  18  décembre  1864.  A  cette  occasion,  les  professeurs  et  les 
étudiants  de  l'Université  de  Bologne  manifestèrent  de  diverses  ma- 
nières toute  l'estime  et  toute  l'alfection  qu'ils  portaient  à  Chelini,  et 
toute  la  douleur  qu'ils  ressentaient  de  se  voir  privés  de  toute  espé- 
rance de  le  conserver  dans  leur  Université.  Chelini  supporta  sa 
disgrâce  avec  une  admirable  sérénité  d'àme;  il  se  rendit  à  Lucques, 
où  il  avait  de  nombreux  neveux  et  où  il  reçut,  à  sa  grande  conso- 
lation, un  album  des  portraits  photographiques  des  professeurs  de 
Bologne  et  de  ses  amis  scientifiques  des  autres  Universités. 

En  mars  i865,  il  alla  à  Rome,  où  on  lui  avait  fait  espérer  une 
chaire  à  l'Université;  mais  ce  fut  seulement  en  septembre  1867 
qu'il  obtint  l'enseignement  de  la  Mécanique  rationnelle,  et  il  l'inau- 
gura au  commencement  du  mois  de  décembre  suivant.  Quatre  ans 
aj)rès,  il  fut  de  nouveau  congédié,  alors  que,  Rome  étant  devenue 
capitale  de  l'Italie,  on  lui  présenta  de  nouveau  le  dilemme  de  prêter 
serment  ou  de  se  retirer.  Depuis  lors,  il  enseigna  dans  l'Université 
dite  du  F^aticaji,  tant  que  celle-ci  ne  fut  pas  fermée;  après  cela, 
il  se  consacra  à  l'enseignement  privé. 

11  espérait  obtenir  une  petite  pension,  qu'il  eut  destinée  à  se- 
courir des  parents  dans  le  besoin;   elle  lui   fut  refusée.  Au  prin- 
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temps  de  1878,  l'Ordre  civil  de  Savoie  lui  décerna  un  petit  trai- 
tement annuel,  qu'il  accepta  avec  une  vive  gratitude;  mais  il  ne 
lui  fut  pas  donné  d'en  touclier  le  premier  trimestre,  la  mort  Tayaut 
surpris  le  16  novembre,  après  quelques  jours  de  maladie,  au  Col- 
lège de  Nazareth,  où  il  habitait  depuis  186J. 

Il  était  membre  de  l'Académie  des  Lincei  depuis  1847,  *^^*  l'Aca- 
démie de  Bologne  depuis  i854  et  de  la  Société  Italienne  des  Qua- 
rante depuis  i863.  11  appartenait  en  outre  à  un  grand  nombre 
d'autres  Académies  et  Sociétés  moins  importantes. 

Toute  sa  vie  fut  consacrée  aux  progrès  de  la  Science  et  de  l'in- 
struction. Ses  publications  sont  au  nombre  de  cinquante-trois  et 
embrassent  une  période  d'au  moins  quarante-quatre  ans.  Son  pre- 
mier travail  est  un  Mémoire  «  Sur  la  théorie  des  quantités  propor- 
tionnelles )),  lu  à  l'Académie  des  Lincei  le  28  juillet  i834,  ^^  ^^^^ 
dernier  est  un  Mémoire  «  Sur  quelques  questions  de  Dynamique  », 
présenté  à  l'Académie  de  Bologne  le  26  avril  1877.  Jusqu'à  ses  der- 
niers jours,  il  conserva  intacte  la  force  de  l'esprit  comme  celle  du 
corps.  Deux  semaines  environ  avant  sa  mort,  il  était  cliez  moi  et 
me  parlait  d'une  question  qui  l'occupait,  et  de  la  solution  de 
laquelle  il  espérait  tirer  un  Mémoire  destiné  au  Recueil  de  l'Aca- 
démie de  Bologne. 

Je  sortirais  des  limites  qui  me  sont  imposées  dans  cette  enceinte 
si,  pour  peindre  au  vif  l'excellent  ami  que  j'ai  perdu,  j'essayais  de 
montrer  de  quel  génie,  de  ([uel  cœur,  de  quel  caractère,  de  quelle 
modestie  il  était  doué.  J'y  renoncerai  d'autant  plus  facilement, 
sachant  qu'une  vraie  et  complète  biographie  sera  écrite  par  un  ami 
commun,  le  professeur  Beltrami.  Je  me  bornerai  à  terminer  cette 
Notice  en  citant  les  belles  paroles  par  lesquelles  M.  Beltrami  an- 
nonça à^'Académie  de  Bologne  la  mort  de  Chelini  :  «  ....  Ceux  qui 
l'ont  connu  l'ont  aimé.  Les  mathématiciens  qui  ont  étudié  ses  tra- 
vaux l'ont  admiré  et  aimé  en  même  temps.  C'est  que  sa  pensée 
scientifique  était  limpide  et  sereine  comme  son  cœur,  et  le  souci 
constant  de  rendre  intuitives  les  vérités  les  plus  cachées  était  en  lui 
le  reflet  d'une  splendide  intelligence  non  moins  que  d'un  sentiment 
exquis  d'universelle  bienveillance.  L'entreprise  de  résumer  et  d'ex- 
pliquer la  longue  série  de  ses  travaux  sera  facile  et  agréable  à  celui 
qui  devra  s'en  charger;  ce  sera  une  histoire  d'idées  belles,  bonnes 
et  vraies,  revêtues   de  formes   sinjples  et  élégantes;    ce  sera  une 
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nouvelle  preuve  de  la  célèbre  maxime  :  «  Le  style,  c'est  l'homme.  » 
Malheureusement,  si  le  style  nous  reste,  l'homme  n'est  plus.  Lui 
aussi,  ce  vétéran  de  la  Science  italienne,  dont  le  nom  sortait  avec 
respect  de  la  bouche  des  étrangers  au  temps  où  nos  études  parta- 
geaient l'abaissement  de  nos  destinées  nationales,  il  est  descendu 
dans  la  tombe.  Il  attendait  son  dernier  jour  l'àme  tranquille*,  il 
avait  la  conscience  d'une  vie  noblement  dépensée.  Bénissons  la  mé- 
moire de  Dominique  Clielini  :  c'est  la  mémoire  d'une  àme  candide 
et  d'un  esprit  d'élite.  » 

Une  souscription  est  ouverte  pour  ériger  à  Chelini  un  modeste 
monument  dans  le  portique  de  l'Université  romaine,  où  il  a  ter- 
miné sa  carrière  comme  professeur  public. 

Voici  maintenant  la  liste  de  ses  publications  : 


PuBLICATIOKS    SCIE^TIFIQVES    DE    DoMEKICO    ChELI^'I. 

L  —  Gioinale  ylrcndico. 

\  .  Teoria  délie  quantità  proporzionali  (Memoria  letta  nell'  Acca- 
demia  dei  Liucei,  le  28  juillet  i834)-  (  !'•  LXXIII,  iSSy, 
p.  166-190). 

2.  Teorica  de  valori délie proiezioni.  (T.  LXXIV,  i838,  p.  47-73). 

3.  Saggio    di   Geometria   analitica    trattata    con  nuovo   metodo. 

(T.  LXXV,  i838,  p.  8o-i3o,  279-3085  t.  LXXVI,  1839, 

p.  3-65,257-286)0. 

4.  Formazione  e  dimostrazione  délia  formola  clie  dà  i  valori  délie 

incognite  nclle  equazioni  di  primo  grado.  (T.  LXXXV,  i84o, 

p.   3-12). 

5.  INota  sulle  proprietà  di  alcune  espressioni  algebriche  relative 

aile  superficie  di  second'  ordine  e  sulla  riduzione  di  alcuiii 
intégral!  multipli.  (T.  XCIV ,  i843,  p.  49-57). 

6.  Teorema  di  Steiner  sul  volume  di  un  corpo  lerminato  da  basi 

(  ')  Ce  travail  a  Ole  aussi  public  bcparémciit  (Uonia,  lipogralia  dclle  Belle  Arli,  i838). 
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parallèle  e  circoiiscritto  JateralmeiiLe da  una  superficie  ligata. 
(T.  XCVJ,  1843,  p.  3-16). 

7.  Suir   equazione  cubica  per  la  quale   si  determiiiaro   gli  assi 

principali  délie  superficie  di  second'  ordinej  INota  del  sig. 
dott.  E.-E.  Kumnier,  prof,  in  Breslavia,  tradotta  dal  sig. 
C.-G.-J.  Jacobi  ed  annotata  dal  prof.  Domenico  Clielini. 
(T.  XCVIII,  1844,  p- 71-82). 

8.  Equazioni  differenziali  del  moto  di  un  sistenia  di  punli  mate- 

riali.  {T.  G,  18447  P-  129-136). 

9.  Equazioni  differenziali  del  moto  di  un  pianeta  intorno  al  Sole 

intégrale  con  nuovo  metodo  dal  sig.  C.-G.-J.  Jacobi  (estratto 
di  una  Memoria  di  Jacobi  con  Note  del  prof.  dott.  Clielini). 
[Ihid.,  p.  i36-i4o). 

10.  Dimostrazioni  geometriclic  délie  trasformazioni  degli  integrali 

multipli  relativi  aile  superficie  ed  ai  volumi.  (T.  CM,  1846, 
p.  127-iGi). 

11.  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodeticlie  sopra  i 

paraboloidi.  [Jbid.,  p.  161 -164). 

12.  Di  alcuni  teoremi  di  F.  Gauss  relativi  aile  superficie  curve. 

(T.  CXV,  1848,  p.  257-284;  T.  CXVI,  1848,  p.  3-20). 


IJ.  —  liaccolta  scieniijica  di  Palomba.  (Roma,  184^-1849)- 

13.  Sulla   curvatura  délie  linee  e  délie  superficie.   (T.   I,   i845, 

p.  10J-109,  129-136,  i4o-i48.  i56-i6o). 

14.  Sopra  uno  de'  tre  prineipi  clie  formano  ranello  di  unione  Ira 

l'Algebra  e  le  diverse  parti  dellc  Matematiclio.  (T.  11,  1846, 
p.  57-61,  73-77). 

lo.  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  c  geodeticlie  sopra  i 
paraboloidi  (  '  ).  [Ibid.,  p.  95-97). 

(')  Repcoduction,  sauf  do  léfjères  variantes,  du  MénioiLO  11"  11. 
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16.  Dotermluazione  geometrica  in   coordinate  ellîtticbe  degli  elo- 

menti  ihi^  ds2^  ds^  dellc  tre  lince  dintersezione  Si,  s^^  S;i^ 
seconde  cui  si  segano  in  un  punlo  tre  superficie  ortogonali 
di  seconde  grado(/),  {^)^  (  v).  [Ibid.,  p.  109-1 13,  i26-i3i). 

17.  Principio  délie  velocità  virtuali.  (T.  III,   1847,  p.  i^^i-\^i). 

18.  Sui  centri  dci  sislemi  geonietrici.  (T.  V,  1849,  P-  ^9~1^)' 

19.  Suir  use  sistemalico  de'principi  relativi  al  metodo  délie  coordi- 

nate rellilinee.  [Ibid.,  p.  227-263,  333-374)- 

III.  —  Annali  di  Scienze  Jisiclie  e  viateinaliche  conipilati 
da  B.   Tortolini. 

20.  JacoLi  iuRoma.  (T.  II,  i85 1 ,  p.  i42-i43)  (  '  ). 

21.  Nota  sulla  spicgazione  dell'  esperienza  del  sig.  Foucault  intorno 

al  pendolo.  {Ihid.,  p.  243-246). 

22.  Osservazioni  sopra  unaMemoria  délie  sig.  Liouville  intorno  alla 

teoria  générale  délie  superficie.  [Ibid.,  p.  291-300). 

23.  Addizione  alla  jNota  sulle  oscillazioni  del  pendolo  :  nuova  di- 

niostrazione  geometrica  del  principio  dinaniico  de' nioti  rela- 
tivi. {Ibid.,^.  3ii-3i6). 

24.  INota    sulla    risoluzione    in    nuineri    interi    dell'     equazione 

cr^-f-j-=j\.  (T.  III,  1802,  p.  126-129). 

23.  Memoria  sulle  formole  fondamentali  riguardanti  la  curvatura 
délie  superficie  edellelinee.  (T.  IV,  i853,  p.  337-394)- 

IV.  —  Annali  di  Matemalica  para  ed  applicata,  pabblicali 
da  B.  Tortolini.  (Roina,  i8j8-i866). 

26.   Sulle  proprietà  geometiûclie  e  dinaniiclie  de'  centri  di  percossa 
ne'  nioti  di  rotazione.  (T.  VII,  1866,  p.  217-206). 


(')  Cette    Notice  nécrolo(;i(jufi  a  été   leprodiiile    clans  le  Journal  de  Crellc,  t.   42, 
p.  93,  et  dans  les  licitrdgc,  an  n"7(J8  des  yJstronomisc/ic  A'achric/ile/i,  i8ji,  col.  397-398. 
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V.  —  Giornale  di  Matemaliche  ad  uso  degli  sLudcriLi  délie 
l/jiiuersità  italiane.    (Napoli). 

27.  Sul  teorema  del  prof.  Bcitrami  esposto  a  pag.  21  del  vol.  V 

(1867,  p.  190). 

28.  Nota  sopra  i  sistemi  materiali  di   egual  momenlo  d'inerzia. 

(T.  XII,  1874,  p.  201-204)  (*). 

\I.  —  Bullettino  di  hihliograjia  e  di  storia  délie  Scienze  rtiate- 
matiche  ejisiche,  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  (Roma). 

29.  Articolo   bibliografico   sugli  Eléments  de   Géométrie  di   E. 

Catalan.  (T.  I,  1868,  p.  ^/^-^i]). 

30.  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Sulla  composizione  geonie- 

trica  de'  sistemi  di  rette,  di  aree  e  di  punti  ».  (T.  IV  , 1 87 1 , 
p.  i35-i36). 

31.  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Interpretazione  geometrica  di 

forniole  essenziali  aile  scienze  dell'  estensione,   del  moto  et 
délie  forze  ».  (T.  VI,  1873,  p.  533-535)  (^). 

VII.  —  ^tti  dell'  Accadeniia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei. 

32.  Comunicazionc  intorno  alla  teoria  délie  superficie.    (T.  III, 

i85o,  p.  45-4^)' 

33.  Dimostrazione  nuova  del  parallelogrammo  de'  moti  rotatori. 

(T.  IV,  i85i,  p.  377-380). 

34.  Rapporto  sul  preniio  Carpi   (Ictto  nella  sessione  dell'  1 1  giu- 

gno  i865).  (T.  XX,  1867,  p.  84-88)  (3). 


(')  Voir  un  article  bibliographique  clans  le  5tt//emi,  t.  VIII,  187J,  p.  35. 

(')  Dans  le  même  Volume,  p.  536-538,  est  reproduite  une  lettre  écrite  en  iSSg  par 
Louis  Poinsot  au  professeur  Chelini.  Articles  bibliographiques  dans  le  Bull,  des  Se. 
math,  et  astr.,  t.  Vil,  iSy/f,  p.  I25,  et  dans  \&  Jahrhuch  d'Ohrlmann,  t.  V,  1873, 
p.  l\~j. 

(')  Article  bibliojjraphiquc  dans  le  Bull,  des  Se.  matli,  et  astr.,  i.  11,  1871,  p.  19. 
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35.   Nuova  dimoslrazlone  elementare  délie  proprietà  fondamenlali 
degli  assi  pcrinaiienti.  (T.  XXII,  1869,  p.  i47-i55)  ('). 


VIII.  —  Meinorie  delV  Accademia  délie  Scienze  dcU'  Islituto 

di  Bologna. 

36.  Delerminazione  aiialitica  délia  rotazione  de'  corpi   libcri   se- 

conde i  coiicetti  del  sig.  Poinsot.  (T.  X,  iSap,  p.  583 -620). 

37.  Délia  legge  onde  nn  ellissoide  eterogeneo  propaga  la  sua  atLra- 

zionc  da  punto  a  pnnto.  (a^  série,  t.  I,  1861,  p.  3-52)(-). 

38.  Dei  moti  geonietiiei  e  loro  leggl  nello  spostamento  dl  una  ii- 

gura  di  lonua  invariabile.  [Jùid.,  p.  361-428)  (•'). 

39.  Sulla  teoi'iade' sisteini  scniplici  di  coordinate,  e  sullacliscussione 

deir  eqnazione    générale  di   seconde   grado  in    coordinale 
triangolari  et  tetraedriclie.  [Ihid.,  t.  III,  i86'3,  p.  3-8i)  (  ''  ). 

40.  Dclle  sezioni  del  cono  e  délia  prospettiva  nell'  insegnamento 

délia  Geonietria  analitica.  (T.  IV,   1864,  p.  44i"4^4)- 

41.  Dell'  uso  délie  coordinate  obliquangole  nell  a  detenninazione 

de'  moinenti  d'inerzia.  (F.  \,  i85"o,  p.  i43-i75). 

4l2.   Sugli  assi  cenlrali  délie  forze  e  délie  rolazioni  nell'  equilibrio 
e  nel  moto  de'  coi'pi.  (T.  VI,  1866,  p.  3-55). 

43.  Dell'  uso  del  principio  geonietrico  délia  résultante  nella  teoria 

dei  tetraedri.  (T.  VU,   1867,  p.  79-Q9). 

44.  Délia  curvatura  délie  superficie  con  nietodo  dii'Ctto  ed  intuitivo. 

(T.  VIII,  1868,  p.  27-76)  (■'). 


(')  Ai-li<lcs   liil)lio[;r.   niiU.    ilcs   Se.    in/ith.  et  cistr.,    l.   Il,   lS-i,  j».  i.'|S,  ci  JaltiOuch 
d'Olwtniaiin,  l.  Il,   iyGij-70,  |).  7U(). 

['■)  Aiticl.'l)il)lio[;r.  clans  l',//f//(V  .Jc  Gniiicil,  t.  XWVIII,   iBflz,  Ik-rirlii,   \k  7. 
(')  Articli;  hihliofjr.  archives  de  Gruncrt,  l.  XWIX,   iiS()3,  Jlericlit,  ]>.  S. 
(')  Article,  l)il)lio[;r.  Jrcliivcs  de  Gnuicrt,   t.   XLI,  iSfi'i,  fieric/ir,  \i.  6. 
('■)  Article  liii)lii)^M'.  ./idir/zucfi  il'OlirliiiMim,  t.  I,  i8()S,  \i.  a.'n. 
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15.   Teoiia  (lelic  coortlinale  (Mirvilinoe  ncllo  spazio  c  iielle  super- 
ficie. (T.  JX,  i8()9,  p.  483-533)  ('). 

46.  Sulla  composizioiie  geometrica  de'  sistenii  di  rette,  di  aree  e  di 

punti.  (T.  X,   1870,  p.  343-391)  (-). 

47.  Sulla  nuova  geomctria  de'  complessi.  (3"^  série,  T.   I,    1871, 

p.  I2J-1 53,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto  délie  sessio/ù  de 
la  même  Académie,  1870-yi,  p.  'j^-'j^)  (■'). 

48.  Interpretazione  geometrica  di  formole  essenziali  aile  scienze 

dcir  estensione,  del  moto  et  délie  lorze.  (T.  III,  i8y3, 
p.  2o5-24(},  avec  extrait  dans  le  Rendiconto,  etc.,  1872-73, 
p.  70-72). 

49.  Sopra  alcuni   punti  notaLili  nclla  teoria  elementare  de'   te- 

traedrie  délie  coniclie.  (T.  IV,  1874,  p-  223-253,  avec  extrait 
dans  le  Rendiconto,  etc.,  1873-74,  p-  77-78)  ('). 

50.  Intorno  ai  poligoni  inscritti  e  circoscritti  aile  coniclie.  [Ihid., 

p.  353-357). 

51.  Intorno  ai  principi  fondamentali  délia  Dinamica  con  applica- 

zioni  al  pendolo  ed  alla  percussione  de'  corpi  secondo 
Poinsot.  (T.  VI,  1876,  p.  4f'9-4'Î9i  avec  extrait  dans  le 
Rendiconto,  etc.,  1875-76,  p.  54-63)  (  '  ). 

52.  Sopra  alcune  qucstioni  dinamiche.  Memoria  clie  fa  seguilo  a 

quella  intorno  ai  principi  fondamentali  délia  Dinamica. 
(T.  VIII,  1877-78,  p.  273-306). 


(')  Article  biMiojjr.  Jahrhuch  d'Olirtniann,  t.  I,  18G8,  p.  IJI. 

(  =  )  Articio  bihliofjr.  BuU.  des  Se.  math,  et  astr.,  t.  IV,  1873,  p.  2.^8,  et  t.  VIT,  1874, 
p.  24'»  Jahrhuch  d'Ohrtmann,  t.  Il,  18G9-1870,  p.  699,  et  Giorn.  di  Matem.,  t.  XII, 
187/1,  p.    22. 

(')  Article  biblioffr.  Btdl.  des  Se.  math,  et  astr.,  t.  IV,  1873,  p.  25o,  et  t.  VII,  187/I, 
p.  7.!\^  ;  Jahrbuch  d'Ohrtmann,  t.  111,   1S71,  p.  \\i,  et  Ginru.  di  Matem.,  t.  Xll,  1874, 

p.  >4. 

(*)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr.,  T"  série,  l.  I,  1877,  2'  Partie,  p.  81. 
('■)  Ihid.,  p.  82. 
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IX.  —  Ouvrage  publié  séparément. 

53.  Elemciiti  di  Meccanica,  con  Appendice  suî  principî  fondamen- 
tali  délie  Matematiche.  Bologna,  Giuseppe  Legnani,  editore, 
1860.  In-8,  456  p.;  App.,  90  p.  ('  ). 


NOTE  SUR  LA  CYCLIDE; 

Par  m.  ELLIOT, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1 .  On  sait  qu'une  surface  S  dont  lui  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  est  circulaire  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une  courbe  A.  Considérons  le 
cône  ayant  son  sommet  au  centre  d'une  des  sphères  et  dirigé  par 
la  caractéristique  située  sur  cette  sphère.  Ce  cône  est  de  révolution 
autour  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  A  par  son  sommet,  et  ses 
génératrices,  normales  à  la  sphère,  le  sont  aussi  à  la  surface  S.  11 
en  résulte  qu'on  peut  considérer  cette  surface  comme  la  trajectoire 
orthogonale  de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  la  courbe  A 
et  leurs  axes  tangents  à  cette  courbe. 

Comme  par  un  point  quelconque  de  la  surface  S  passe  une  ligne 
de  courbure  du  système  circulaire,  on  voit  que  toutes  les  normales 
de  S  doivent  rencontrer  la  courbe  A. 

Réciproquement,  supposons  qu'une  surface  soit  la  trajectoire  or- 
thogonale de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  une  courbe  A  et 
leurs  axes  tangents  à  cette  courbe.  Un  des  cônes  ne  pourra  ren- 
contrer la  surface  que  suivant  une  courbe  coupant  normalement 
toutes  les  génératrices,  c'est-à-dire  suivant  un  cercle,  et  tous  ces 
cercles  sont  évidemment  des  lignes  de  courbure. 

Ce  qui  précède  fournit  pour  la  détermination  de  la  surface  dont 


(')  Article  hihiiopr.  Âmi.   di  Matematica,    i"  série,  t.    111,   1860,  p.  2/|'3;  Archives 
deGrunert,  t.  XXXVIl,  i8Gr,  Bericht,  p.  l^. 
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toutes  les  lignes  de  eourbure  sont  circulaires  un  procédé  assez 
simple.  Dupin  a  trouvé  d'abord  cette  surface,  qu'il  a  appelée  cj- 
clide,  comme  enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  don- 
nées, et  M.  Mannheim  a  montré  qu'on  pouvait  la  regarder  comme 
la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  tore. 

2.  La  surface  cherchée  devra  avoir  pour  normales  les  droites  qui 
rencontrent  deux  courbes  A  et  B.  Les  normales  passant  par  un 
point  de  A  sont  les  génératrices  du  cône  qui  a  son  sommet  en  ce 
point  et  qui  passe  par  la  courbe  B5  ce  cône  doit  toujours  être  de 
révolution.  La  courbe  lî,  qui  se  trouve  sur  une  infinité  de  cônes 
du  second  degré,  doit  se  réduire  à  une  conique  5  il  en  est  de  même 
de  A,  et  ces  deux  courbes  seront  l'ensemble  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  focales.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cône  ayant  son  sommet 
en  un  point  de  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'autre  a  pour  axe 
la  tangente  à  la  première  courbe. 

La  surface  doit  avoir  pour  trace  sur  le  plan  de  l'hyperbole,  par 
exemple,  qui  est  un  plan  de  symétrie,  une  courbe  coupant  norma- 
lement toutes  les  droites  issues  des  sommets  de  l'ellipse,  c'est-à-dire 
un  système  de  deux  cercles  ayant  pour  centres  ces  sommets.  La 
sphère  variable  dont  la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  touchera 
donc  deux  sphères  fixes  ayant  pour  grands  cercles  les  cercles  dont 
il  vient  d'être  question.  On  peut  d'ailleurs  assujettir  la  sphère  va- 
riable à  toucher  seulement  une  des  sphères  fixes  \  son  mouvement 
sera  déterminé,  puisque  son  centre  doit  décrire  l'hyperbole.  Le 
rayon  de  cette  sphère  fixe  est  seul  arbitraire;  en  le  faisant  varier, 
on  obtiendra  des  surfaces  parallèles  entre  elles.  La  sphère  variable 
touchera  constamment  une  infinité  de  sphères  fixes  dont  les  centres 
peuvent  être  pris  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse.  Cela  résulte 
immédiatement  de  cette  propriété  connue  que  la  différence  des  dis- 
lances d'un  point  de  l'hyperbole  à  deux  points  fixes  de  l'ellipse 
est  constante. 

Il  est  clair  que  les  surfaces  ainsi  définies  couperont  à  angle  droit 
toutes  les  droites  rencontrant  à  la  fois  l'ellipse  et  l'hyperbole  5  elles 
seront  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  cônes  droits  passant 
par  l'ellipse  et  de  ceux  qui  passent  par  l'hyperbole,  en  sorte  que 
les  deux  systèmes  de  leurs  lignes  de  courbure  seront  circulaires. 

Le  tore  s'obtiendra  comme  cas  particulier  en  supposant  que  l'el- 
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lipse  se  réduise  ;"i  un  cercle^  l'iiyperljolc  focale  devient  alors  l'axe 
du  cercle. 

Nous  avons  supposé  les  courbes  A  et  B  distinctes.  11  reste  à  voir 
si  les  sécantes  doubles  d'ujie  courbe  gauche  peuvent  couper  nor- 
malement une  même  surface.  Le  cône  c[ui  est  dirigé  par  la  courbe 
et  cjui  a  son  sommet  en  un  point  cjuelconque  de  cette  courbe  devant 
être  de  révolution,  il  faut  cjue  cette  courbe  soit  une  cubique  gauclie  ; 
mais,  en  outre,  l'axe  du  cône  doit  être  la  tangente  à  la  courbe  me- 
née par  le  sommet,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  tangente  est 
évidemment  une  génératrice  du  cône. 

3.  En  général,  les  normales  d'une  surface  sont  les  tangentes 
doubles  de  la  surface  S  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
principales.  La  condition  pour  que  2  ait  une  de  ses  nappes  ou 
toutes  les  deux  réduites  à  des  lignes  conduit  aux  surfaces  admettant 
un  ou  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  d'une  surface  dont  l'un  des  sys- 
tèmes de  lignes  de  courbure  est  circulaire,  la  surface  E  se  réduit 
à  la  ligne  A  et  à  une  surface  2,  qui  est  l'enveloppe  des  cônes 
dont  la  surface  donnée  est  la  trajectoire  ortliogonale. 

Réciproquement  si  l'on  clierclie  une  surface  normale  aux  droites, 
qui  rencontrent  une  courbe  A  et  qui  touchent  une  surface  Sj,  cette 
surface  ne  pourra  couper  le  cône  circonscrit  à  E,,  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  de  A,  que  suivant  une  ligne  située  sur  une 
sphère  dont  le  centre  est  au  sommet  du  cône,  car  la  ligue  d'inter- 
section est  évideuiment  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  dont 
une  des  développées  se  réduit  à  un  point.  La  surface  sera  l'enve- 
loppe des  sphères. 

Enfin,  si  l'on  veut  qu(;  la  surface  E  se  réduise  à  deux  lignes,  il 
faudra  que  la  surface  donnée  soit  de  deux  façons  différentes  l'enve- 
loppe d'une  sphère;  elle  sera  donc  une  cyclidc  de  Dupin,etles 
deux  lignes  seront  deux  coniques  locales. 


COMPTliS   RENDUS   ET  ANALYSES.  24r 

COMPTES  RENDUS  ET    ANALYSES. 

NEUMANN  (F.).  —  Beitrage  zi;r  Théorie  der  Kugef.functionen.   Erste  und 
zwaile  Abthoiliing.  In-4°,  i  50  p.  —  Leipzig,  1878. 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Neumann  concerne  la  re- 
présentation, au  moyen  d'intégrales  définies  et  de  séries  infinies, 
des  fonctions  spliériques  de  première  espèce,  ordinaires  ou  déri- 
vées, définies  comme  intégrales  particulières  de  l'équation 


d 


"1 


(lY 

—  |-+-«(«-f-OY 

dx 


pour  y  égal  à  zéro  ou  dillérent  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  la 
l'onction  P„(x)  est  assujettie  à  avoir  pour  x  =  i  \ai  valeur  finie  i 
et  à  être  infinie  pour  a:  =  00  •  la  fonction  Q„(x)  est  assujettie  à 
être  nulle  pour  cette  dernière  valeur  et  infinie  pour  la  première; 
de  plus,  on  doit  avoir 

X-+-I   P     I  ■r\fj-r 
-,  ^^' 

Dans  le  second  cas,  la  fonction  dérivée  de  seconde  espèce  Q„y(a:) 
est  assujettie  à  s'annuler  pour  x  =  oo  et  à  devenir  infinie  pour 
a-  =  ±  I  ;  en  outre,  le  facteur  laissé  arbitraire  par  ces  conditions 
est  déterminé  par  la  condition 

Les  fonctions  P„,  de  première  espèce  doivent  être  infinies  pour 
X  =  00  et  se  divisent  en  deux  classes,  selon  que  /  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  n.  Pour  la  première  classe  (  y5  /;),  on  a 

La  seconde  classe  (/<^  n)  se  divise  en  deux  sous-classes  :  les  fonc- 
tions S„,(jt)  s'annulent  pour  x  ■= —  i  et  deviennent  infinies  pour 
I  -,  l'inverse  a  lieu  pour  les  fonctions  T„-^[x)  \  enfin  on  a 


X  =:  -i- 


Q„y(.r)  r=S„y(a;)  — T„y(.r). 
Bull,  (les  Sciences  mathém.,   •?."  Série,  t.   III.   (Juin   1879.) 
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La  série 

l 

[f7„  i  .t:  —  I  '"  -^aj  X  —  I  ■"-' 


substituée  dans  l 'équation  («),  permet  de  déterminer  deux  inté- 
grales particulières  Yj  et  Z,,  dont  la  seconde  est  conforme  à 
Q„.(.r)  (n'en  dilïère  que  par  un  facteur  constant).  Les  expressions 
ainsi  obtenues  peuvent  être  soumises  à  se/H  transformations  résul- 
tant des  combinaisons  des  changements  de  jc  en  —  a',  de  /  en  —  j\ 
de  n  en  — n —  i,  qui  n'altèrent  pas  l'équation  (  «).  Delàrésulteut 
huit  intégrales  particulières,  conformes  en  partie  les  unes  aux 
autres.  De  cette  façon,  trois  intégrales  Zg,  Z3,  Z4  se  déduisent  de 
Z,,  trois  autres  Yj,  Y3,  Y4  de  Yj  ;  les  quatre  intégrales  Zj,  Z,, 
Z3,  Z4  sont  conformes  à  Q„^(x),et  M.  jNeumann  détermine  les  fac- 
teurs numériques  par  lesquels  on  doit  les  multiplier  pour  les  rendre 
identiques  à  cette  fonction  :  de  là  résultent  quatre  séries  procédant 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x  —  i  ou  dea-j-i,  qui 
peuvent  représenter  Qn/f^),  qui  sont  convergentes  pour  a^^  i, 
et  se  réduisent  à  des  expressions  finies  poury  ^/z.  De  même,  pour 
7"  ^w,  les  quatre  intégrales  Yj,  Ig,  Y3,  Y4  peuvent  être  identiliées  à 
'P„j[x)-^  lorsque  l'on  a  j^n,  deux  de  ces  intégrales  sont  cou- 
formes  à  S„y(.r),  les  doux  autres  à  T„j(x). 

Relativement  à  ces  deux  dernières  fonctions,  l'auteur  montre 
que  l'on  a 
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Outre  les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules,  élii- 
diées  par  lui  sous  le  nom  d'intégrales  de  piemièrc  espèce,  M.  ÎSCu- 
mann  introduit  les  intégrales  de  seconde  espèce 


L 


J 


{.r—z]j''V„(z'(/z,         l         \.r  —  z)J-'V„lz](l 
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qui,  nouiy^>«,  se  déJiiiseiit  des  premières,  à  un  facteur  constant 
près,  en  les  mullipliaut  j)ar  (a"  —  i)',  et  au  moyen  desquelles 
on  peut  exprimer  S„y,  1\,,  P„y.  Quant  à  Q,,^  on  a 

i 

(a  cette  formule,  établie  pour  j  >>  /?,  subsiste  pour  les  valeurs 
1 ,  2,  3, .  .  . ,  7Z  de  y,  en  levant  convenablement  l'indétermination. 
La  (in  de  cette  première  Partie  se  rapporte  aux  développements 
(les  diverses  fonctions  spliériques  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X  et  à  l'expression  de  ces  fonctions  au  moyen  des  deux 


séries 
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1.2.3  4-5 

La  deuxième  Partie  s'ouvre  par  une  sorte  de  pi"éface  où  sont  réu- 
uies  les  diverses  relations,  à  forme  récurrente,  qui  lient  entre 
elles  les  fonctions  spliériques  à  indices  dilférents  et  leurs  premières 
dérivées,  ainsi  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  a  =  o,  ±  i,  co  .  L'objet  principal  poursuivi  par 
l'auteur  est  le  développement  en  séries  de  fonctions  spliériques  du 
produit  de  deux  telles  fonctions,  développement  dont  l'intérêt 
n'échappera  pas  au  lecteur.  M.  Neumann  parvient  à  l'elfectuer  en 
formant  l'équation  diilérentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  satisfait  le  produit  de  deux  intégrales  partictilièrcs  quel- 
con(|ues  de  deux  équations  différentielles  telles  que 


dx 
d 
d^ 


\^y'~-''y-^\-^^i'/  -^')^^''- 
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LorsqiKî  />  =^7,  celle  équation  ne  monte  qu'au  troisième  ordre;  il 
Y  a  là  un  résultat  facile  à  généraliser  :  cette  équation  a  évidemment 
pour  intégrale;  générale 

en  substituant  ensuite  une  série  de  la  lorme 

A„P,,,^+  A,P,„  -+- A,P„  +.  .  . 

à  la  place  de  l'inconnue,  on  trouve  quatre  manières  de  satisfaire  à 
cette  équation,  qui  coi^respondent  aux  quatre  intégrales  particu- 
lières et  conduisent  ainsi  aux  développements  cherchés.  A  ces  dé- 
veloppements, (]ui  ne  concernent  que  les  produits  de  fonctions 
spliériques  ordinaires,  M.  iNeumann  a  joint  ceux  qui  concernent 
les  produits  oii  entrent  des  fomtions  s])liériques  dérivées  du  pre- 
mier ordre.  Tous  ces  résultats  sont  léunis  dans  huit  tableaux, 
dont  chacun  remplit  un(!  page. 

Enfin  il  en  est  fait  une  application  intéressante  aux  intégrales 
de  la  forine 


L 


en    supposant    F(  z)  =.  Pp  (r;)P,(2),   ou  {i  —  z.')V\,{z)P[^\ 
P^(z)P'^,(2);  on  a,  pur  exemple,  pour  ;7>^, 


Q,{x)P,{.r]=    I 


P,(3)P,(^) 


FLAMMARION  (C).  —  Catalogue  des  ktou^es  doubles  et  jiultiples  en  mou- 
vement RELATUi"  cEKi  AIN,  Comprenant  toutes  les  observations  faites  sur  chaque 
couple  depuis  la  découverte  cl  les  résultats  conclus  de  l'étude  des  mouve- 
nieiils.  —  I  vol.  in-8"  de  xiv  et  i84  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1878. 

Les  étoiles  doubles  font  aujourd'hui  l'objet  des  travaux  d'un 
grand  nombre  d'observateurs,  et  les  données  que  noiis  possédons 
sur  (;es  systèmes  physi(|ues  vont  ra])idement  en  augmentant,  de 
telle  sorte  c[n'il   sera    bienlùt    i)Ossil)l('  de  calculer  d'une   nianièi'e 
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suHisaïuineuL  rigoureuse  les  orbites  du  plus  grand  nonibii!  d'entre 
(;lles.  Sans  doute,  bien  des  observations  sont  encore  nécessaires 
pour  cela,  et  ce  n'est  pas  trop  des  forces  d'une  réunion  d'astro- 
nomes pour  conduire  à  bonne  lin  des  recherches  aussi  laborieuses-, 
mais  c'est  précisément  parce  que  le  travail  à  accomplir  est  prcsqucî 
gigantesque,  cju'il  importe  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  perdues  et 
qu'il  est  indispensable  que  les  observateurs  choisissent,  parmi  les 
1 1  ooo  étoiles  multiples  aujourd'hui  signalées  comme  pouvant  être 
physiquement  associées,  celles  pour  lesquelles  les  données  sont 
encore  incertaines  ou  insuflisantes.  Un  catalogue  complet  des  étoiles 
doubles,  une  collection  de  leurs  observations,  souvent  disséminées 
dans  des  publications  difficiles  à  obtenir,  était  donc  indispensable. 

L'amiral  Smyth,  dans  son  Celestial  Cj  de,  a  bien  donné  autrefois 
une  collection  des  observations  faites  avant  lui;  mais  cette  collec- 
tion est  actuellement  trop  incomplète  pour  pouvoir  être  de  quelque 
utilité  aux  astronomes.  Le  Catalogue  d'étoiles  doubles  de  J.  llerschel 
renferme  la  position  de  loooo  de  ces  astres,  mais  il  ne  fait  pas  con- 
naître leurs  positions  relatives;  d'un  autre  côlé ,  l'histoire  sy- 
noptique de  4ooo  de  ces  étoiles,  écrite  par  le  même  auteur,  est 
restée;  jusqu'ici  manuscrite. 

Aucun  document  n'était  donc  préparé  pour  venir  en  aide  à 
l'astronome  désireux  de  savoir  sur  quelles  étoiles  multiples  de- 
vaient se  porter  les  observations.  (]ette  lacune  est  aujourd'hui 
heureusement  comblée  par  le  Volume  de  M.  Flammarion,  que  nous 
analysons  ici,  et  tout  le  monde  lui  sera  reconnaissant  d'avoir 
donné  aux  astronomes  une  statistique  qui  a  exigé  un  laborieux 
travail  de  plusieurs  années,  une  persévérance  digne  des  plus  grands 
éloges. 

Les  groupes  stellaires  dans  lesquels  INL  Flammarion  a,  après 
une  discussion  graphique,  reconnu  un  mouvement  l'clalif  certain 
sont  au  nombie  de  819,  dont  nSi  doubles,  ^3  triples,  12  qua- 
druples, 2  c[uintuples  et  i  sextuple 5  c'est  donc  en  tout  i  r^'ô  étoiles 
diversement  associées. 

Certains  de  ces  groupes  ont  été  très-fréquemment  observés; 
pour  d'autres,  il  y  a  pénurie  presque  complète  de  mesures.  C'est 
ainsi  que,  tandis  qu'on  connaît  près  de  200  observations  complètes 
de  y  de  la  \ierge,  3oo  de  "(^  du  Cancer,  200  environ  de  Castor, 
M.  Flammarion  n'a,  pour  d'autres  étoiles,  trouvé  dans  IcsTiccueils 
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imprimés  que  quelques  mesures,  insuflisanles  par  leur  nombre  ou 
par  leur  précision,  pour  décider  de  la  réalité  des  mouvements  re- 
latifs. Une  partie  de  ces  lacunes  a  été  comblée  par  des  observa- 
tions faites  à  Paris  par  l'auteur  lui-même  et  surtout  par  d'obli- 
.  géantes  communications  de  MM.  Duner,  Engelmann,  VVilson  et 
Seabroke,  Gledhill,  Knot,  Doberck,  Barclay,  Dembowski,  Scliia- 
parelli,  Burnliam,  Stone,Newcomb,  Hall,  llolden,  qui  ont  transmis 
à  M.  Flammarion  des  observations  encore  inédites. 

Pour  cliaque  étoile,  M.  Flammarion  donne,  avec  le  nom  de  la 
constellation  h  laquelle  elle  appartient,  sa  lettre  ou  son  numéro 
dans  les  Catalogues  de  Flamsteedt  ou  de  Bode -,  viennent  ensuite 
sou  numéro  dans  les  Catalogues  d'étoiles  doubles  de  W.  Struve, 
d'O.  Struve  ou  d'Herseliel,  puis  sa  position  pour  1880,  et  enfin  une 
courte  description  du  groupe. 

Pour  les  observations  mêmes,  la  date  est  donnée  en  centièmes 
d'année,  l'angle  de  position  en  dixièmes  de  degré  et  la  distance  en 
centièmes  de  seconde.  Le  nom  des  observateurs  est  indiqué  par 
des  initiales,  dont  un  Tableau  spécial  donne  la  clef.  Toutes  les  ob- 
servations d'une  année  ont  été  réunies  en  une  moyenne  unique. 

Une  courte  JNote  ajoutée  à  la  suite  des  observations  de  chaque 
étoile  fait  connaître,  avec  les  éléments  de  l'orbite  lorsqu'elle  a  été 
calculée,  la  grandeur  et  la  nature  du  mouvement  orbital  et  les  par- 
ticularités physiques  les  plus  importantes  du  système;  c'est  une 
histoire,  en  général  très-complète,  des  diverses  reclierclies  faites 
sur  l'astre  considéré. 

Réduit  à  celte  première  Partie,  purement  statistique,  le  V^olume 
de  M.  Flammarion  rendrait  déjà  d'importants  services,  mais  il 
prend  un  intérêt  plus  grand  encore  par  les  réflexions  que  la  con- 
sidération de  l'enseuible  des  étoiles  multiples  a  inspirées  à  son 
auteur  et  par  la  classification  qu'il  a  cru  devoir  faire  de  ces 
astres. 

Dans  leurs  classifications  antérieures,  l'amiral  Smyth,  lord 
Wrottesley,  le  P.  Secclii,  M.  Barclay,  etc.,  se  sont  accordés  à 
considérer  les  couples  en  mouvement  comme  physiques  et  les 
couples  demeurés  stationnair(\s  comnu>  simplement  optiques;  mais 
M.  Flammarion  fait  observer  qu'il  ne  suiïit  pas  qu'une  étoile 
double  olîrc  un  mouvement  certain  pour  affirmer  qu'elle  est  or- 
bitale,  et  qu'un  très-grand  nombre  de    ces  couj)les  prouvent  au 
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conlrairc,  par  la  nalure  de  leur  mouvement,   qu'ils  ne  sont  dus 
(ju'à  la  perspective. 

((  Si,  dit  l'auteur,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  nous  pouvons 
allirmer  la  nalure  orbitale  du  couple  et  même  calculer  les  éléments 
de  celte  orbite,  ou,  au  contraire,  allirmer  son  état  optique  et 
j)rouver  que  les  deux  composajites  ne  se  trouvent  actuellement 
réunies  sur  le  même  rayon  visuel  que  par  l'incertitude  des  mesures 
ou  le  liasai'd  des  perspectives  célestes,  cependant,  dans  un  grand 
nombre  de  cas  aussi,  l'exiguïté  du  mouvement  parcouru  laisse  le 
champ  libre  à  plusieurs  interprétations  :  il  n'est  pas  toujours  facile 
de  se  décider.  En  tenant  compte  de  la  distance  angulaire  des  com- 
posantes, de  leur  similitude  ou  de  leur  diiïérence  d'éclat,  de  la 
sûreté  ou  de  la  difliculté  des  mesures,  de  la  grandeur  et  de  la  di- 
rection du  mouvement,  on  arrive  cependant  à  l'opinion  la  plus 
conforme  à  l'ensemble  de  l'examen  et  à  la  conclusion  la  plus  pro- 
bable. Mais  ce  serait  s'abuser  que  de  prétendre  apporter  une  rigueur 
mathématique  dans  les  conclusions  relatives  à  ces  cas  douteux.  La 
comparaison  des  résultats  généraux  ma  toutefois  conduit  à  consi- 
dérer en  général  comme  orbitaires  les  couples  dont  la  distance  est 
I  seconde  ou  au-dessous  et  comme  optiques  ceux  dont  la  distance 
surpasse  aS  secondes.  Pour  les  autres  cas  douteux,  la  recherche  du 
mouvement  propre,  la  forme  du  mouvement  relatif,  la  dilférence  de 
grandeur  des  étoiles,  la  durée  de  la  période  d'observation,  sont 
entrées  en  ligne  de  compte  pour  la  conclusion  délinitîve.   » 

C'est  en  suivant  ces  principes  que  IM.  Flammarion  a  dressé  et 
publié,  dans  les  dernières  pages  de  son  Volume,  une  classification 
de  l'ensemble  des  étoiles  doubles  suivant  la  nature  et  la  rapidité  de 
leurs  mouvements  :  i**  systèmes  orbitaux  certains,  classés  suivant 
que,  depuis  leur  découverte,  le  compagnon  a  fait  autour  de  l'étoile 
centrale  vine  révolution  entière,  les  trois  quarts,  la  moitié,  le 
quart,  etc.,  d'une  révolution;  2"  les  systèmes  orbitaux  probables, 
rangés  suivant  l'ordre  de  probabilité;  3°  les  systèmes  physiqiu's 
dans  lesquels  le  mouvement  relatif  est  rectiligne;  4"  1^'s  systèmes 
ternaires  5  5°  les  étoiles  triples  non  ternaires;  6°  les  systèmes  qua- 
ternaires; 7"  les  étoiles  quadruples;  8°  les  groupes  de  perspective; 
c)^  les  groupes  indéterminés,  etc.,  etc. 

Il  y  a,  d'après  celle  classification,  558  systèmes  orbitaux  cer- 
tains ou  probables,  317  groupes  de  perspective,  17  systèmes  [)hv- 
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siquos  dont  les  coiiiposantes  se  déplaceul  on  lii;iie  droite,  23  sys- 
tèmes ternaires,  32  triples  non  ternaires,  formés  d'un  système 
binaire  et  d'un  compagnon  optique. 

L'étoile  binaire  dont  la  période  est  la  plus  courte  est  d  du  Petit 
Clieval,  dont  le  mouvement  compb-t,  en  ligne  droite  sur  une  lon- 
gueur de  0^,4,  s'eirectue  en  sept  ou  en  quatorzx'  années.  Viennent 
ensuite  S3i3o  de  la  Lyre  ,  dont  la  péiiode  est  de  seize  ans,  4^  de 
la  Chevelure,  dont  la  période  est  de  vingt-cinq  ans,  etc.,  etc. 

Tel  est,  en  c[uelc|ues  lignes,  le  résumé  rapide  des  documents  ras- 
semblés et  discutés  par  M.  Flammarion  dans  l'Ouvrage  cjue  nous 
avons  sous  les  yeux,  et  qui  prendra  certainement  place  dans  la 
bibliothèque  de  tous  les  observatoires  dont  les  astronomes  étudient 
les  étoiles  doubles.  G.   R. 


SEKUET  (J.-A.),  membre  (Je  l'inslilul  et  du  Bureau  des  Longitudes.  —  Couus 
d'Algèbre  supérieure,  ^f  édition.  ■/.  vol.  in-8°;  ii^77-79-  l^aris,  Gauthier- 
Villars. 

11  sullira  évidemment  de  signaler  à  nos  lecteurs  cette  nouvelle 
édition  d'un  Ouvrage  dont  la  réputation  est  si  bien  établie.  L'au- 
teur a  fait  quelques  changements;  une  addition  assez  considé- 
rable a  été  introduite  au  Tome  JL  Un  Chapitre  nouveau  est  consacré 
à  la  détermination  des  fonctions  entières  irréductibles  suivant  un 
module  premier  dans  le  cas  où  le  degré  est  une  puissance  du  mo- 
dule (p.  190-21 1).  M.  Serret  considère  successivement  le  cas  où  le 
degré  est  égal  au  module  et  celui  où  le  degré  est  une  puissance  du 
module. 

On  doit  remercier  M.  Serret  d'avoir  bien  voulu  donner  tous  ses 
soins  à  cette  nouvelle  édition  et  d'avoir  mis  de  nouveau  à  la  dis- 
position des  géomètres  un  Ouvrage  qui  leur  est  devenu  indispen- 
sable, et  dont  l'édition  précédente  était  depuis  longtemps  épuisée. 

G.  D. 
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'.  PUISEUX.  —  Accélération  <éculaiue  du  mouvement  de  i.a  Lunj:. 

Résuiné  des  travaux  antérieurs  sur  V accélération  du  inouve- 
ment  de  la  Lune.  —  Etat  de  la  question. 

L'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  signalée 
>ar  l'observation  longtemps  avant  qu'on  fût  en  mesure  d'en  assi- 
;nerla  cause  par  la  théorie.  De  tous  les  phénomènes  astronomiques, 
es  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  sont  ceux  qui  ont  le  plus  attiré  l'at- 
cntion  des  anciens.  Ptolémée  nous  a  fait  connaître,  dans  V^ibna- 
<;este,  un  grand  uombre  d'éclipsés  de  Lune  observées  soit  par  les 
îabyloniens,  soit  par  Hipparque,  soit  par  lui-même.  Malheiireu- 
ement  les  nombres  cju'il  donne  sojit  peu  précis,  et  il  y  a  lieu  de 
raindre  qu'ils  n'aient  subi  des  altérations.  Les  observations  arabes 
[ui  nous  sont  parvenues  paraissent  mériter  plus  de  confiance. 
3'est  par  l'étude  des  éclipses  de  Soleil  observées  en  Asie  par  Alba- 
énius,  à  la  fin  du  ix*^  siècle  de  notre  ère,  que  Hallcy  a  pu  s'assurer, 
:n  i^îpj,  de  l'existence  d'une  équation  séculaire  dans  la  longitude 
le  la  Lune.  11  ne  se  ciut  pas  autorisé,  toutefois,  à  en  fixer  la  va- 
eur  numérique.  Ce  progrès  fut  accompli  cinquante  ans  plus  tard 
•ar  Dunthorne  et  Mayer.  Aux  observations  déjà  considérées  par 
lalley  ils  joignirent  deux  éclipses  de  Soleil  observées  au  Caire  par 
bn  Junis  à  la  fin  du  x*^  siècle,  ainsi  qu'un  grand  nombre  de  docu- 
iients  plus  récents.  Dunthorne  fut  ainsi  conduit  à  attribuer  au 
iioyen  mouvement  de  la  Lune  une  accélération  de  10"  par  siècle, 
^près  une  discussion  qui  parait  avoir  été  plus  complète,  Mayer 
idopta  le  chiffre  de  6",  7.  Dans  la  dernière  édition  de  ses  Tables  de 
a  Lune,  il  le  porta  à  t/',  sans  que  l'on  sache  bien  les  raisons  qui 
>nt  déterminé  ce  changement. 

Aucun  de  ces  chid'res,  toutefois,  ne  permettait  d'établir  un  ac- 
;ord  satisfaisant  entre  les  observations  et  les  Tables.  Frappé  de  ces 
livergenccs,  Lalande  proposa  de  ne  faire  entrer  dans  la  discussion 
(u'une  seule  des  éclipses  de  Ptolémée,  en  y  joignant  les  deux  ob- 
ervations  faites  par  Ibn  Junis,  les  seules  dont  l'heure  puisse  être 
egaixlée  comme  connue  avec  précision.  Il  oJjtint  de  la  sorte  une 
•onfirmalion  du  résultat  de  Dunthorne.  Lagrange  fui  plus  réservé 
lans  un  Ménioir(^  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  1  774-  Après 
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avoir  chcrclié  vainement  à  rendre  compte  par  la  théorie  du  lait  de 
l'accélération  séculaire,  il  émit  des  doutes  sur  la  réalité  même  de 
celte  accélération.  Selon  lui,  les  observations  anciennes  sont  trop 
vagues  et  trop  discordantes  pour  justifier  les  conclusions  de  ses  de- 
vanciers. 

La  question  historique  ,  délaissée  pendant  plusieurs  années  , 
entra  dans  une  phase  nouvelle  lorsque  Baily  eut  signalé  en  1811, 
dans  les  éclipses  totales,  un  nouveau  et  précieux  moyen  de  con- 
trôle pour  les  Tables  de  la  Lune.  C<'tte  fois,  ce  n'est  plus  aux  astro- 
nomes, c'est  aux  historiens  de  l'antiquité  qu'il  faut  s'adresser.  Les 
éclipses  totales  étant  excessivement  rares  en  un  point  donné  de 
notre  globe,  il  suffit  d'une  indication  môme  approchée  de  temps  et 
de  lieu  pour  identifier  l'éclipsé  chronologique  avec  une  de  celles 
qui  sont  indiquées  par  les  Tables  \  à  une  condition  toutefois,  c'est 
qu'il  ne  subsiste  pas  une  trop  grande  incertitude  sur  la  valeur 
même  de  l'accélération  séculaire.  En  adoptant  pour  valeur  appro- 
chée 10"  et  en  faisant  usage  des  Tables  de  Damoiseau,  M.  Airy  fut 
conduit  à  élever  cette  valeur  à  10", 72.  Enfin,  dans  son  Mémoire 
de  iSSj,  l'illustre  Astronome  Royal  d'Angleterre,  se  servant  des 
Tables  construites  par  M.  Ilansen,  a  trouvé  que  la  valeur  de  l'accé- 
lération séculaire  qui  rend  le  mieux  compte  des  éclipses  totales  de 
l'antiquité  est  de  12", 989,  soit  à  peu  près  i3".  Aucune  des  déter- 
minations théoriques  eliecluées  jusqu'.à  présent  n'atteint  un  chiffre 
aussi  élevé. 

Les  géomètres,  cependant,  ne  s'étaient  point  laissé  décourager 
par  l'insuccès  de  Lagrange.  Bossut  avait  déjà,  en  1762,  présenté 
une  explication  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  milieu  très-raréfié, 
mais  résistant,  dont  l'inlluencc  serait  plus  sensible  sur  la  Lune  que 
sur  les  planètes.  Lagrange  avait  écarté  cette  explication  comnic  dé- 
mentie par  le  ralentissement  de  Saturne.  Laplace  montra  qu'il  suf- 
firait de  supposer  que  la  transmission  delà  force  attractive  delà 
Terre  à  la  Lune  ne  fût  pas  instantanée  pour  introduire  une  équa- 
tion séculaire  dans  le  mouvement  de  notre  satellite.  11  signala  éga- 
lement ce  fait  capital  qu'un  ralentissement  dans  la  rotation  de  la 
Terre  sur  elle-même,  fût-il  seulement  de  o%oi  depuis  le  temps 
d'ilipparque,  amènerait  dans  h;  mouvement  de  la  Lune  une  accélé- 
ration apparente  supérieure;  à  celle  <]ue  s(MubIaient  exiger  les  obser- 
vations. C'était  déplacer  la  question,  mais  non  la  résoudre,  car 
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aucune  cause  connue  ne  semblait  devoir  affecter  l'invariabilité  du 
jour  sidéral.  Lagrange,  revenant  sur  la  question  en  1788,  dans  un 
travail  inséré  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  montra 
que  les  variations  séculaires  de  l'excentricité,  de  l'inclinaison,  de 
la  longitude  du  nœud  ou  du  périhélie  d'une  planète  pouvaient 
produire  une  équation  séculaire  dans  le  mouvement  d'un  astre 
voisin,  au  moins  lorsqu'on  avait  égard  aux  secondes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons.  Faisant  l'application  de  sa  théorie 
aux  actions  réciproques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  n'obtint  que 
des  résultats  négligeables,  et,  par  une  conclusion  trop  hâtive,  il  ad- 
mit qu'il  en  serait  de  même  pour  toutes  les  autres  planètes  de  notre 
système.  C'est  ainsi  qu'il  se  laissa  enlever  par  Laplace  l'honneur 
d'une  découverte  contenue  implicitement  dans  ses  formules. 

C'est  en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  La- 
place fut  mis  sur  la  voie  de  l'explication  si  longtemps  chercliée.  11 
reconnut  qu'une  variation  séculaire  dans  l'excentricité  de  l'orbite 
de  cette  planète  produisait  une  accélération  dans  les  mouvements 
moyens  des  satellites.  Ce  résultat,  transporté  à  la  Lune,  lui  donna 
une  équation  séculaire  peu  diliérente  de  celle  qui  avait  été  déduite 
des  seules  observations.  Une  circonstance  analogue  se  présenta 
dans  les  mouvements  du  noeud  et  du  périgée  de  l'orbite  lunaire. 
Celte  importante  découverte  fut  communiquée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  le  19  novembre  1787  et  publiée  avec  détail 
l'année  suivante  dans  le  ^  olume  de  V Histoire  de  l' ylcadémie 
pour  1786.  La  première  partie  du  calcul  développé  dans  les  pages 
suivantes  reproduit,  en  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel,  l'analyse  du 
grand  géomètre.  Laplace  s'en  était  tenu  à  la  première  puissance 
de  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  et  encore  n'avait-il  conservé 
;]ue  la  partie  principale  du  résultat.  En  présence  de  l'accord  satis- 
faisant du  chiffre  obtenu  avec  celui  que  Dunthorne  et  Lalande 
avaient  cru  pouvoir  déduire  des  observations,  Laplace  n'avait  pas 
jugé  nécessaire  d'exaininer  s'il  ne  serait  pas  modifié  par  une  ap- 
proxiuiation  ultérieure. 

En  1820,  Plana  et  Damoiseau  reprirent  la  question.  Le  pre- 
mier, adoptant  la  forme  algébrique  pour  les  inégalités  lunaires, 
-■alcula  jusqu'aux  quantités  du  septième  ordre  la  série  qui  multiplie 
l'intégrale  fe'-dt  dans  le  coeflicient  de  l'accélération  séculaire.  C'est 
50US   celte  forme,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  ([uese  présente 
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le  résultat,  e'  désignant  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  il  trouva 
ainsi  io",58  au  lieu  du  iioniLre  io",i8  que  donnait  le  terme  de 
Laplace  pris  seul.  Par  une  voie  différente,  Damoiseau  obtint 
lo",  72.  Enfin  M.  Hansen  a  porté  ce  coefficient  successivement 
à  1 1",  47  t't  à  I  a",  18.  La  méthode  employée  par  lui  n'a  pas  été  pu- 
bliée in  extenso,  et  ce  résultat  emprunte  par  conséquent  toute  son 
autorité  à  l'exactitude  reconnue  des  Tables  de  la  Lvme  publiées  par 
son  auteur.  Il  est  bon  d'ajouter,  cependant,  que  l'accord  des  Tables 
de  M.  Hansen  avec  les  observations  modernes  ne  serait  pas  altéré 
par  une  modification  apportée  au  coefficient  de  l'accélération  sécu- 
laire. Ce  n'est  qu'à  une  époque  reculée  qvie  rinfluence  de  cette  cor- 
rection se  ferait  sentir,  et  il  n'est  pas  encore  absolument  démontré, 
au  jugement  de  MM.  Airy  et  Delaunay,  que  les  observations  an- 
ciejines  ne  puissent  être  représentées  par  les  Tables  actuelles,  avec 
une  valeur  difïérente  de  l'accélération. 

Toutes  ces  déterminations  s'accordaient  à  fournir  pour  le  coeffi- 
cient considéré  une  valeur  un  peu  supérieure  à  10",  lorsque 
M.  Adams,  dans  un  Mémoire  lu  à  la  Société  royale  de  Londres  le 
16  juin  i853,  vint  signaler  un  vice  de  méthode  dans  les  recherches 
de  Plana  et  Damoiseau.  Dans  les  équations  différentielles  qui 
définissent  le  mouvement  de  la  Lune,  ces  deux  savants  avaient 
traité  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  et  par  suite  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  comme  des  constantes,  pour  ne  leur  attri- 
buer le  caractère  de  variables  qu'après  l'intégration  faite.  Ce  pro- 
cédé, légitime  quand  on  n'a  égard,  comme  l'avait  faitLaplace,  qu'à 
la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  cesse  de  l'être 
quand  on  passe  aux  approximations  suivantes.  La  supposition  con- 
traire, la  seule  conforme  aux  faits,  introduit  dans  l'expression  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune  de  nouveaux  termes  proportion- 
nels au  carré  du  temps,  et  le  résultat  primitif  se  trouve  profondé- 
ment modifié.  Cette  conclusion  imprévue,  dont  nous  trouverons 
une  confirmation  nouvelle  dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  a  été 
parfaitement  mise  eu  évidence  ^^ar  Mi\L  Adams  etDelaunay.  iNous 
renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  inséré  par  M.  De- 
launay dans  la  Conmiissance  des  71f/7//>.v  pour  1864 •  On  trouvera 
dans  ce  mêuie  travail  une  confirmation  du  résultat  de  M.  Adams, 
obtenue  par  la  méthode  dont  Delaunay  a  fait  la  base  d'une  nou- 
velle   théorie   de  la  Lune.    De  ces   recherches    et  des  calculs  plus 
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"omplc'ls  dont  Dclaunav  a  (Tonné  le  résultat  dans  le  Tome  LXXJI 
ies  Comptes  rendus  des  séances  de  V  jicadémie  des  Sciences,  il  ré- 
iiilte  que  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire  doit  être  réduit 
i  6" ,  iy6.  C'est,  on  le  voit,  la  moitié  du  cliillie  de  JM.  Ilansen.  Il 
convient  d'ajouter  que  la  seule  cause  invoquée  dans  ces  travaux 
pour  rendre  compte  de  l'accélération  séculaire  a  été  la  variation  de 
['excentricité  de  l'orbite  terrestre. 

Les  reclierclies  que  nous  venons  de  citer  ont  reçu  depuis  l'as- 
>entiaient  d'un  grand  nombre  de  géomètres.  Plana,  à  la  suite 
l'une  longue  controverse,  a  été  amené  à  reconnaître  la  nécessité 
lo.  niodiiier  ses  calculs  dans  le  sens  indiqué  par  M.  Adams. 
MM.  Lubbock  et  Cayley  ont  obtenu  séparément  une  confirmation 
:;ntière  de  la  tbéorie  nouvelle.  Le  Verrier,  cependant,  a  long- 
temps combattu  la  modification  proposée  comme  inconciliable  avec 
les  observations  anciennes.  11  faut  répondre,  avec  Delaunav, 
:]ue  cet  argument  ne  saurait  être  décisif  dans  une  question  d'ana- 
lyse, et  qne,  si  la  divergence  annoncée  est  réelle,  la  cause  doit  en 
être  cbercliée  dans  quelque  iiiiluence  physique  mal  étudiée.  Le 
Verrier  alléguait  moins,  du  reste,  ses  propres  reclierclies  que  l'au- 
torité de  AL  Hansen,  qui  affirmait  avoir  obtenu  parla  théorie  seule 
son  coefficient  de  i-i",  A  dire  vrai,  l'eliét  produit  par  cette  décla- 
ration a  dû  être  un  peu  atténué  par  la  publication  d'une  Lettre  de 
^L  Ilansen  à  M.  Warren  de  la  Rue,  président  de  la  Société  Astro- 
nomique de  Londres  (  '  ).  Dans  ce  document,  INL  Hansen,  tout  en 
maintenant  le  chiiîre  proposé  par  lui  comme  le  plus  conforme  aux 
observations,  reconnaît  comme  exacte  l'analyse  de  M.  Adams; 
l'éminent  astronome  de  (jotha  attribue  la  divergence  à  ce  qu'il  au- 
rait, dans  ses  propres  calculs,  traité  coaime  constante  une  certaine 
quantité  S,  dont  la  variation  est  liée  à  celle  du  moyeu  mouvement 
de  la  Lune.  Nous  retombons,  on  le  voit,  dans  l'hypothèse  fautive 
de  INL  Plana.  En  vain  M.  Hansen  insiste  sur  la  concordance  remar- 
quable que  l'hypothèse  S  =  o  établirait  entre  le  calcul  et  l'obser- 
vation. Un  tel  accord  ne  saurait  racheter  une  lacune  dans  la  théorie. 
Pour  s'en  faire  une  arme  contre  le  résultat  de  j\L  Adams,  si  bien 
confirmé  par  tous  les  procédés  de  l'analyse,  il  faudrait  avoir  établi 


(')  Coiiiptrx  roudm  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  I,XII,  p.  ~,of\. 
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clairement  que  la  cause  dont  on  a  tenu  compte  est  la  seule  qui 
puisse  modifier  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Piien  n'est  moins  démontré,  et  M.  Hansen  lui-même  donne,  avec 
M.  Airy,  son  assentiment  aux  vues  de  Delaunay,  qui  a  clierclié 
dans  une  nouvelle  cause  physique  agissant  sur  la  Lune  l'explica- 
tion du  désaccord.  Déjà  Laplace  avait  signalé  l'influence  qu'aurait 
sin*  le  mouvement  apparent  de  la  Lune  une  altération,  si  petite 
qu'elle  fût,  de  la  durée  du  jour  sidéral.  Dans  une  Communication 
faite  à  l'Académie  des  Sciences  (  '  ),  Delaunay  a  montré,  avec  sa 
clarté  ordinaire,  que  le  retard  de  la  marée  sur  le  passage  de  la 
Lune  au  méridien  doit  produire  uu  couple  résistant  qui  ralentit  la 
rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  accroît  dans  la  suite  des  siècles 
la  durée  du  jour  sidéral  et  entraine  une  accélération  apparente 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  S'il  est  aisé  de  se  rendre 
compte  de  l'existence  d'une  ])areille  cause,  il  l'est  beaucoup  moins 
de  la  soumettre  au  calcul  et  de  se  faire  une  idée,  même  approcliée, 
de  la  grandeur  de  ses  effets. 

Le  dernier  travail  important  qui  ait  été  publié,  à  notre  connais- 
sance, sur  ce  sujet,  a  paru  en  1878,  dans  le  Recueil  des  Mémoires 
présentés  à  l'académie  des  Sciences  (t.  XXI).  Dans  ce  Mémoire, 
mon  père  a  démontré,  en  poussant  l'approximation  plus  loin  que 
ne  l'avait  fait  Laplace,  que  la  variation  séculaire  de  l'inclinaison  de 
l'orLite  terrestre  est  sans  effet,  dans  les  limites  des  temps  histo- 
riques, sur  l'accélération  du  mouvement  de  la  Lune.  Par  là  même 
se  trouve  écartée  l'hypothèse  d'une  équation  séculaiie  due  au  dé- 
placement progressif  du  nœud  de  l'orbite  terrestre.  On  voit  en  effet, 
à  l'inspection  de  la  fonction  perturbatrice  de  la  Lune,  que  l'hypo- 
thèse qui  consiste  à  regarder  comme  nulle  l'inclinaison  de  l'orbite 
terrestre,  supposition  permise  dans  la  recherche  de  l'équation  sé- 
culaire, fait  évanouir  à  la  fois  tous  les  termes  où  figure  la  longitude 
du  nœud.  Reste  le  déplacement  du  périhélie  de  l'orbite  terrestre, 
que  Lagrange  avait  signalé  comme  pouvant  produire  une  équation 
séculaire  de  la  Lune.  IMais  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  fonction  per- 
turbatrice montre  qu'il  n'en  est  rien.  La  longitude  du  périhélie, 
qui  dans  nos  formules  sera  désignée  par  rr',  n'entre  en  effet  que 
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lans  les  lernios  périodiques,  et,  si  l'on  suppose  nulle  l'inclinaison 
ie  l'orbile  terrestre,  elle  se  trouvera  partout  associée  aux  longi- 
udes  moyennes  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  ont  une  variation 
jien  plus  rapide.  Le  seul  ell'et  du  déplacement  du  périhélie  sera 
lonc  de  modifier  légèrement  les  périodes  des  inégalités  de  la  Lune; 
1  ne  peut  en  résulter  d'équation  séculaire  dans  la  longitude. 

Calcul  de  l' accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  hune 
par  la  méthode  de  Poisson. 

Dans  la  premièr(;  approximation,  on  pourra  réduire  la  fonction 
)erlurbatrice  de  la  Lune,  telle  qu'elle  est  donnée  dans  l'Ouvrage 
le  Delaunaj,  à  sa  partie  non  périodique.  Il  suflira  d'y  remplacer 
'excentricité  de  l'orbite  terrestre  par  son  expression  eu  fonction 
lu  temps,  qui  est,  d'après  Le  Verrier, 

e'=  3459",  28  —  0,08755  i?  —  o",  00000282^-. 

îufin  l'on  intégrera  l'expression  qui  en  résulte  pour  la  dérivée  de 
a  longitude  moyenne  de  la  Lune.  Le  calcul  ainsi  effectué  ne  dillère 
le  celui  de  Laplace  que  par  la  suppression  de  quelcjues  développe- 
nents  étrangers  à  notre  objet. 

La  seconde  approximation  est  l'ondée  sur  la  méthode  de  la  va- 
iation  des  constantes  arbitraires,  modifiée  conformément  aux  in- 
lications  données  par  Poisson  dans  son  IMémoire  de  i833.  On 
'assure  aisément  cjue  deux  arguments  cb'fférents  de  la  fonction 
>erturbatrice  donneront  toujours,  quand  on  les  combinera  par  ad- 
lition  ou  soustraction,  un  résultat  périodique.  Il  sera  donc  permis, 
lans  la  recherche  d'une  inégalité  séculaire,  de  limiter  successivc- 
nent  la  fonction  perturbatrice  à  chacun  de  ses  termes. 

On  peut  encore  abréger  le  calcul  en  profitant  d'une  remarque  faite 
)ar  Delaunav,  dans  les  yldditio72s  à  la  Connaissance  des  Temps 
)our  1862.  Si  l'on  s'en  tient  aux  premières  puissances  de  l'excentri- 
:ité  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire,  la  fonction  perturbatrice 
e  réduit  à  vingt  termes,  dont  neuf  contiennent  en  facteur  l'excen- 
ricité  ;  les  autres  n'en  dépendent  pas.  Les  termes  appartenant  à 
'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  catégories  peuvent  être  compris  dans 
me  même  forme  analytique  et  soumis  à  un  même  calcul.  Le  coef- 
icient  relatif  à  chaque  terme  se  lire  ensuite  de  la  formule  générale 
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par  de  simples  substitutions  numériques.  Le  calcul  ainsi  elï'ectué 
n'occupe  qu'un  petit  nombre  de  pages  et  permet  de  retrouver, 
à  -^  de  seconde  près,  le  résultat  de  INI.  Adams.  Il  met  aussi  en 
lumière  l'insuHisance  de  la  première  approximation.  Il  existe  en 
etlet  dans  la  fonction  perturbatrice  un  terme  périodique  qui,  à 
lui  seul,  produirait  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  une  plus 
grande  accélération  que  la  partie  non  périodique,  la  seule  consi- 
dérée par  Laplace. 

Sans  sortir  de  la  seconde  approximation,  on  peut  obtenir  une 
précision  plus  giande  en  n'excluant  plus  que  les  puissances  de 
l'excentricité  et  de  l'inclinaison  égales  ou  supérieures  à  la  qua- 
trième. Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  se  trouve 
ainsi  porté  à  treiUe-cinq  termes.  Comme  précédemment,  on  fait  à 
cbacun  de  ces  termes  deux  applications  successives  de  la  méthode  de 
Poisson,  de  manière  à  trouver  dans  la  dérivée  de  la  longitude 
moyenne  la  partie  qui  contient  en  facteur  le  carré  de  l'excentricité 
de  l'orbite  terrestre.  Les  termes  qui  rentrent  dans  une  même  forme 
analytique  peuvent  être  traités  ensemble,  mais  ici  l'introduction 
des  puissances  supérieures  de  e  et  de  cp  amène  des  différences  .dont 
il  est  indispensable  de  tenir  compte^  on  est  conduit  à  partager  les 
trente-cinq  termes  de  la  fonction  perturbatrice  en  dix  groupes,  dont 
chacun  fait  l'objet  d'un  calcul  séparé. 

Pour  obtenir  partout  le  même  degré  d'exactitude,  on  doit: 
i"  compléter  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  perturbatrice 
])ar  l'introduction  des  termes  du  second  et  du  quatrième  ordre 
dans  le  multiplicateur  de  e'-  \,  2"  chercher  la  partie  principale  de  la 
troisième  approximation  fournie  par  une  application  nouvelle  de  la 
méthode  de  Poisson.  Cette  fois,  des  termes  non  périodiques  peuvent 
apparaître  par  la  combinaison  de  trois  arguments.  11  n'est  donc 
plus  permis  de  réduire,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  la  fonc- 
tion perturbatrice  successivement  à  chacun  de  ses  termes.  Cepen- 
dant, comme  l'expression  que  l'on  veut  obtenir  ne  doit  renferme)- 
ni  r?,  ni  9,  ni  les  puissances  de  e!  supérieures  à  la  seconde,  on  peut, 
dès  le  début,  écarter  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui 
contiendraient  ces  quantités  en  facteur.  A  la  fonction  ainsi  réduite 
on  applique  trois  fois  la  méthode  d'approximation  de  Poisson, 
toujours  en  vue  d'obtenir  le  cocllicicnt  de  e'-  dans  la  dérivée  de  la 
longitude  moyenne.  La  seule  précaution   à  prendre  dans  ce  calcul 
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cousisle  à  supprimer,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  influer  sur  le  résultat  final  et  dont  l'introduction 
conduirait  à  une  analyse  prolixe. 

Les  données  qui  ont  servi  à  réduire  la  formule  en  nombres  ont 
été  empruntées  aux  Tables  de  M.  Hansen  pour  les  éléments  de  la 
Lime,  et  aux  iMémoires  publiés  par  M.  Le  Verrier  dans  les  Annales 
de  r Observatoire,  pour  ce  qui  se  rapporte  à  l'orbite  terrestre.  Le 
coefficient  du  carré  du  temps  dans  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  se  trouve  ainsi  porté  à  6", 334-  Pai'  l'etïet  d'une  telle  accélé- 
ration, la  longitude  de  la  Lune,  à  vingt-cinq  siècles  de  notre  époque, 
est  accrue  de  plus  de  i".  Il  en  résulterait  une  modification  pro- 
fonde dans  les  circonstances  d'une  éclipse.  Beaucoup  moindre  est 
l'influence  du  ternie  en  t^,  qui  apparait  également  dans  la  longitude 
moyenne  quand  on  remplace  e'  par  son  expression  en  fonction  du 
temps.  Après  vingt-cinq  siècles,  la  modification  due  à  ce  terme 
dans  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  serait  environ  de  a',  comme 
on  s'en  assure  par  un  calcul  facile.  Le  peu  de  précision  des  obser- 
vations anciennes  qui  nous  sont  parvenues  permet  de  regarder  un 
tel  déplacement  comme  sans  importance. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  que  la  partie  proportionnelle  au 
temps  dans  la  dérivée  de  la  longitude  moyenne  provenait  uni- 
quement du  facteur  e'-.  Il  existe  cependant  dans  l'expression  de 
cette  dérivée  des  termes  en  e'^  eten  e'^  qui,  lorsqu'on  remplacera  e' 
par  sa  valeur  en  fonction  du  temps,  ajouteront  au  coefficient  de 
l'accélération  séculaire  des  parties  du  même  ordre  que  celles  qui 
ont  été  considérées  en  dernier  lieu.  On  s'assure  facilement  que  les 
termes  en  e'^  sont  négligeables-,  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  termes  en  e''',  dont  plusieurs  dépassent  en  valeur  absolue 
-~  de  seconde.  Il  est  vrai  que  la  somme  des  termes  négatifs  dif- 
fère peu  de  celle  des  termes  positifs,  circonstance  qui  se  présente 
assez  fréquemment  dans  les  recherches  astronomiques.  La  considé- 
ration de  ces  termes  a  pour  elfet  de  réduire  le  coefficient  de  l'accé- 
lération séculaire  à  (i",328.  Selon  toute  apparence,  une  nouvelle 
application  de  la  méthode  de  Poisson,  effectuée  en  vue  d'obtenir 
une  précision  plus  grande,  ne  modifierait  que  le  chiffre  des  mil- 
lièmes de  seconde. 


Bull,  des  Sciences  inathcm.,    >'  Siirie,  t.  III.  (Juin  iS'jg.)  ib 
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I)('])uis  un  certain  nombre  d'années,  on  se  préoccupe  de  mettre 
de  la  rigueur  dans  l'établissement  des  principes  de  l'Analyse,  de 
(U)nner  plus  de  précision  aux  définitions  et  de  n'en  tirer  que  ce 
(ju'elles  contiennent;  la  nécessité  de  cette  révision  s'imposa  à  partir 
du  moment  où,  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries 
trigonométriques,  la  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  discon- 
tinues fut  donnée  d'une  manière  précise,  définition  qui  entraînait 
comme  corollaire  l'existtîuce  de  fonctions  continues  n'a^^ant  pas  de 
dérivée.  Depuis  lors,  les  travaux  de  liankel,  de  MM.  Weierstrass, 
Du  Bois-Tlevmond,  Darboux  ont  éclairci  les  points  les  plus  impor- 
tants. De  son  côté,  M.  Dini  prit  cette  matière  pour  le  sujet  d'une 
partie  de  ses  Leçons  pendant  l'année  scolaire  1871-1872  et  y  revint 
à  plusieurs  reprises.  Diverses  causes  ont  retardé  jusqu'à  l'an- 
née 1878  la  publication  de  l'Ouvrage  d'ensemble  qu'il  préparait 
sur  les  diverses  questions  qui  se  rattacbent  à  cet  ordre  d'idées; 
l'auteur  parait  ci-aindre  que  son  livre  n'ait  ainsi  perdu  cjuelque 
peu  de  son  actualité;  quoi  qu'il  en  soit,  cet  Ouvrage  ne  perd  rien 
d(!  son  utilité,  maintenant  qu'il  importe  de  déterminer  la  mesu»'e 
dans  laquelle  il  convient  de  faire  pénétrer  dans  l'enseignement  la 
substance  d(;s  résultats  acquis  sur  ce  sujet  depuis  une  vingtaine 
d'années. 

M.  Dini  commence  par  préciser  les  notions  de  nombre  incom- 
mensurai)le  et  de  limite.  Tout  nombre  pouvant  être  représenté  par 
un  point  sur  une  ligne  droite  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris 
sur  cette  droite  est  mesurée  par  ce  nombre  lui-même,  on  pourra 
parler  indifféremment  d'un  nombre  ou  du  point  qui  le  représente. 

Ainsi  la  notion  d'un  groupe  de  nombres  compris  entre  deux 
nombres  donnés  pourra  être  remplacée  par  celle  du  groupe  de 
points  correspondants  :  s'il  y  a  un  nombre  infini  de  tels  points,  il 
existera,  entre  les  deux  points  extrêmes,  au  moins  un  point  tel, 
(jue  dans  son  domaine  [inlorno)^  quelque  petit  qu'il  soit,  il  y  ait 
ixn  nombre  infini  de  points  du  groupe  considéré;  l'ensemble  de  ces 
points,  que  nous  appellerons  avtîc  l'auteur  points  limites,  est  le 
premier   groupe;  dérivé;  si  cv,  grouj>e  dérivé  est  infini,  il  donnera 
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lieu  iLii-iiiciuc  à  un  second  groupe  dérivé,  elc.  Les  mêmes  considé- 
rations donnent  lieu  à  la  notion  de  limite  supérieure  et  inférieure 
d'un  groupe  de  nombres  ou  de  points.  La  fonction  d'une  variable 
dans  un  intervalle  étant  nettement  définie  par  ce  fait  que  sa  valeur 
est,  pour  toute  valeur  de  la  variable,  comprise  dans  l'intervalle 
considéré,  complètement  déterminée,  la  notion  du  maximum  et  du 
minimum,  de  l'oscillation  d'une  ibnction  dans  un  intervalle  donné, 
la  preuve  de  l'existence  d'un  point  dans  le  domaine  duquel,  si 
petit  qu'il  soit,  la  fonction  prend  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on 
le  veut  de  sa  valeur  maximum  se  déduisent  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, ainsi  que  les  conséquences  principales  de  la  contimdtc,  si 
l'on  suppose  que  la  fonction  considérée  est  continue  :  en  parti- 
culier, une  telle  fonction,  dont  les  valeurs  sont  données  pour  un 
groupe  de  points,  prend,  par  cela  même,  des  valeurs  données  aux 
points  limites  de  ce  groupe^  elle  atteint  les  valeurs  maxima  et 
minima  dans  tout  intervalle  et  passe  par  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires. 11  y  a  lieu  de  remarquer  qu'une  fonction  continue,  dans 
le  domaine  d'un  point,  si  petit  qu'il  soit,  peut  présenter  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima;  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
fonctions  continues  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  font  ou  non 
un  nombre  infini  d'oscillations  dans  un  intervalle  donné. 

Pour  ce  qui  est  de  la  discontinuité,  il  y  aura  lieu  de  distinguer 
d'abord  les  fonctions  qui,  dans  un  inlervalle  déterminé,  ne  sont  dis- 
continues qu'en  un  nombre  limité  de  points  et,  parmi  ces  dernières, 
celles  qu'on  pourrait  rendre  continues  en  modifiant  les  valeurs 
qu'elles  prennent  aux  points  de  discontinuité.  On  remarquera 
encore  qu'une  fonction  peut  être  discontinue  d'un  côté  d'un  point 
sans  l'être  de  l'autre  côté.  La  discontinuité,  à  droite  de  la  valeur  a, 
par  exemple,  sera  de  première  espèce  lorsque,  x  —  a  tendant 
vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  la  fonction  tend  vers  une 
limite  déterminée;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  de  seconde 
espèce.  Une  fonction,  tout  en  étant  susceptible  d'une  définition 
analytique,  peut,  dans  un  intervalle  donné,  être  discontinue  un 
nombre  infini  de  fois;  elle  est  dite  ponctuellement  discontinue  si 
dans  toute  portion  de  cet  intervalle  elle  admet  des  points  de  conti- 
nuité, sinon  elle  est  totalement  discontinue. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  notion  de  dérivée  et  établit  la  suite 
de  propositions  qui  résultent  de  la  seule  supposition  de  l'existence 

i8. 
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(le  la  fonction  dérivée.  Il  fait  ensuite  une  digression  nécessaire  sur 
les  propositions  concernant  les  séries  uniformément  ou  non  con- 
vergentes, et  donne  les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  affir- 
mer que  la  série  formée  en  prenant  la  dérivée  des  termes  d'une 
série  donnée  représente  la  dérivée  de  la  fonction  égale  à  la  somme 
de  cette  dernière  série.  11  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour 
exposer  le  principe  de  la  condensation  des  singularités,  principe  au 
moyen  duquel,  en  partant  d'une  fonction  qui  présente  en  un  point 
quelque  singularité  relative,  soit  à  la  continuité,  soit  à  la  dérivée 
ou  aux  maxima  et  aux  minima,  on  peut  construire  les  expressions 
analytiques  d'une  infinité  de  fonctions  qui,  dans  un  intervalle 
donné,  présentent  la  même  singularité  en  un  nombre  inlini  de 
points  d'une  portion  quelconque  de  cet  intervalle.  L'application  de 
ce  principe  fournit  de  nombreux  exemples  de  fonctions  continues 
n'admettant  pas  de  dérivées  déterminées  en  une  infinité  de  points 
aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

rielativennmt  aux  fonctions  continues  et  indépendamment  de 
toute  hypothèse  sur  la  possibilité  de  les  représenter  analytique- 
ment,  M.  Dini  introduit  la  considération  suivante,  dont  il  tire 
grand  parti.  Soit  /{-t)  une  telle  fonction,  continue  dans  l'inter- 

11  j  '        ^  7  \    1  f(.r-hh]  —  fi-r]       .  ,  j,  . 

vaJIe  rt,  o(a<  y  ),  le  rapport  ' ?  lorsqu  on  y  tait  va- 
rier //  de  zéro  à  b  —  .x',  est,  en  excluant  la  limite  inférieure,  une 
fonction  continue  de  h  dans  cet  intervalle,  admettant  une  valeur 
maximum  et  une  valeur  minimum  qui,  d'ailleurs,  peuvent  être 
ialinics.  Ces  deux  quantités  L^  et  /^  sont  des  fonctions  définies  de 
x;  en  outre,  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  tendre  b  vers  x^  les  nombres 
Lj.  et  /^  qui  déjjendent  de  b  tendront  vers  des  nombres  déter- 
minés A^,  X^,  la  valeur  de  x  étant  supposée  elle-même  déterminée. 
Les  deux  fonctions  A  y,  ^^x  constituent  une  généralisation  de  la 
notion  de  dérivée  à  droite  du  point  X]  elles  sont  égales  quand  cette 
dérivée  existe.  A  gauche  du  même  point,  on  obtiendra  de  même 
deux  fonctions  A'^,  V^,  qui  joueront  un  rôle  analogue.  La  considé- 
ration de  ces  fonctions  permet  en  particulier  à  l'auteur  d'établir  un 
caractère  au  moyen  duquel  on  jieut  afhriner,  pour  une  classe  impor- 
lanie  de  fonctions  continues,  l'existence  d'une  dérivée  à  droite  et 
à  gauche. 

Passant  ensuite  aux  intégrales  définies,  M.  Dini  précise  nette- 
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ment  le  sens  de  ce  mot  et  donne  les  conditions  ponr  qu'une  fonc- 
tion /(a:)  soit  apte  à  l'intégration  entre  des  limites  données.  Jl 
établit  avec  rigueur  diverses  formules  permettant  d'obtenir  des 
valeurs  approchées  des  intégrales  définies;  citons,  en  particulier, 
la  formule  de  M.  Weierstrass,  où  l'on  suppose  que  la  fonction  cp(,;«; 
varie  dans  le  même  sens  quand  x  croit  de  y.  à  [j, 

f[x]rf[x)dx  =  '^[a.)   j  f{x)dj: -hr,{p]  f[x)dx. 

Cette  proposition  de  M.  Weierstrass  est,  du  reste,  extrêmement 
voisine  de  celle  donnée  par  INI.  Bonnet  (p.  2/|9  du  Journal  de  Liou- 
ville  et  IMéinoire  sur  la  théorie  générale  des  séries,  p.  8.  Aca- 
démie de  Bruxelles,  Mémoires  couronnés). 

Enfin,  pour  traiter  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe  ^  devient 
infinie,  ainsi  que  le  cas  où  l'une  des  limites  de  l'intégrale  est  infinie, 
il  reprend  et  développe  la  notion  des  intégrales  définies  singulières 
de  Caucliy,  et  établit  un  critérium  qui  permet  de  reconnaître  si 
l'intégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 


MÉLANGES. 

A  QUELLE  ÉPOQUE  VIVAIT  DIOPHANTE  ? 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

Quiconque  étudie  l'histoire  des  Mathématiques  est  nécessaire- 
ment frappé  du  vide  absolu  que  semble  présenter  le  lu*^  siècle 
après  J.-C.  Tandis  qu'au  ii*^  Ptolémée  marque  le  point  culminant 
de  cette  pseudo-renaissance  des  travaux  scientifiques  que  1  Empire 
romain  ne  put  faire  aboutir,  on  ne  retrouve  après  lui  qu'à  la  fin 
du  iv*^  des  auteurs  ayant  quelque  valeur  :  Diophante,  Pappus, 
Théon  d'Alexandrie.  Les  écrits  des  philosophes  du  iii*^  siècle,  Ana- 
tolius,  Porphyre,  Jamblique,  qui  ont  spéculé  sur  les  nombres,  font 
pitié,  même  à  côté  de  ceux  d'un  Proclus  au  v*^  siècle,  d'un  Euto- 
cius  au  vi*^. 

Une  telle  lacune  est  d'autant  plus  inexplicable,  que,  malgré  les 
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troubles  politiques  du  m''  siècle,  l'époque  était  réellement  plus 
favorable  pour  les  Sciences  que  celles  qui  suivirent.  La  littérature 
en  général  ne  subit  nullement  une  pareille  décadence;  tout  au 
contraire,  il  se  produit  alors  un  très-puissant  mouvement  philoso- 
phique, celui  de  l'éclectisme,  indice  de  l'activité  des  esprits,  et 
l'on  ne  rencontrerait  pas  dans  l'Histoire  un  autre  mouvement  seni- 
blable  qui  ne  soit  contemporain  d'importants  travaux  mathéma- 
tiques. 

Il  est  donc  clair  qu'il  y  a  lieu  d'exauiiner  s'il  n'y  a  pas  là  quelque 
erreur  historique.  Useneradéjà  reporté,  sur  la  foi  d'un  scholiaste, 
Pappus  au  temps  de  Dioclétien  (284-3o5  après  J.-C).  Dans  son 
excelleute  édition  de  ce  mathéuiaticien  (Berlin,  iS'jîi-iS'jg  ^ 
vol.  III,  p.  7),  F.  Hultsch  a  appoité  de  très-sérieuses  raisons  à 
rap])ui  de  celte  opinion,  et  il  a  promis  de  la  conlirmer  mieux  en- 
core. Nous  nous  proposons  de  discuter  ici  la  question  très-contro- 
versée de  l'âge  où  vécut  Diophante  et  de  montrer  qu'il  convient 
également  de  le  reporter  au  moins  à  la  mèuie  époque. 

il  n'y  a,  à  notre  avis  du  moins,  aucun  indice  à  tirer  du  carac- 
tère spécial  de  l'œuvre  de  ce  prétendu  inventeur  d(!  l'Algèbre.  JNous 
ne  pouvous,  en  ellet,  ni  admettre  qu'il  soit  apparu  à  la  lin  de  l'âge 
scientifique  des  Hellènes  pour  ouviir  une  nouvelle  cairière  et  y  mar- 
cher à  pas  de  géant,  ni,  comme  ceitains  ont  été  tentés  de  le  faire,  lui 
chercher  ailleurs  que  dans  le  monde  grec  d'iuiaginaires  précurseurs. 
Lorsque  Hankeldit  (Z^^/-  Geschichle  derMnUieinntik;  Leipzig,  1 874-. 
p.  iS^)  :  ((  Si  ses  écrits  n'étaient  pas  en  langue  grecque,  il  ne 
viendialt  à  la  pensée  de  personne  qu'ils  soient  un  produit  de  la 
civilisation  grecque  «,  c'est  une  étiange  hallucination;  la  lorme 
caractéristique  de  la  rédaction  n'eût  (■crics  pas  permis  de  mécon- 
naître la  véritable  origine,  même  sous  le  déguisement  d'une  langue 
étrangère,  pourvu  qu(!  la  traduction  eût  été  littérale. 

La  rareté  des  indices  de  travaux  analogues  â  ceux  de  Dioi)hanle 
et  remontant  au  premier  âge  de  l'Ecole  d'Alexandrie  est  d'ailleurs 
suffisamment  explicable  par  diverses  circonstances  sur  lesquelles  il 
serait  hors  de  propos  de  nous  étendre  ici  ;  mais,  si  rares  que  soient 
c(;s  indices,  ils  sulhsent,  avec  l'étude  des  écrits  de  notre  autevu', 
])oui'  établir  que  c'est  un  esprit  dans  le  genre  de  celui  de  Pappus, 
un  mathématicien  éruditplulôl  fju'un  génie;  inventeur.  Les  arlilices 
de  ses  solutions  ont  été,  comme  eusend)le,    beaucoup   trop  vantés; 
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leur  valeur  est  Lrès-iju'gale,  et,  si  aux  uns  il  i'aut  bien  re<oiiiiaitre 
la  gi'ijfe  d'un  lion  inconnu,  d'autres  proLlèiues,  à  eôté,  sont,  eu 
eoiuparaison,  traités  plus  ou  luoius  uialadroîtemeut.  L'œuvre  ap- 
paraît doue  eomnu'  uu  recueil  emprunté  à  diverses  sources,  recueil 
où  l'auteur  a  pu  d'ailleurs  uu'ttre  beaucoup  du  sieu.  INIais,  si  dans 
ces  coudilions  ou  est  plutôt  conduit  à  placer  sous  l'Empire  romain 
l'époque  de  la  composition,  rien,  à  la  rigueur,  à  l'examiner  en 
elle-même,  u'empèclierait  de  la  faire  remonter  plus  haut. 

La  limite  supérieure  est  au  reste  donnée  par  une  citation  d'Hvp- 
siclès,  dont  l'âge  se  trouve  déterminé  vers  l'an  200  avant  J.-C, 
entre  Apollonius,  dont  il  est  parlé  au  XI^  '^  Livre  des  Eléments, 
et  liipparcjue,  aux  travaux  duquel  l"Âvacpopixoç  (^De  ascensioiiibus 
liber)  est  certainement  antérieur  (  '  \ 

Diophaute  ne  fait  pas  d'autre  citation^  le  j^ionysios  auquel  il 
dédie  ses  Arillwiétiiiues  porte  uu  \\o\\\  trop  commun  pour  qu'on 
puisse  faire  la  moindre  conjecture  à  son  égard  (-  ). 

Quant  à  une  limite  inférieure,  elle  a  été,  jusqu'à  présent,  rigou- 
reusement déterminée  j^ar  une  citation  d'un  passage  de  notre  auteur 
que  Ramus  avait  signalée  dans  Tliéon  d'Alexandrie  (  Coninienlaite 
sur  l' Abnngeste,  édit.  de  Bàle,  p.  40)  et  Cjue  jNesselmaun  a  re- 
trouvée [Die  Ali^ehra  der  Qriechen ,  p.  200  ).  La  citation  est  d'ail- 
leurs faite  comme  s'il  s'agissait  d'un  classique  et  non  d'un  auteur 
contemporain. 

Théon  d'Alexandrie  Hérissait  de  365  à  3^0  après  J.-C.  On  a  donc, 
pour  placer  Diopliante,  uu  intervalle  de  cz'/zr/  siècles  et  demi.  11 
serait  d'ailleurs  vicieux   d'arguer  de  l'absence   de  toute    citation 


(')  T  oir  Lretsciinkiim.u.  Die  Géométrie  iind  die  Geonieler  i>or  Eii/du/e<  ;  Leipzig, 
1870,  p.  I1S2.  Le  XV"  Livre  des  Eléments,  qui  a  également  été  attribué  à  Hypsiclés,  ne 
semble  pas  antérieur  au  vi°  siècle.  UJsidoro^  que  l'auteur  de  ce  Livre  donne  comme 
son  maître  est  plutôt  celui  d'Eutocius  et  d'Antlicmius,  le  premier  Isidore  de  Milel, 
que,  comme  le  veut  Friedlein,  le  ])hilosopiie  Isidore  de  Gaza.  Ce  dernier  n'était 
nullement  malliématicien,  comme  a  pu  le  l'aire  croire  un  passage  de  Suidas  rcal  in- 
terprété. C.'cst,  du  reste,  une  des  singulières  erreurs  de  M.  Hoeler  (Histoire  des  Matlié- 
înatiques,  p.  279)  que  de  confondre  ces  deux  personnages  contemporains,  l'ingénieur 
architecte  de  Sainte-Sophie,  qui  ne  philosopha  pas  plus  que  ses  disciples,  ni  son  ne- 
veu du  môme  nom  (jue  lui,  avec  l'opiniâtre  et  mystique  païen  dont  Damascius  a  écrit 
la  vie. 

(')  Signalons  cependant  que  les  Dejiiiiliones  du  iiseudo-Hérou  (éd.  Ilultsch,  p.  7) 
•ioul  dédiées  à  un   personnage  du  même  nom. 
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antérieure  à  Théou  pour  rapprocher  notre  auteur  de  la  limite  in- 
férieure, car  on  ne  pourrait  dire  à  bon  droit,  vu  la  nature  spéciale 
de  son  Ouvrage,  (jui  aurait  dû  parler  de  lui. 

On  ne  peut,  au  reste,  avoir  en  vue  qu'une  détermination  très- 
approximative,  car,  si  l'on  en  croit  une  célèbre  épigramme  de 
l'Anthologie  grecque,  Diophante  aurait  vécu  quatre-vingt-quatre 
ans,  et  l'on  ne  sait  guère  à  quel  moment  de  cette  longue  vie  placer 
la  composition  des  Aiilliinéli(jiios. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  connaissait  l'auteur  de  cette  épigramme, 
ce  serait  un  indice  précieux.  Malheureusement  les  attributions 
de  l'xinthologie  sont  assez  douteuses  en  général,  et,  d'autre  part, 
le  nom  de  IMétrodore,  sous  lequel  on  la  trouve,  est  assez  fréquent. 
La  conjecture  de  Brunck,  qui  pense  à  Métrodore  de  Scepsis,  nous 
reporterait  immédiatement  après  Hypsiciès  ;  mais  on  penche  plutôt 
aujourd'hui  pour  uu  Métrodore  de  l^jzance,  grammairien  et  arith- 
méticien, qui  vivait  sous  Constantin  le  Grand. 

Il  nous  reste  à  discuter  les  déterminations  qui  ont  été  faites  entre 
les  limites  que  nous  avons  fixées. 

Celle  qui  prévaut  d'ordinaire  est  celle  de  Montucla^  elle  s'appuie 
sur  un  passage  de  l'historien  arabe  Aboulfaradj  pour  faire  vivre 
Diophante  sous  Julien  l'Apostat  (36i-363  après  J.-C).  A  cause  du 
trop  proche  voisinage  de  Théon  d'Alexandrie,  ce  ne  pourrait,  en 
tout  cas,  être  admis  que  pour  la  fin  de  la  vie  de  notre  auteur.  Mais 
Cossali  et  Colebrooke,  remarquant  que  son  nom  est  étrangement 
accolé  par  Aboulfaradj  à  celui  du  philosophe  Thémistius,  ont,  à 
bon  droit,  soupçonné  qu'il  y  avait  confusion  entre  le  mathématicien 
grec  et  un  sophiste  cjue  Suidas  donne  comme  maître  du  rhéteur 
Libanius.  Cette  confusion  est  évidente. 

A  la  vérité,  en  l'absence  de  preuves  contraires,  il  serait  loisible, 
comme  le  remarque  JNesselmann,  d'idenlilier  les  deux  personnages. 
Si  Hypatia,  qui  a  commenté  Diopluinle,  professait  la  Philosophie, 
Diophante  ne  pouvait-il  pas  enseigner  même  la  Rhétorique .^^ Fermât 
était  bien  conseiller  au  parlement  de  Toulouse  ! 

Malheureusement  pour  cette  hypothèse,  l'autorité  de  Suidas  est 
facile  à  retrouver.  C'est  Eunape  dans  les  F  les  des  sophistes  ;  il 
nous  donne  ce  Diophante,  cju'il  a  connu  et  dont  il  ne  fait  d'ailleurs 
pas  grand  cas,  comme  né,  non  pas  à  Alexandrie,  ainsi  que  le  ma- 
llu'muticien,  mais  en  AraJjie  (Atoaavtoç  ô 'Apaêtoç),  et,  d'autre  pari. 
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Loiiiine  professant  à  Athènes.  L'identification  n'est  donc  pas  pos- 
sible, et,  dès  lors,  nous  considérerons  le  passage  d'Aboulfaradj 
comme  sans  valeur. 

Dans  son  édition  de  Diopliaute,  Bachet  de  iMéziriac,  ayant  lu 
dans  Suidas  qu'Hypatia  avait  commenté  le  Canon  astronomique 
Je  notre  auteur,  a  proposé  de  l'identifier  avec  un  astrologue  du 
temps  de  Néron,  sur  lequel  un  contemporain(.'^),  Lucillius,  a  com- 
posé quelques  épigramnies  de  l'Anthologie  grecque.  Cette  suppo- 
sition est  insoutenable  :  d'une  part,  le  ridicule  héros  de  plaisan- 
teries classiques,  faites  à  Rome,  tantôt  sur  la  maigreur,  tantôt  sur 
la  vanité  des  prédictions  astrologiques,  semble  n'être  qu'un  person- 
nage d'invention  \  d'un  autre  côté,  le  texte  de  Suidas  est  corrompu, 
et  il  faut  le  rétablir  avec  Fabricius  ('),  en  entendant  que  c'est 
comme  auteur  des  Aritliniétiques  que  Diophante  a  été  commenté 
par  Hypatia.  Il  ne  reste  donc  aucune  preuve  qu'il  se  soit  occupé 
d'Astronomie. 

Enfin  Bombelli,  le  premier  qui  ait  fait  connaître  Diophante 
[iSya),  l'a  placé,  sans  indiquer  aucune  preuve,  sous  le  règne 
d'Antonin  le  Pieux,  c'est-à-dire  qu'il  en  fait  un  contemporain  de 
Ptolémée  (ii*^  siècle  après  J.-C).  On  a  bientôt  fait  d'en  finir  avec 
ZGlie  opinion  en  la  traitant,  comme  fait  Nesselmann,  d'hypothèse 
arbitraire.  11  faudrait,  au  contraire,  dans  lobscurité  où  l'on  se 
trouve,  rechercher  si  celte  aflirmation  précise  ne  peut  pas  avoir 
:|uelquc  fondement,  afin  d'être  en  mesure  de  la  discuter  sérieuse- 
ment. 

Je  crois  avoir  rencontré  l'origine  de  cette  détermination  en 
faisant  une  autre  recherche.  Il  s'agissait  de  l'autorité  d'api'ès  la- 
quelle îlamus  a  attribué  des  Harmonicjues  à  Diophante,  assertion 
répétée  sans  contrôle  par  Gessner  et  Fabricius  ^-). 

( '  )  "EYpa'|/£v  iJ7t6[xvY][xa  cî;  AiôïavTOV.. ..  tôv  àaxpovo/^ity.ôv  xavova,  sî;  ta  ztov.xà  'Atco),>,wvî&'j 
ÛTioii-v/ifia.  C'est  à  tort  que  Nesselmann,  qui  adopte  an  reste  le  inènie  sens  que  Fa- 
bricius, si[;nale  rex[iression  eî;  Atôçav-o-;  (^Sur  Diophante,  au  lieu  de  Sur  les  Arith- 
méiiques  de  Diophante)  comme  n'étant  pas  grecque;  on  en  trouve  assez  d'exemples 
dans  les  auteurs  byzantins. 

Il  est  au  reste  douteux  qu'ilypatia  ait  composé  un  Canon  astronomique,  comme  l'ad- 
met Fabricius;  aussi  avons-nous  indiqué  une  lacune  après  AiôçavTov,  On  peut  sup- 
pléer £i;  et  supposer  qu'il  s'agit  d'un  commentaire  sur  les  Canons  de  Ptolémée. 

(-)  Ce  dernier  suppose'gratuitement  que  cet  Ouvrage  trailait  dAiitlimctiquc,  non 
de  Musique;  celte  hypothOse  ne  peut  se  défendre. 
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La  source  de  Rainas  était,  à  n'en  pas  douter,  un  manuscrit  grec 
sur  la  Musique  5  or,  dans  l'édition  des  Antiquœ  musicœ  auctores  de 
Meibomius,  on  lit,  pages  22-28  du  Traité  de  Bacchius  le  Vieux, 
cinq  déliiiitions  du  rliythnic  empruntées  à  Phèdre,  Aristoxène,  ]Ni- 
comaque,  AsoiavToç,  Didynie.  Asocpavioi;  (  '  )  n'est  pas  grec,  et  il  n'est 
pas  douteux  qu'il  ne  faille  lire  Aïo'-iavxo;,  ce  qu'out  probablement 
fait  Rainus  et  d'autres  que  lui. 

L'identilication  de  cet  auteur  avec  notre  mathématicien  est  cer- 
tainement assez  hypothétique-,  mais  elle  est  tout  indiquée  c[uand 
on  voit  son  nom  à  côté  de  celui  de  jN'icomaque.  On  sait,  au  reste, 
cju'Euclide  et  Ptolémée  figurent  aussi  parmi  les  auteurs  qui  ont 
traité  de  la  Musique,  et  qu(;  la  technologie  de  cet  art  faisait,  dans 
l'antiquité,  partie  des  \).M\<m\'x. 

Or,  dans  les  énuméralions  comme  celle  que  nous  avons  rap- 
portée, l'ordre  chronologique  est  généralement  suivi  et  l'époque  de 
divers  auteurs  n'a  pas  été  assignée  sur  des  arguments  plus  certains. 
Dans  le  cas  présent,  on  peut  d'ailleurs  vérifier  cet  ordie  pour  deux 
noms:  Aristoxène,  disciple  d'Aristote,  et  jNicomaque,  postérieur  à 
Thrasylle,  qui  vivait  sous  Tibère. 

Nicomaque  est,  d'autre  part,  antérieur  à  son  commentateur 
Apulée  de  Madaïu-e ,  contemporain  de  Ptolémée,  et  ce  dernier 
{^Havnionujaes,  Livre  \Y)  parle  d'une  division  du  tétrachorde  due 
au  néo-pythagoricien  Didymc.  Quant  à  Phèdre,  il  est  inconnu.  Si 
dans  ces  conditions  on  admet  que  l'ordre  chronologique  a  été  rigou- 
l'cusement  suivi  et  si  l'on  tient  compte  de  la  longue  vie  de  Dio- 
pliante,  on  peut  le  considérer  (ainsi  que  Didymc)  comme  contem- 
poiain  de  Ptolémée  et  placer  son  âge  nxivv  ou  sa  vieillesse  sous 
Antonin  le  Pieux  (i38-i6i  après  J.-C),  conformément  à  l'asser- 
tion de  lîondielli. 

Cette  délcrmination  aurait  un  grand  jjoids  si  iKicchius  le  \  ieux 
était  un  auteur  suilisamment  rapproché  de  ceux  qu'il  cite  pour 
connaître  exactement  leurs  âges  respectifs.  ^lalheureusemtmt, 
l'époque  à  laquelle  il  vivait  lui-même  est  très-incertaine.  On  con- 
jecture d'ordinaire  le  règne  de  Constantin  le  Grand  ^  mais  cette 
opinion  me  parait  difficile  à  confirmer,  et  je  suis  beaucoup  plus 


(')  I.éophaiitc;  est  un   nom   jjrcc  cniiiui,  mais  s'cciit  Aewçkvt'';;  la  confusion  entre 
A;'>)  et  AeÔ   est  heauconi)  moins  inoliahle  que  ri'lle  cnlrc  A'.o  et  Aîô. 
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iicliaé  à  considérer  l'épigramme  rapportée  par  iMeiboinius,  et  où 
îaccliius  le  Vieux  se  trouve  associé  à  un  certain  Dionysios,  comme 
)arlant  de  Constantin  Porpliyrogénète  (dix  siècles  api-ès  J.-C). 

D'autre  part,  de  graves  doutes  peuvent  être  élevés  contre  la  dé- 
ermination  précédente.  11  faut  lemarquer  que  la  délinitiou  du 
liythnie  donnée  par  Diophante  se  rapproche  b(;aucoup  de  celle  de 
Vicomaque  et  semble  en  être  le  développement,  tandis  que  l(;.s 
rois  autres  sont  sensiblement  dillércnles,  soit  entre  elles,  soit  par 
apport  à  ces  deux-là  (  '  ). 

Si  l'on  peut  en  tous  cas  inférer  que  Diophante  est  postérieur  à 
sicomaque,  ce  que  nous  retiendrons,  il  est  très-possible  que  leurs 
(eux  détinitions  aient  été  rapprocliéiîs  l'une  de  l'autre  au  mépris 
le  l'ordi'e  chronologique. 

D'autre  part,  l'époque  de  Didyme  doit  être  lixée  autrement  que 
lous  ne  l'avons  fait.  11  s'agit  sans  doute  du  grammaiiien  et  musi- 
ien,  fils  d'Héraclide  Pontiquc,  et  que  Suidas  fait  vivre  sous  JNéron, 
ssertion  vérifiée  d'ailleurs  (-).  Si  donc  on  voulait  maintenir  l'ordre 
hronologique,  il  faudrait  rejeter  Diophante  au  temps  de  Claude  et 
Sicomaque  au  temps  de  Caligula,  ce  qui,  au  reste,  est  possible  à 
a  rigueur  en  ce  qui  concerne  ce  dernier  auteur  (^  ). 

Dans  l'incertitude  où  l'on  se  trouve  en  lin  de  compte,  et  eu 
'gard  à  la  fragilité  de  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  on 
loit  accueillir  sur  le  même  pied  que  les  autres  tout  nouvel  élément 
le  discussion,  si  mince  qu'il  puisse  paraître.  ISous  laisserons  au 
ecteur  à  apprécier  la  valeur  de  celui  que  nous  allons  introduire. 

De  tous  les   problèmes   que   traite  Diophanle,  il  n'en  est  qu'un 


(')  Nous  nous  conttîntcions  de  rapporter  celles  de  Kicomacnie  et  de  Diopliaiil;'  : 
vaià  5à  ]\iy.ô/Jta/_ov,  ypovtov  euTaxTo;  aûvOsai;  •  za-rà  oà  û'.ô'fav-ov,  yçioywv  ctùvOeijIî  xatà 
iva),ûYÎav  ts  xai  G\iiJ./j.E-zplœi  Ttp;  êaviroO;  (Suivant  Niconiaque,  une  composition  ré- 
julière  des  temps;  suivant  Diophante,  une  composition  des  t(înips  par  proportion  et 
commune  mesure  entre  eux'. 

(^)  Il  ne  faut  pas  confondre,  comme  l'a  fait  M.  Eœi'vr  (  I/ist.  des  Mat/i.,  p.  281). 
;e  Didyme  avec  Didyme  Clialcenterus,  mailre  du  grammairien  Iléraclidc  Pontique, 
it  qui  ne  parait  nullement  s'être  occupé  de  Musique.  J'iifnore,  au  reste,  par  quelle 
lutre  méprise  M.  Hœl'er  fait  vivre  au  vr  ou  vu'"  siècle  après  J.-C.  ce  Chaiccntcrus, 
lont  l'àjjc  (au  commencement  de  l'ère  chrétienne)  est  bien  connu. 

(')  La  tendance  ordinaire  à  le  placer  plus  bas  vient  de  ce  qu'on  l'a  lon[;temps 
'onfondu  avec  un  aiitre  néo-pylha[;oricicn  du  même  nom,  qui  avait  érrit  une.  J'ic  d'J- 
wllotiiii<:  (le    Tf  fine. 
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seul  (V,  33)  dont  l'énoncé  renferme  des  nombres  concrets.  Cet 
énoncé  est  en  vers,  sous  la  forme  d'une  épigramme,  que  Bacliet 
soupçonne,  peut-être  à  bon  droit,  composée  par  notre  auteur  lui- 
même.  En  tout  cas,  il  y  est  parlé  d'un  maître  de  maison  qui  mé- 
lange, pour  la  boisson  de  ses  serviteurs,  du  vin  à  5  draclimes  et  du 
vin  à  8  drachmes  le  congé. 

Si  l'on  admet  ([ue  la  nécessité  de  la  forme  versifiée  n'a  pas  obligé 
à  poser  des  prix  tout  à  fait  arbitraires  (ce  qvii  est  au  moins  aussi  im- 
probable pour  des  vers  grecs  que  ce  le  serait  pour  des  vers  {'rançaisj, 
il  est  d'ailleurs  facile  de  se  rendre  compte  que  ces  prix  n'ont  pas 
été  choisis  en  vue  de  la  solution;  on  doit  donc  supposer  qu'ils  sont 
réels.  Or  ce  sont  évidemment,  pour  des  vins  de  basse  qualité,  des 
prix  de  famine. 

Le  congé  valait  6  5ex^<7/7Ï;  la  drachme  égyptienne,  à  son  poids 
le  plus  bas,  était  le  sixième  du  denier  d'argent  romain;  or,  dans  le 
célèbre  édit  du  maximum  de  Dioclétien,  on  trouve  une  échelle  des 
prix  du  sextariiis  en  deniers  de  bronze  (valant  le  centième  du 
denier  d'argent).  On  peut  transformer  comme  suit  celte  échelle  en 
congés  et  drachmes  : 

Prix  du  litre 
Prix  du  congé  en  monnaies  françaises 

en  draclimes.         (d'après  M.  AVaddington). 
dr  fr 

Piquette 2 ,88  o  ,94 

2"  qualité 5,^6  i  ,87 

i""^  qualité 7,20  2,34 

1^  qualité 8,64  2,81 

1"^*=  qualité 10,80  3,5i 


Vin  de  garde 
Vin  de  choix 


On  voit  comment  les  prix  de  Diophante,  5  et  8  drachmes  le 
congé,  se  rapportent  h  cette  échelle-,  quant  à  la  quantité  d'eau  que 
son  mai  Ire  de  maison  devait  sans  doute  surajouter  plus  tard,  il  n'a 
pas  pensé  à  la  faire  connaiti'e  à  la  postérité. 

Pour  se  rendre  compte  combien  ces  prix  étaient  exagérés,  par 
rapport  à  ceux  des  époques  antérieures,  il  suffit  de  savoir  qu'au 
temps  de  !\éron,  par  exemple,  d'après  les  renseignements  fournis 
par  Columelle,  le  vin  de  plus  basse  qualité  ne  coûtait  que  o'^'",47  le 
congé,  ce  qui,  même  en  comptant  la  drachme  au  poids  du  temps 
de  Tibère,  pour  le  quart  du  denier  d'argent  au  lieu  du  sixième, 
fait  huit  fois  moins. 
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Les  diverses  données  que  l'on  possède  pour  le  prix  de  cette 
denrée  sous  l'Empire  romain  montrent  d'ailleurs  cpie  la  cherté  ne 
commença  à  s'accuser  qu'après  les  Antonins;  ce  n'est  guère  que 
vers  le  milieu  du  m''  siècle,  à  l'époque  dite  des  Trente  Tyrans,  que 
l'on  peut  supposer  que  les  conrs  s'élevèrent  au  taux  indiqué. 
L'Egypte  ne  produisant  pas  de  vin,  la  gêne  apportée  par  les  guerres 
civiles  aux  relations  commerciales  dut  d'ailleurs  s'y  faire  sentir 
immédiatement.  La  prolongation  de  ces  guerres,  la  misère  qui  en 
résulta  mirent  à  nu  les  vices  du  système  social  de  l'antiquité  ro- 
maine et  étendirent  à  tout  l'empire  la  crise  que  Dioclétien  essaya 
de  conjurer. 

Si  cette  conjecture  est  exacte  et  s'il  en  est  de  même  de  la  déter- 
mination relative  au  Métrodore  auteur  de  l'épigramme  sur  Dio- 
phante,  ce  dernier  doit  être  placé  sans  conteste  vers  la  seconde 
moitié  du  m"  siècle-,  il  redevient  ainsi  contemporain  de  Pappus 
et  antérieur  d'un  siècle  environ  à  Tliéon  d'Alexandrie  et  à  Hy- 
patia. 

Le  iii'^  siècle  avait  au  reste  déjà  été  proposé  pour  Diopliante^  il 
est  admis,  par  exemple,  par  d'Alenibert  dans  V  Encyclopédie  ;  mais 
je  n'ai  pu  trouver  trace  d'arguments  historiques  déjà  développés  à 
l'appui  de  cette  assertion. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  HERMITE; 
Par  m.  g.  MiTTAG-LEFFLER. 

Voici  les  théorèmes  que  j'ai  démontrés  dans  mon  premier  Mé- 
moire en  allemand,  Aiitliinetisclie  Darstelliing  eiiuleutiger  ana- 
lytischer  Funcdojieji  einer  T  eriinder lichen,  qui  est  maintenant 
dans  les  mains  de  M.  Weierstrass. 

Théobème  L  — Si  une  suite  infinie  de  f/uantités  données  x^^ 

.To,  J^'s,  .  .  . ,  J"v,     .  .  satisfait  à  la  condition 

lim  I  .r„  j  =  co  , 
et  ijne  /7i|,  Wo,  "?.!,  .  .  .,  Wv,  .  .  .  soient   des   nombres   donnés  en- 
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//<"/.s-  et  positijs,  on  peut  alors,  dans  l  expression 


A) 


déterminer,  de  plusieurs  manières,  les  nombres  entiers  non  Jiéga- 
tifs^.s,  u.n,u.2i  .  .  . ,  fv,  -  -  .  <?i  les  expressions  entières  et  rationnelles 
C3m,-\  1  G„,._, ,  G,„^_, ,  .  .  . ,  G,„,_, ,  .  .  .  des  degrés  respectifs  m,  —  i , 
m^ — I,  "î.-i  —  I,  •••1  '^'v — ^1  '•••)  ^^^  telle  sorte  que  l'expres- 
sion (A)  devienne  une  fonction  analytique  de  la  variable  x^ 
jouissaîit  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  uniforme  ;  elle  n'  aura   que  le  seul  point  sin- 
gulier essentiel  x  =  -•>  et  que  les  points  singuliers  non  essentiels 

X| ,  OTo,  ^3,  .  .  . ,  x.,^  .  .  .  ^  et,  pour  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment de 


''z.-nisi    ""s,— i'77i3— 1)'    ''s,— (wa— 2)1 


.-(mv-l)'      f^v,-(/„,- 


et  des  valeurs  suffisamment  petites  de  \x — a\  I,  elle  sera  déve- 
loppable  sous  Informe 

-^  Cv,-i  {-r.  —  JT,)-'  -4-  t»  (.r  —  a:,)       (  i  ) . 

6ï  /'o/z  ajoute  à  (A)  une  fonction  entière  ('-)  quelconque  de  la 
variable  x,  on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonc- 
tions, qui  jouissent  des  propriétés  énoncées  ci-dessus. 

Théorème  II.  —  Si  une  suite  infnie  de  grandeurs  données  x,, 


(')  Pour  la  signification  de  ^(x  —  x^)  voir  Weierstrass,  Zur  Théorie  der  eiiideu- 
tigen  analjtischeii  Fanctionen  einer  Vciànderlichen,   p.  26,  la  note. 

(')  Pour  la  signification  du  terme  fonction  entière,  voir  Weierstrass,  Zur  Théo- 
rie, etc.,  p.  17. 
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Ta,  .l'a,  .  .  .  ,  .r.,.  .  .  . ,  t'sL  lellc  (fuc  l  on  ail 

lim  I  .r,,  j  r^x  , 
n  =  ce 

r'A  <7z/e  w, ,  Wo,  W3,  .  .  . ,  m,^,  ...  ;  //,,  «o,  W3,  •  •  • ,  «,,1  •  •  •  soient 
(les  nombres  entiers  non  négntijs  donnés,  alors,  dans  L'expres- 
sion 


n(.r)^ 


=  1 


,r  — .r,j-r"v-"v+nG,„,^+„^^., 


on  pourra  de  plusieurs  manières  déterminer  la  fonction  entière 
n  (.r),  les  nombres  entiers  non  négatifs  fi.. ,  ij.o^  y-3,  .  .  . ,  p,,,  .  .  .  et 
les  expressions  rationnelles  et  entières  G, „^j^.i,.i  Gm,+r?.i  G^j+z/p  •  •  •  1 
Ci,,,.,^,,,^,  .  .  .  des  degrés  respectifs  777,  H-  77, ,  77/2  +  i^i-,  '"3  +  ''31  •  •  •  1 
in.,-\-  11.,^  .  .  .  ^  de  telle  sorte  que  l'expression  (B)  devienne  une 
fonction  analytique  de  la  variable  x^  jouissant  des  propriétés 
{générales  suivantes  : 

La  fonction    sera    uniforme,     elle    aura    le    seul   point   sin- 
gulier essentiel  X  =  -?  et,  pour  les  seuls  points  donnés  x^^  a:^, 

Ta,  .  .  .,  ^\,  •  •  •  1  elle  aura  des  points  singuliers  non  essentiels^ 
et  enfin,  poLW  des  valeurs  choisies  arbitrairement  des  quantités 

^l.'m,i     ^1,  — (/«|-l)î     C|.-(w,--2)i      •   ■   •    V     '■-'1.— 1,     ^lOi     ^111      ■    ■-»     ^lli,^ 

^i,-m,i     ^'•i.~(m^.—  \)t    ^2,— (/;7---2)î      ■  •  ■   i      '"2.  — li     '^207     '^21'      •   •   •>    ^2«:' 

^■\,'i)i-,i    '".T.-    m^-   1)7     <^3,  — (/;!8-2)'      •   •   •   '     ^3. -Il     ''30>     '^31-      •   •   ••     <^3«,' 
1       1      '      •   ■   ■   1      •   ■   ■   1      -   ■  ■<       •   •  '       •   •    •  ■>      •  •  ■  t 

''•'.— ni;-     '"■'.-(mv- 1)1      '"v.-';»v-2)'       •  •  •  ■>     '"v,-H     ^v05     '"vl,       •  .  •  -     '^vn,,' 

f^  y:?o/ir  </e5  'valeurs  assez  petites  de  [  .i'  —  .r,,  j,  e//e  .V6'/V7  dé\'elop- 
j)able  sous  la  forme 

f.._„,.^(a:-.r,)-'"v+r„,_(„„^_,)(.-r-.r,;-('"v-')H-  .  .  . -i- c.,,_,(.r— .r,)-» 
+  f v„  +  r.,  (.-,  -  .,.,)  +  .  .  .  +  r.„,,  (.r  -  .r.) "v  +  (x  -  ^.-v) "v+'  P  (.r  _  .r,) . 

iSi  «  (B)  077  ajoute  encore 

n  (.r)  G  (.r) 
oi<  G  (  .3'  )  désigne  une  fonction  entière  quelconque  de  la  variable  .r, 


?.7?.  PREMIÈRE  PARTIE. 

on  obtient  ainsi  La  représentation  de  toutes  les  Jonctions  (jui  pos- 
sèdent les  propriétés  en  question. 

La  fonction  Vil^x)  est  déterminée  par  l'équation  suivante  : 
(C)  n(.)  =  n  j^(^,  _  •^^,.7-^(fJ'—  >;  {^ty-\ 

Par  X|,  Xo,    /.i,  ,..,}.,,,  ...,  j'entends   ici  des  nombres  entiers 
non  négatifs,  soumis  à  la  seule  condition  que  la  série 


représente  une  suite  convergente  pour  toute  valeur  de  .r. 

La  formule  (A)  contient  aussi  le  cas  où  une  des  quantités  .r,, 
Xo,  ^3,  .  .  . ,  x.^^  .  .  . ,  par  exemple  j:,,  est  nulle,  pourvu  que  l'on 

remplace  —  par  i .  La  formule  (B)  contient  aussi  ce  cas  où  l'on  pose 

Jy 

X  égal  à 

>i  /-iV',  / 

et  où  l'on  remplace,  de  plus,  (  '—  \     par  l'unité. 

Théokème  in.  —  Si  une  suite  infinie  des  quantités  données  Xf^ 
Xo,  0:3,  ... ,  JTv,  .  .  .  est  telle  que 

lim  I  j'„  I  =  co  , 


«=  : 


et  si  Pi ,  P2-)  p?,i  .  .  . ,  /'v,  .  .  . ,  «I ,  «21  «31  •  •  •  •)  "v,  .  .  .  sont  des  nom- 
bres donnés  entiers  et  non  négatifs,  on  peut  de  diverses  manières 
représenter  arithmétiq uement  une  Jonction  de  la  variable  .r, 
jouissant  des  pjopj'iétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  une  fonction  unijorme  et  entière,  pour  la- 
quelle les  valeurs  a'i,  Xj,  ^"3,  .  •  .,  J^v,  .  .  .  comprennent  tous  les 
zéros  de  la  fonction,  et  pour  laquelle  étant  données  aibitrairement 


les  (/tinntitcs 
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^1/',' 

^I/'i-+-1t     <"1/),  +  2i      •   •  • 

•     ^l/),+/li' 

-2/':' 

^2/);+li     ^2/).:4-2'      •   •  • 

5       ''2/).;  +  7/.,> 

^■i,:r 

'":i/;,+li     '"s/Ja+a 

■     ^SPi+'h^ 

(^v>-r 

>    ^v/)v4-Ii     <^v/j.,4-2>        •   •  -  • 

»    ^■■p;+ii-,y 
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parmi  lesquelles  aucune  des  suivantes  0,^,^,  f^^,,,  Cg^^,  .  .  . ,  Cv^.^,  .  .  . , 
ne  doit  avoir  pow  i>aleur  zéro,  le  développement  a  lieu,  dans  le 
voisinage  de  toute  valeur  donjiée  jCv,  sous  la /orme 

■        fv;,J.r-.r,)/'v+r,/,,+  i(.r-xO''v+'  +  .  .  .+c„^,+„,(.^■-.r,)/'v+"v 
+  (a-  —  .r,  )/'•'+"  v+l  p{^x  —  .r,). 

On  peut  aussi  former  une  série,  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x  et  constamment  convergente,  qui 
comprend  toutes  les  fonctions  jouissant  des  propriétés  ci-dessus 
énoncées. 

Ce  qu'il  y  a  de  nouveau  dans  le  problème  contenu  dans  ce  tliéo- 
rètnc  est  ainsi  de  former  une  fonction  qui  n'ait  pas  d'autres  zéros 
que  les  zéros  donnés  ci-dessus.  Sans  cette  condition,  le  pro- 
blème serait  déjà  résolu  par  mon  théorème  II. 

Théorème  1Y.  —  Etant  donnée  une  suite  infinie  de  quantités 
.T),  .To,  .r3,  .  .  . ,  x,,^  .  .  . ,  telles  (pie  l'on  ait 


Il  m 


f^l  /'Il  /^2,  />5,  •••,  Pn  •••.  <h^  (l-ii  q-A-  ■•■  q-'i  •••  ('tant  des 
nombres  donnés  entiers  et  non  négatifs  satisfaisant  à  la  condi- 
tion que,  pour  chaque  'valeur  du  nombre  entier  et  positif  M  .^  l'un 
au  moins  des  nombres  /?,,  q-,  soit  toujours  égal  à  zéro,  et  enfin 
72),  «2,  7Ï3,  .  .  .,  «v,  .  .  .  étant  des  nombres  entiers  et  non  négatifs 
donnés  arbitrairement,  on  peut  de  diverses  manières  déterminer 
deux  fonctions  entières,  de  manière  que  ces  deux  jonctions  ne 
deviennent  jamais  nulles  à  la  fiis,  et  que  leur  quotient  soit  une 
fonction  de  la  variable  jr,  jouissant  des  pi  opriétés  générales 
suivantes  : 

BitU.  fies  Sciences  inal/i.,  î^  Série,  t.  III.  (.Iiiin  iS^q.)  I9 
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La  fonction  est  une  fonction  uni  foi  nie,    ne  présentant  que  le 

seul  point  singulier  essentiel  j- =:  -?  pour  laquelle,  de  plus ^   les 

valeurs  do?inées  .ri,  Xo,  a:.,,  ...  .r./,  ...  comprennent  tous  les 
points  singuliers  non  essentiels,  ou  tous  les  zéros,  ou  encore  tous 
les  points  singuliers  non  essentiels  en  même  temps  que  tous  les 
zéros  ;  et  pour  lajjuellc  enfin  ^  pour  des  quantités  données  arhi- 
trairement 


<    1/M. 

»     '1 /),  +  !' 

<^l/)i  +  2'      •   • 

•  »      '  1/), 4-/(1» 

'•l7i' 

'^W.+  l' 

^l-/,-+-2»      •   • 

"  '      '1  fjt+'l,^ 

^2/).» 

''2/)s-f-li 

^i/i.+li      •    ■ 

■  1     ^'ipi-i-rtif 

^2  7% 

'■il/  -+-H 

'272-*--'      ■   ■ 

■  ■>     ^2 '/'.+";■' 

'^■iP3> 

^3/)3+l» 

<^3p,+2.      •  • 

•   '        ^3/'3+"5' 

'•3?3' 

''39-3+1' 

^37,4-21       •    ■ 

•  '     ^Z'/i+n,- 

fv/.,, 

(\p^-hi-> 

^v/.,+2,        •    • 

•  >     ^"■'p.,+n.,i 

^V9v' 

'"vf/v+l' 

^v<7v+2'        •• 

■    1        ^'/f/,,+7l'/f 

parmi  lesquelles  aucune  des  premières 


ne  doit  avoir  la   valeur  zéro,  et  pour  des   valeurs  suffisamment 
petites  de  \x  —  x^  |,  le  développement 

c,p., ; X  -  .r, ) /'y  -f-  c.^.^^t  ( .r  —  .r, ) /'■>+'  -f-  ■  ■  .  +  r. ^.^^,,^ ( x  -  .r. ) V"^"^ -\-  [x  ~  .r, ] /'v+"v+'  ]3  ( ■: 

e^f />o.wi7>>/e. 

0«  /?<?M/  aussi  former  une  expression  qui  se  présente  comme  le 
quotient  de  deux  sé/'ies  procédant  suivajit  les  puissances  entières 
et  positives  de  x,  constamment  convergentes  et  ne  s  annulant  ja- 
mais toutes  les  deux  à  la  fois,  et  qui  comprend  toutes  les  fonctions 
jouissant  des  propriétés  énoncées  plus  haut. 
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Je  travaille  en  ce  moment  à  un  nouveau  Mémoire  en  langue 
allemande,  qui  va  contenir  d'autres  théorèmes  dans  le  mènnî 
genre  que  mes  quatre  théorèmes  précédents,  et  où  je  veux 
donner  une  représentation  arithmétique  générale  de  fonctions 
uniformes,  qui  aient  une  infinité  multiple  de  points  singuliers 
essentiels. 

Dans  ces  derniers  temps,  en  m'appuyant  sur  votre  travail  :  Siii- 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  que  vous  avez  eu 
la  bonté  de  ui'envoyer,  je  me  suis  occupé  d'une  autre  application 
des  remarquables  théorèmes  que  M.  Weierstrass  a  fait  connaitrc 
dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
uniformes . 

Je  cherche  la  condition  à  laquelle  doivent  être  assujetties  les 
fonctioijs  /',  (jc),  /i  (a),  /a  (a:),  .  .  .  ^  j„  (x),  .  .  . ,  pour  que  chaque 
intégrale  de  l'équation  différentielle 

soit  une  fonction  uniforme  de  la  variable  x  qui  n'ait  pas  d'autre 
point  singulier  essentiel  que  x=  -• 

Depuis  que  j'ai  obtenu  cette  condition,  je  puis,  toutes  les  fois 
qu'elle  est  remplie,  former,  pour  l'équation  différentielle  (D),  un 
système  fondamental  d'intégrales  particulières,  chaque  intégrale 
étant  le  quotient  de  deux  séries  de  puissances  entières  et  positives 
de  la  variable  x,  et  qui  convergent  pour  une  valeur  quelconque 
de  cette  variable. 

Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  un  opuscule  en  langue  sué- 
doise [*)  qui  contient  une  généralisation  de  la  formule  d'interpo- 
lation que  vous  avez  communiquée  à  M.  Borchardt  dans  une  Lettre 
du  5  juillet  1877. 

J'admets  que,  dans  le  théorème  I,  les  points  singuliers  non  es- 
sentiels JT) ,  Xo,  X3,  .  .  . ,  X.,,  .  .  .  (parmi  lesquels  le  point  x  =  o^  s'il 
est  une  singularité  non  essentielle,  ne  doit  cependant  èlre  compté). 


(')  En    ny    scricntvcchliiif^    for    fuiihtioncr  nf    raiioiicl    hnrnhter  {^Acta  Societatix 
Scientiartim  Fciinica\   t.  XI}. 

'9- 
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les  nombres  entiers  /»|,  /;?._>,  7773,  .  .  .,  77/v,  ...  et  les  constantes 

^'i.—iiit'»    ^'2,— (/«;— l)t     ^i,-(«i2— 2)>      •••1     ''2,— H 
''3, -/«a'     '^'3,-(/«   -1)'     '"3,  — («!3— 2)»      •   •  •  •>     '^3.-11 


'■., 


1,1    ^•',  —  {m.,—\)t     ^'v, -(//!,,— -2)' 


appartiennent  <à  une  fonction  uniforme  connue  F(.z],  qui  n'a  au- 
cun point  singulier  essentiel  autre  que  x  = 


I 

G 

J'obtiens  alors 


[El 


F(.r):z:zG(x)+^(x-,r,J-'"vG„,,^_,(.r--.r,.)('^V 

Par  jU,  je  désigne  un  nombre  entier  positif.  On  suppose  l'intégra- 
tion elfectuée  le  long  d'une  ligne  fermée  S,  formant  la  limite  d'une 
aire  simplement  connexe,  à  l'intérieur  de  laquelle  sont  situés  x^ , 
X2,.a^3,...,  x,i^  et  extérieurement  à  laquelle  sont   situés   x„^i, 

■^«+2î    •  •   •  . 

Le  point  x  est  supposé  ne  coïncider  avec    aucun  des  points  .Ti, 

•^2?   "^3  5    ■  •  •  1    •^•'1    •  •  •  • 

En  outre,  on  a 
où  les  coefficients 

^o,—tnoi    ^'0, -(/Ho— 1)1     ••••>    ^o.-i)    '"no>    ''"oii    '"02»     •••5    <~o;jL— 1 

sont  définis  par  l'égalité 

F(.r)  =  ro,_,„,.r-"'o  +  ro,_(,„„„,),r-  ('"o"')  +  .  .  .  -I-  ro,_,.r-< 
-hCco+Coi.r +  Co2./:-  +  .  .  .-\- CQ.^_^.r^-^+ .  .  .. 

J'imagine  maintenant  que  les  dimensions  de  la  ligne  S  croissent 
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suivant  une  loi  telle  que  chaque  S  embrasse  le  8  piecédiMit 
et  que,  de  plus  pour  chaque  j^oint  singulier  de  F(x),  situé  à 
distance  finie,  il  se  trouve  toujours  une  ligne  S  correspondante, 
qui  entoure  ce  point.  Si  alors  la  fonction  F(^)  fst  de  telle  nature 
qu'à  cette  fonction  correspondent  un  nombre  entier  p.  et  une 
ligne  S  telle  que  l'on  ait 

•S  V 


liiu     /      -  I   dzz=o. 


on  conclura  alors  de  (E 


Ff.rl=rG(.r)  + 


Je  suppose  maintenant,  de  plus,  que,  dans  le  théorème  II,  les 
points  singuliers  non  essentiels  a-, ,  Xo,  x-^^  .  . . ,  a.v,  .  .  • ,  les  nombres 
entiers  7n,,  ni-y-f  1113^  .  .  .,  ///v,  .  ,  .,  «,,  /to-,  «3,  .  •  .,  //.,,  ....  et  les 
constantes 

'''1,— /;/,>    ^l,-(/«,— Ih    ^l,—  (m,—î)j     •  •  •  ■)    ^1,  — Ij    ^105    ^'llî    '^12J     •••>    ^'lii^y 

^2,~nu.t    '^a.— (/;ii— 1)»    ^'2,— (/«.;— 2)'     ■••>    '■•2,-1»    ^^'20»    ^215    '^22»     •••»    '"2«,> 

^'i.—in^y     ''3,— (»;3— D'     '"3,— (/«a— 2)1      ••   •»    '"3,-1»    '^301     ''3I'     ^'32>      •••»     '^iriz-) 

'      '      '      •  •  •  ■>     .•••>      ••)      ••»     .-j     •••»     •••) 

^•i\—nt.,->     ^•/.—(/>t.,~i)t     ^y,  —  (m.,~i)j      •  •  •>    ^'v,  — 1»     '^'vO'     'vij     ^v5»      ••  'j     ^v«^j 

appartiennent  à  la  fonction  connue  F(x).  Je  trouve  alors 

\  F  (.r)  =  n  (^)  G  (,r)  +  Il  (x)  ^  (,r  - ...  )-("'-"v+'  )  G,„^+„,  (.*■  -  .r.  )  l^~^  ' 


f 


ni.r)  fx'y- 


.K  rii 


La  fonction  n(.r)  est  définie  par  la   formule  (C).  Par  G(x)  je 


désigne  la  fonction 


G(.r)  =  h,_,„^.r-"'o  +  ,?-o,_,„,„_,):r-("'o"i)  +  .  .  _  _^  /S-o^^a^-i 


278  PREMIERE   PARTIE, 

où  les  coefficients 

"0,— «!„»     '^'o,-(/«o— O'       •    •    •>     ''U,  — I'     "OdJ     ^015      ^02»      ■   ■    •  ■>     ''Oli— 1 

sont  définis  par  l'équation 

F(.r) 

n  [  .r  ] 

Si  maintenant  la  fonction  F [x)  est  de  telle  nature  qu'à  celte 
fonction  correspondent  un  nombre  entier  a,  une  fonction  II  (x)  et 
une  ligne  S,  de  sorte  qu'on  ait 

S=.J         z-.r    11(3)    {:,} 

on  conclut  alors  de  (G  ) 

(H)     F  [jc)  =:  ri  (,r)  G  (x)  +  ri  (.r)  ^ (.r  - .r, )-( '">+">+')  G,„^^„,( .r  -  .r., 'Ï^V. 


FONDEMENTS  D'UNE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE  CARTÉSIENNE  (1872) 
ET  ÉLÉMENTS  D'UNE  THÉORIE  DES  FAISCEAUX  (1878)  (');" 

Par  m.  F.  FOLIE. 

Analyse  faite  par  rauteiir. 

Dans  ces  deux  Ouvrages,  nous  sommes  parvenu  à  étendre  aux 
courbes  planes  et  aux  surfaces  supérieures  la  plupart  des  théorèmes 
fondamentaux,  qui  n'étaient  connus  jusqu'alors  que  pour  les  co- 
niques. 

5^  I.    —   Des   comiBEs   plajnes. 

Dans  les  courbes  planes,  ces  théorèmes  sont  généralemenL  appli- 
cables jusqu'au  cinquième  degré  ;  dans  les  surfaces,  jusqu'au  troi- 
sième seulement.  Ils  n'existent,  au  delà  de  ces  degrés,  que  pour 
des  courbes  et  des  surfaces  particulières. 

(')  Li('p,c,  A,  Derq.  libiaiie.   Parijs,  Gaiitliior-Villars. 
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En  oulrt",  dans  la  théorie  même  des  coniques,  nous  avons  dé- 
couvert une  couple  de  propriétés  nouvelles ,  de  même  que  dans 
celle  des  polygones  conjugués  entre  eux. 

Nous  nous  bornerons,  dans  les  lignes  qui  suivent,  à  donner  les 
énoncés  de  ces  théorèmes  fondamentaux,  en  renvoyant,  pour  les 
définitions  comme  pour  les  démonstrations,  aux  deux  Ouvrages 
mentionnés  ci-dessus. 

En  ce  qui  concerne  lefe  combes  planes,  nous  prendrons  pour 
exemple  le  troisième  degré,  en  faisant  remarquer  que  nos  théo- 
rèmes généraux  s'étendent  jusqu'au  cinquième. 


Courbes  du  troisième  ordre. 

Si  deijx  trilatères  a,  h,  c  et  «', 
//,  c  sout  conjugués  à  une  courbe 
du  troisième  ordre  : 

1",  I.  Le  rapport  anharnio- 
nique  du  faisceau  que  l'on  ob- 
tient, enjoignant  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  aux  som- 
mets ah' ^  hc\  ca\  a'h^  Z»'c,  c' a 
de  ces  trilatères,  est  constant, 
quel  quesoitcepoint^  c'est-<à-dire 
que,  si  l'on  désigne  par  i,  2,  3, 
4,  5,  6  les  six  rayons  de  ce  fais- 
ceau, par  (1,2),  ...  le  sinus  de 
l'angle  compris  entre  les  rayons 
I  et  2,  .  ,  . ,  on  aura 

(!,:>.,  3,4,5,6) 

_ri,2).(3,4).(5,6) 


(6,1). (2,3). (4,5) 


const. 


2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  aux  deux  tei-nes  de 
côtés  <7,  />,  c  et  rt',  U ,  c'  sont 
entre  eux  dans  un  rap[)ort  con- 
stant. 


Courbes  de  la  troisième  classe. 

Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  !>',  C  sont  conjugués  à  une 
courbe  de  la  troisième  classe: 

i",  I.  Le  rapport  anharmo- 
nique  de  la  chaîne  que  l'on  ob- 
tient, en  coupant,  par  une  tan- 
gente quelconque  à  la  courbe, 
les  côtés  AB',  BC,  CA',  A'B,  B'C, 
C'Ade  ces  trigones,  est  constant, 
quelle  que  soit  cette  tangente 5 
c'est-à-dire  que,  si  l'on  désigne 
par  I,  2,  3,  4i  ^5  ^  les  six  points 
de  cette  chaîne,  par  ji,  a],  ... 
la  distance  entre  les  points  i  et 
2,  .  .  . ,  on  aura 

|i, 2, 3, 4, 5, 61 

|i,2|.|3,4|.15,6I 


|6,i|.|2,3I.l4,5| 


const. 


2",  IL  Les  produits  des  dis- 
tances d'une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe,  aux  deux 
ternes  de  sommets  A,  B,  C  et  A', 
B',  C,  sont  entre  eux  dans  un 
rapport  constant. 
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3°,  III.  Une  transversale  ren- 
contre ces  deux  ternes  de  cotés 
et  la  courbe  en  trois  ternes  de 
points  en  iuvolution. 


IV.    Expressions    analytiques 
de  cette  iuvolution  : 


11, 


)  =  o, 


X  (i,3',9.,3")  =  i,  ..., 

1,1    ,  2,1    ,  i,  I     I  .  (1,2  ,  2,:i     3,2 
X(l,3',o,3",3,3"')=r—  I,   .... 

\ .  Si  deux  quadrilatères  «,  Z», 
c,  d  et  «',  //,  c',  d'  sont  conju- 
gués à  uni!  courbe  du  troisième 
ordre,  leurs  côtés  opposés  a  et  «', 
Z»  et  l>',  c  et  c',  d  et  d'  se  coupent 
en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

\  I.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

a.b.c.d  —  ka'.b'  .r'd'^C^.\. 

MI.  Si  l'on  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  cotés  opposés  de 
deux  quadrilatères  conjugués  à 
une  courbe  du  troisième  ordre, 
on  obtient  un  hexagone  inscrit  à 
une  conique. 

D'oùl'on  con(lutque,de  l'iden- 
tité qui  piécèdc,  on  peut  déduire 


3°,  III.  Les  trois  tangentes 
menées  d'un  point  quelconque 
du  plan  à  la  courbe,  et  les  deux 
ternes  de  droites  menées  de  ce 
point  aux  sommets  A,  B,  C  et  A', 
IV,  C  forment  un  faisceau  en  iu- 
volution. 
f 

IV.  Comme  ci-contre. 


V.  Si  deux  tétragones  A,  B, 
C,  D  et  A',  B',  C,  D'  sont  con- 
jugués à  une  courbe  de  la  troi- 
sième classe,  les  droites  qui  unis- 
sent leurs  sommets  opposés  A  et 
A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et  D'  con- 
courent en  un  même  point. 

^  I.  Comme  ci-contre. 


\  11.  Si  l'on  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 
une  couibe  de  la  troisième  classe, 
on  obtient  un  hexagone  circon- 
scrit à  une  conique. 


es  suivantes  : 


MÉLANGES. 

Comme  cl-coiiLre. 


281 


a.b.c—  /,'  a' .//  .c'  ^^C,  .A, 
a.b.d—  //'  a'  .1'  .cl'^C^  .A, 
a  .c .d  —  /  "  a  .c'  .  d'  ^  C J  .  A , 

b.c.d—  /^'^b'  .r'  .d'  =  0:.^. 


Nous  pourrions  énoncer  encore  d'avitres  théorèmes  nouveaux, 
elatifs  aux  polygones  conjugués  entre  eux;  mais,  comme  ils  sont 
aoins  généraux,  par  le  fait  même  qu'il  n'y  est  plus  cjueslion  de 
ourbes,  nous  nous  bornerons,  pour  ceux-ci,  à  renvoyer  le  lecteur 
[  nos  Eléments  d'une  théo/ie  des  faisceaux. 

Il  en  est  deux  autres  sur  lesquels  nous  appellerons  encore  son 
ittention,  parce  qu'ils  sont  neufs,  môme  dans  cette  théorie,  tant 
ultivée,  des  coniques. 

Le  premier  de  ceux-ci  olfre  de  l'analogie,  en  coordonnées  ponc- 
uelles,  avec  le  corrélatif  de  celui  de  Carnot,  en  coordonnées  tan- 
[enlielles,  avec  le  théorème  même  de  ce  géomètre,  ce  cjui  permet 
le  combiner  nos  théorèmes  avec  ces  derniers. 

Le  second  introduit  une  notion  toute  nouvelle,  que,  à  cause  de  son 
:xpression  analytique,  fort  semblaljle  à  celle  <le  l'involution,  nous 
ivons  appelée  évolution,  et  dont  voici  la  définition  : 

Trois  couples  de  points  en  ligne  droite,  1  et  1',  2  et  2',  3  et  3', 
ont  en  évolution,  lorsqu'il  existe  entre  leurs  distances  mutuelles 
a  relation 


I,  ^'.  2,  3' .  3,  i'  =  i,  2  .  2',  3  .  3,  I 


!i,i',^,3' 


>/,3|. 


Sous  énoncerons  ces  deux  théorènuîs,  en  coordonnées  ponctuelles 
eulement,  pour  le  second  et  le  troisième  ordre.  Le  premier  est 
mmédiatement  généralisable,  et  leurs  corrélatifs  (en  coordonnées 
angentielles)  sont  très-aisés  à  exprimer. 


MIL  Si  une  conique  est  con- 
uguée  à  deux  bilatères  <7,  b  et 
ï',  b\  et  qu'on  joigne  les  sommets 
le  ceux-ci  à  un  point  quelconque 
le  la  courbe,  le  rapport  du  pro- 
luit des  sinus  des  angles,  comp- 


Si  une  courbe  du  troisième 
ordre  est  conjuguée  à  deux  tri- 
latèi^es  rt,  ^,  c  et  «',  b\  c\  et 
qu'on  joigne  les  sommets  de  ceux- 
ci  à  un  point  quelconque  de  la 
courbe,   le   rapport   du  produit 


'28'2  '  PREMIERE 

tés,  dans  le  premier  bilatère, de- 
puis les  côtés  de  celui-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

IX.  Si,  par  trois  points  pris 
sur  une  conique,  on  lui  inscrit 
et  circonscrit  un  triangle,  une 
transversale  quelconque  coupe 
les  côtés  opposés  de  ces  deux 
triangles  en  trois  couples  de 
points  en  évolution. 


PARTIE. 

des  sinus  des  angles,  comptés, 
dans  le  premier  trilatèrc,  depuis 
les  côtés  de  celui-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, h  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

Si  un  quadrilatère  est  com- 
plètement inscrit  à  une  courbe 
du  troisième  ordre,  et  qu'on  mène 
en  trois  de  ses  sommets,  des  tan- 
gentes à  la  courbe,  les  côtés  des 
deux  triangles,  déterminés  par 
ces  sommets  et  par  ces  tangentes, 
sont  coupés  par  une  transver- 
sale en  trois  couples  de  points 
en  évolution. 


Outre  ces  théorèmes,  j'énonce  également  un  principe  qui  me 
semble  tout  à  fait  capital.  La  découverte  de  ce  principe  est  une 
conséquence  de  celle  du  rapport  anliarmonique  du  /i"^™^  ordre.  Je 
l'ai  nommé  principe  de  la  théorie  des  faisceaux  (  '  ).  Le  voici,  borné 
également  au  cas  du  troisième  oi'dre  seulement  : 

PiuKciPE.  —  Si  Ion  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  pa- 
ramètres a,  /3,  y, 

?(-î^-J,«5p,7)  =o,      x(.r,j,  «,  p,y)  =  0,      •}(.r,7,«,,'5,y)  =0, 

et   qu'il  existe  entre  ces  paramètres  une  relation  f^a^^^y)  =  o 
[o«  bien  si  l'on  a  trois  courbes  variables  en  "vertu  des  paramètres 

aef  |3  :  ç(x,j)'',a,i6)  =  o,   ^^  =  0,  i|>  =  o],  l' équation  Y i^x-^j)  =^  o^ 


(•)  Je  crois  neuf  ce  principe,  auquel  mon  collèj;ue  M.  Le  Pai^e  a  collaboré  avec 
moi.  M.  Em.  Weyr,  à  Vienne,  m'a  déclaré  ne  pas  le  connaître.  M.  Klein,  à  Municli,  m'a 
(lit  qu'il  n'en  connaissait  qu'un  cas  particulier,  celui  de  la  recherche  du  jacobien; 
enfin,  je  ne  l'ai  vu  énoncé  dans  aucun  des  Traités  les  plus  modernes. 

Si  un  {;coniètre  croyait  avoir  des  droits  à  la  priorité  de  cette  découverte,  je  serais 
heureux  (pi'i!  Miulùt   iiicii  nie  les  sinTialer. 
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ésultanl  de  l' rUniincdion  des  pavamclres  variables,  représente 
ne  courbe  jyassani  par  les  points  triples  d'intersection  des 
ourbes  cp,  ^,  t];. 

Ce  principe  est  évidenitnent  susceptible  de  la  plus  complète  gé- 
léralisalioii  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

Application.  —  Chercher  le  lieu  des  points  triples  des  rayons 
omologues  de  trois  faisceaux  l2oniogra.pln(/ues. 

Prenons  les  centres  de  ces  trois  faisceaux  pour  sommets  d'un 
riangle  a.(3.y  =  o.  Les  équations  des  rayons  de  chacun  de  ces 
aisceaux  seront 

l)  •  «Z  -+-  Ap  ==  O, 

2I  ,5  4-  y.y  =r  O, 

3)  7  -i-  va  =:  o. 

t  la  condition  d'homographie  s'écrira 

^liininant^,  /y.,  v  entre  les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4),  on  a  celle 
u  lieu  cherché  : 

jC  lieu  est  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  passant  par  les 
entres  des  trois  faisceaux. 


1^  II.  —  Des  surfaces. 

Si  nous  ne  sommes  pas  arrivé  à  étendre  tous  les  théorèmes  (jui 
)récèdent  aux  surfaces  du  second  et  du  troisième  degré  (les  seules 
luxquelles  quelques-uns  d'entre  eux  soient  généralement  appli- 
;ables),  nous  avons  du  moins,  ici  encore,  tracé  la  voie,  et  démontré 
[ue  le  fameux  théorème  de  Pascal  avait  été  trouvé,  dès  1826,  de 
nème  que  celui  de  Brianchon,  pour  les  surfaces  du  second  degré, 
lar  notre  compatriote  Dandelin ,  quoiqu'il  eut  lui-même  mis  la 
piestion  au  concours  à  l'Académie  de  Bruxelles.  On  le  \('rra  pai' 
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l'analogue  que  nous  donnerons  de  chacun  de  ces  Lhéorèmes  pour 
le  troisième  degré. 

INous  nous  bornerons,  dans  le  second  degré,  à  l'énoncé  de  nos 
théorèmes  5  nous  entrerons  dans  un  peu  plus  de  détails  relative- 
ment aux  surfaces  de  la  troisième  classe,  dont  nous  avons  le  pre- 
mier fait  connaître  les  vingt-sept  droites  et  les  propriétés  capitales, 
que  nous  énoncerons  en  regard  de  celles  des  surfaces  du  troisième 
ordre. 

Comme  beaucoup  de  ces  dernières  ont  été  découvertes  par 
Salmon,  Cayley,  Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.,  nous  ferons  re- 
marquer au  lecteur  que  nous  avons  guillemeté  celles  que  nous  leur 
empruntons,  et  numéroté  celles  qui  nous  sont  dues,  en  conservant 
les  numéros  mêmes  des  énoncés  précédents  auxquelles  elles  cor- 
respondent 5  dans  la  ti'oisième  classe,  au  contraire,  tout  peut-être 
nous  appartient  (^). 

Surfaces  du  second  degré. 


Si  deux  dièdres  «,  h  et  «',  h' 
sont  conjugués  à  une  surface  du 
second  degré  : 

io,L  ?(^') 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  ])oint  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  couples 
de  faces  «,  b  et  «',  h'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
(juel  que  soit  ce  point. 

.3",  IJI.  Une  transversale  quel- 
conque rencontre  ces  deux  cou- 
ples de  faces,  et  la  surface,  en 
trois  couples  de  points  en  invo- 
lution. 


Si  deux  digones  A,  B  et  A', 
IV  sont  conjugués  à  une  surface 
du  second  degré  : 

i«,I.?(^) 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  couples  de 
sommets  A,  B  et  A',  B'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  ce  plan. 

3",  m.  Le  couple  de  plans, 
menés  par  une  droite  tangen- 
ticllement  à  la  surface,  et  les  deux 
couples  de  plans,  menés  par  cette 
droite  et  par  les  deux  couples  de 


(')  i\Ies  lhéorèmes  sur  ces  surfaces  ont  été  présentés  h  l'Académie  do  I5el[;iquc  le 
3  décembre  1870. 

(')  Voir,  au  sujet  de  ces  énoncés,  une  Note  que  j'ai  publiée,  en  collaboration  avec 
M.  I.e  Pai{;i',  dans  le  t.  XLVIII  des  Biil/ctint  i/e  rjcailcinic  de  Belgique,  p.  ^i  et  suiv. 


iMKLA 

V.  Si  doux  Irièdres  a,  b,  c  et 
rt',  Z>',  c'  sont  conjugues  à  une 
surface  du  second  degré,  leurs 
faces  opposées  a  et  «',  b  et  Z>',  c 
et  c'  se  coupent  suivant  trois 
droites  situées  dans  un  même 
plan,  ce  qui  s'exprime  analyti- 
quement  par 


NGES. 


a85 


VI.    a.b. 


/.a'  .b'  .c'  =  So.V. 


Surfaces  du  troisième  ordre. 

Si,  entre  les  paranu";tres  des 
trois  faisceaux  de  plans  a=^  cia\ 
b  =  ^b\  c  =^  yc',  il  existe  la  re- 
lation «jSy  =  A,  l'équation 

.s-j  ^  abc  —  ]i(t'  b' c  z=  o 

lu  lieu  des  points  d'intersection 
les  faces  homologues  de  ces  trois 
aisceaux  représente  une  sur- 
ace  générale  du  troisième  ordre 
cassant  par  les  axes  de  ces  fais- 
ceaux. 

Les  deux  trièdi'es  r/.,  Z>,  c;  «', 
y,  c'  sont  dits  conjugués  à  53. 

Chaque  face  de  l'un  passe  par 
rois  génératrices  appartenant 
'espectivement  aux  trois  faces 
le  l'autre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
ives,  formant  six  systèmes  de 
rois  génératrices  non  situées 
leux  à  deux  dans  un  même  plan. 

<(  Un  hyperboloïde  qui  a  trois 
génératrices  d'un  même  mode 
;ommunrs  avec  S^  en  a  trois  de 


sommets  A,  B  et  A',  B'  forment 
un  faisceau  en  involution. 

V.  Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  du  second  degré ,  les 
droites  qui  unissent  les  sommets 
opposés  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C 
concourent  en  un  même  point. 

M.  Comme  ci-contre. 


Surfaces  de  la  troisième  classe. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  chaînes  de  points  A  =:  a  A', 
B=(3B',  C  =  yC',  il  existe  la 
relation  a,Sy  =  Â ,  l'équation 

S3  =  A .  B .  C  —  /  A' .  B' .  C  =  o 

de  l'enveloppe  des  plans,  déter- 
minés par  les  points  homologues 
de  ces  trois  chaînes,  représente 
une  surface  générale  de  la  troi- 
sième classe  passant  par  les  axes 
de  ces  chaînes. 

Les  deux  trigones  A,  B,  C, 
A',  B',  C  sont  dits  conjugués  à  S3. 

Chaque  sommet  de  l'un  est  le 
point  de  concours  de  ti^ois  géné- 
ratrices passant  respectivement 
par  les  trois  sommets  de  l'autre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  concou- 
rantes deux  à  deux. 

Comme  ci-contre. 


9M 


PREMIRllK   PAKTIK 


l'autre  mode  également  com- 
munes. » 

On  en  conclut  que  chacun  des 
six  hyperboloïdes  ,  déterminés 
par  l'un  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  coupe  53 
suivant  trois  génératrices  dis- 
tinctes des  neuf  primitives  et 
distinctes  entre  elles,  et,  par 
suite,  qu'il  existe  vingt-sept  gé- 
nératrices sur  ^3 . 

((  Chacune  d'elles  est  dans  un 
même  plan  avec  cinq  couples  des 
autres,  et  forme,  avec  ces  couples, 
cinq  triangles  tritangents ,  ce  qui 
détermine  quarante-cinq  de  ces 
triangles. 

))  Si  deux  triangles  tritangents 
n'ont  aucun  côlé  commun,  leurs 
côtés  se  coupent  deux  à  deux.  » 
(Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.) 

Deux  triangles  tritangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  Irièdres  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trièdres  con- 
jugués ayant  deux  faces  com- 
munes, tels  que  abe  et  c'd'f^ 
cdj  ci  a'b'e^  forment,  par  la  sup- 
pression de  ces  f^ices,  un  système 
de  tétraèdres  conjugués  «,  Z>,  c,  d 
et  rt',  Z>',  c',  <-/'. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
face  de  l'un  passe  par  trois  gé- 
nératrices appartenant  respec- 
tivement à  trois  des  faces  de 
l'autre. 

L(îs  faces  d(^  chaque  lélraèdre, 


On  en  conclut  que  chacun  d(*s 
six  hyperboloïdes ,  déterminés 
par  l'un  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  se  rac- 
corde avec  S3  suivant  trois  géné- 
ratrices distinctes  des  neuf  primi- 
tives et  distinctes  entre  elles ,  et, 
par  suite,  qu'il  existe  vingt-sept 
génératrices  sur  S3. 

Chacune  d'elles  concourt  avec 
cinq  couples  des  autres,  et  forme, 
en  ces  concours,  cinq  sommets 
tritangents  (c'est-à-dire  de  triple 
contact),  ce  qui  détermine  qua- 
rante-cinq de  ces  sommets. 

Si  deux  sommets  tritangents 
ne  sont  pas  situés  sur  une  même 
génératrice,  les  génératrices  qui 
concourent  en  ces  sommets  se 
coupent  deux  à  deux. 

Deux  sommets  tritangents  suf- 
iisentdone  pour  déterminer  un 
système  de  trigones  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trigones  con- 
jugulés  ayant  deux  sommets  com- 
muns, tels  que  ABE  et  C'D'F, 
CDF  et  A'B'E,  forment,  par  la 
suppression  de  ces  sommets,  un 
système  de  tétragones  conjugués 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D'. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
sommet  de  l'un  est  le  point  de 
concours  de  trois  génératrices 
passant  respectivement  par  trois 
des  sommets  de  l'autre. 

Les  sommets  de  chaque  tétra- 


MÉLANGES. 


•^8- 


iiii  n'onl  pas    une   génératrice 
commune,  sont  opposées. 

Si  deux  Irièdres  «,  b^  c  et  a\ 
y,  c'  sont  conjugués  à  une  sur- 
ace  du  troisième  ordre  : 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
ances  d'un  point  quelconque 
le  la  surface  aux  deux  ternes  de 
aces  a,  b^  c  et  a\  b' ^  c'  sont 
nitre  eux  dans  un  rapport  con- 
itant. 

3*',  III.  Une  transversale  qucl- 
onque  rencontre  ces  deux  ternes 
le  laces,  et  la  surface,  en  trois 
ernes  de  points  en  involution. 


IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétraèdres  a,  b^  c^  d 
Il  a\  b\  c',  (V  sont  conjugués  à 
me  surface  du  troisième  ordre, 
eurs  faces  opposées  a  et  a\  b  et 
y,  c  et  c',  d  et  d'  se  coupent  sui- 
r'ant  quati-e  droites  situées  dans 
m  môme  plan. 

VI.  Expression  analytique  de 
îe  théorème  : 


a  .h  .c  .d  —  h'  a 


/.^/'  =  ^,.P. 


VII.  Si  l'on  combine  trois  à 
:rois,  dans  un  ordre  quelconque, 
es  couples  de  faces  opposées  de 
leux  tétraèdres  conjugués  à  une 


goue,  qui  ne  sont  pas  sur  une 
même  génératrice,  sont  opposés. 

Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  de  la  troisième  classe: 

i",I.  ?(') 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  ternes  de  som- 
mets A,  B,  C  et  A',  B',  C  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3",  III.  Les  deux  ternes  de 
plans,  menés  par  une  droite  et 
par  les  soinmets  de  ces  trigones, 
et  le  terne  de  plans,  menés  par 
cette  droite  tangentiellement  à 
la  surface,  forment  un  faisceau 
en  involution. 

IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétragones  A,  B,  C, 
D  et  A',  B',  C,  D'  sont  conjugués 
à  une  surface  de  la  troisième 
classe,  les  droites  qui  unissent 
leurs  sommets  opposés  A  et  A',  B 
et  B',  C  et  C,  D  et  D'  concou- 
rent en  un  même  point. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

A.B.C.D  — ZA'.B'.C'.D'  =  S;..T1. 

VII.  Si  l'on  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 


(')   f'oir   l;i   note  piécédeiitc. 
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surface  du  troisième  ordre,  on 
obtient  un  système  de  trièdres 
conjugués  à  un  hyperboloide, 
c'est-à-dire  que,  de  l'identité  ci- 
dessus,  on  peut  déduire  les  sui- 
vantes : 


a   b . 


/,'a'.b'.c'  =  s\.V, 


une  surface  delà  troisième  classe, 
on  obtient  un  système  de  deux 
irigones  conjugués  à  un  hyper- 
boloide, c'est-à-dire  c[ue,  de  l'i- 
dentité ci-dessus,  on  peut  dé- 
duire les  suivantes  : 

A.B.C  —  /A'.B'.C'.=S;.n, 


Nous  ferons  remarquer  enfin  que  ces  tliéorèmes,  et  particuliè- 
rement les  théorèmes  III  et  Y,  s'étendent  aisément  aux  courbes 
gauches,  et  ce  dernier  même  à  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
quelconque.  Il  nous  paraît  superflu  de  donner  ici  les  énoncés  de 
ces  propriétés,  ainsi  cjue  de  plusieurs  autres  propriétés  générales 
des  courbes  et  des  surfaces  consignées  ailleurs.  Le  lecteur  pourra 
consulter,  à  ce  sujet,  outre  les  Ouvrages  cités,  les  Bulletins  de 
V Académie  de  Belgique,  à  partir  du  tome  XXXVI. 
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FLOQUET    (G.).   —  Sur    i.v   TiiÉoutn;    nns    kohations   diffkrkntikllks    m- 
KÉ.viRES.  —  In-4"  de  i32  paires.  Paris,  1879. 

La  première  Thèse  de  M.  Floquet  contient,  sous  une  forme 
simple  et  claire,  le  résumé  des  importants  travaux  de. M.  Tlioméetde 
M.  Frobenius  sur  la  théorie  des  équations  dilîérentielles  linéaires-, 
elle  rendra  le  plus  grand  service  aux  mathématiciens  français  qui 
voudront  se  rendre  compte  des  progrès  accomplis  depiiis  quelques 
années  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Fuchs.  En  outre,  les  recherches 
personnelles  de  M.  Floquet  sur  la  décomposition  du  premier 
membre  d'une  équation  diilérentielle  linéaire  en  facteurs  premiers 
symboliques  jettent  beaucoup  de  jour  sur  plusieurs  points  de  la 
théorie  de  ces  équations. 

L'auteur  a  divisé  son  travail  en  sept  Parties. 

La  première  est  consacrée  à  rappeler  la  définition  précise  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  diilérentielle  linéaire  à  coef- 
ficients holomorphes  dans  une  portion  du  plan,  et  leur  forme  ana- 
lytique dans  le  domaine  d'un  point  singulier.  Ces  intégrales,  en 
supposant  le  point  singulier  à  l'origine,  sont  des  agrégats  d'expres- 
sions de  la  forme 

F  =  .T-ÏJ,  +  ^1  log.r  -H  ...  4-  ^„  (logx)«] 

où  les  ^  sont  des  fonctions  uniformes  dex;  lorsque  ces  fonctions 
sont,  pour  a:  =  o,  iniinics  d'un  ordre  lini,  l'intégrale  est  dite  j-égu- 
lière;  on  peut  d'ailleurs  supposer  alors,  en  modifiant  a,  qu'elles 
restent  finies  pour  x  =  o  et  qu'elles  ne  sont  pas  toutes  nulles  :  s'il 
en  est  ainsi,  on  dit  que  la  fonction  F  appartient  à  l'exposant  a. 

La  deuxième  Partie  concerne  l'étude  de  ces  intégrales  régulières 
et  la  détermination,  par  la  méthode  de  M.  Tliomé,  d'une  limite 
supérieure  de  leur  nombre  pour  une  équation  diirérentielle  linéaire 
donnée.  La  même  question  se  trouve  résolue  dans  la  Partie  sui- 
vante au  moyen  de  la  fonction  déterminante. 

L'équation  diilérentielle  étant  mise  sous  la  forme  normale 

A  (j)  =  '^ox'"  ^  +  o,.r>-^  -^  -F.  ...  4-  a,„y  =  o, 
Bull,  (le:  ScteiHcf  iiKttliém.,   ■>'  SiMic,  I.  III.  (Juillet  ' '^',9.)  2o 
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où  Ton  suppose  que  les  a  sont  des  fonctions  liolomorplics  de  x  dans 
le  voisinage  du  point  o  et  qui  ne  s'annulent  pas  toutes  simultané- 
ment en  ce  point,  la  fonction  de  x  et  de  p,  A(a'^),  obtenue  en  sub- 
stituant .r?  à  7"  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  est  dite  la 
fonction  caraclévutiqueAo.  ce  premier  membre,  et  le  terme  constant 
indépendant  de  x  dans  l'expression  x~^X[xi)  est  \sl  Jonction  dé- 
fei'ijiijiante .  Son ài'^vc  est  égal  ou  supérieuraunombredes intégrales 
régulières,  qui  appartiennent  toutes  à  des  exposants  pris  parmi  les 
racines  de  l'équation  en  p  obtenue  en  l'égalant  à  zéro.  M.  Fuclis  a 
fait  une  étude  particulière  du  cas  où  ce  degré  est  égal  à  m  :  toutes 
les  intégrales  sont  alors  régulières. 

Si,   en  général,   A(}),  B(y)  sont  des  fonctions  linéaires  dcj' et 
de   ses  dérivées,    on  entend  par  AB   l'expression  de  même  forme 

obtenue  en  substituant,  dans  A  (  i  ),  B,  ——>   ——;■,  •  •  •  à  la  place  de  y. 

•'■'''    flx       (l.x-  '■ 

riy      d-y  ,,  ,    .  .  ^  .  ,      ,e  1  é 

. — ,  — -1  "••   II   est  clair  que,  si  )  est  une  intégrale  d        quation 

B  =  o,  la  même  fonction  annulera  l'expression  composée  AB.  On 
peut,  au  moyen  de  cette  notation  symbolique,  elï'ectuer  sur  les 
deux  premiers  membres  de  deux  équations  dillérentielles  linéaires 
nue  suite  d'opérations  analogues  à  celles  du  plus  grand  commun 
diviseur  et  déterminer,  s'il  y  a  lieu,  leurs  intégrales  communes.  Il 
est  aisé  de  voir  que,  si  les  expressions  A,  Bout  été  mises  sous  la 
forme  normale,  l'expression  AB  sera  aussi  sous  cette  forme,  et  que 
la  fonction  déterminante  de  cette  dernière  expression  sera  le  produit 
des  fonctions  déterminantes  des  deux  premières.  Si  l'expres- 
sion A  (  y)  à  coenicieiits  lioloinorpbes  est  susceptible  d'être  décom- 
posée en  facteurs  symboliques  à  coefficients  aussi  liolomorpbes,  elle 
est  jy^d ucti l)/(\:  da\)s  le  cas  contraire,  elle  est  irréductible.  Une 
éc[uation  qui  admet  des  intégrales  régulières  est  évidemment  réduc- 
tible. L'équation  composée  AB  =  o  admet  au  plus  autant  d'inté- 
grales régulières  que  les  deux  équations  A=  o,B  =  o  en  admettent 
ensemble^  si  A  =  o  est  irréductible,  les  seules  intégrales  régulières 
de  AB  =  o  seront  celles  de  B  =  o;  enfiu  la  condition  pour  que 
l'équalion  P=  o,  d'ordie  ///  et  dont  la  ibnetion  déterminante  est  de 
(b^gré  y,  admette  y  intégrales  régulières  indépendantes  consiste  en 
ce  que  P  puisse  se  mettre  sous  la  forme  AB,  où  A  est  d'ordre  m —  y 
et  a  pour  fonction  déterminante  une  constante. 
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La  cinquième  Partie  se  rapporte  à  l'équatiou  adjointe  d'une 
équation  difrérentielle  linéaire  A  [y]  =0.  L'auteur  commence  par 
montrer  comment  à  un  système  fondamental  j  , ,  j.^^ .  .  .  ,j  „i  d'inté- 
grales mis  sous  la  forme 

ji  =  "i'    ji  =  ''i  j  "A"^^    y-6  =  ^).  I  "i'^-^'  j  ^'^(f-^' 

correspond  une  décomposition  de  ^{j)  en  facteurs  premiers  sym- 
boliques A,,  de  la  forme 

A,-  = K,j)-, 

dx 


ou 


K,=  (('i<',.  .  .Vi] 


(l.r 


L'équation 


A,„A,„_i.. .  A2A1  =  0 


admet  en  eifet  le  même  système  fondamental  d'intégrales  que 
l'équation  A  =  o  ^  on  en  conclut  aisément  que  l'expression 
(t)  t'o  . ..  \'„i)~^  est  un  facteur  intégrant  de  cette  équation^  l'équa- 
tion dilférentielle  adjointe  à  laquelle  satisfait  ce  facteur  étant 
ainsi  introduite,  cette  proposition  si  élégante,  savoir,  que  l'ad- 
jointe de  l'expression  composée  AB  est  iftjvl^,  où  ,^1,  et  ail  sont  respec- 
tivement les  adjointes  de  A  et  B,  trouve  naturellement  sa  place, 
ainsi  que  les  relations  entre  les  intégrales  de  deux  équations  dilïé- 
rentielles  linéaires  adjointes  et  les  relations  entre  les  racines  de 
leurs  fonctions  déterminantes. 

Dans  la  Partie  suivante,  l'auteur  fait  la  théorie  complète  de  ces 
facteurs  premiers  symboliques  qu'il  a  déjà  introduits  et  de  la 
décomposition  corrélative  à  tout  système  fondamental  d'intégrales; 
il  donne  les  relations  entre  les  coefîicients  de  l'équation  différentielle 
et  les  coefficients  de  ses  facteurs  premiers;  il  est  ainsi  conduit  à  un 
grand  nombre  d'analogies  entre  les  équations  dillérentielles  li- 
néaires et  les  équations  entières;  il  examine  le  cas  des  facteurs  sym- 
boliques égaux  qui  correspondent  à  des  intégrales  en  progression 
géométrique  de  raison  x'^  il  montre  comment,  pour  que  dans  une 
expression  diirérentielle  composée  de  facteurs  premiers  symbo- 
liques ces  facteurs  soient  commutatifs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  diffé- 
rences de  leurs  coefficients  pris  deux  à  deux  soient  des  constantes, 

20. 
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et  enfin  il  donne  diverses  applications  de  ces  résultats  généraux. 
Dans  la  septième  et  dernière  Partie,  M.  Floquet  montre  quel 
parti  on  peut  tirer  de  la  même  décomposition  pour  établir  la 
théorie  des  intégrales  régulières.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette 
décomposition  peut  s'eiîectuer  suivant  des  facteurs  à  coefficients 
uniformes  ;  les  facteurs  de  forme 

dy       a 

d.v        X 

où  a  est  une  fonction  liolomorplie  dill'érente  de  zéro  pour  a:  =  o, 
sont  dits  réguliers.  Le  degré  de  la  fonction  déterminante  est  égal 
au  nombre  des  facteurs  réguliers  qui  entrent  dans  une  même 
décomposition  en  facteurs  premiers  symboliques  à  coefficient  uni- 
forme, et  le  nombre  des  intégrales  régulières  linéairement  indépen- 
dantes est  égal  au  plus  grand  nombre  de  facteurs  réguliers  consé- 
cutifs susceptibles  de  terminer  une  même  décomposition  de  la  même 
nature. 


GÙNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Geschichte  der  mathematischen  uisd  phy- 
siKALisciiEN  Géographie.  IV.  Heft.  —  Analyse  de  Codex  cosmographiques  de 
la  Bibliothèque  Grand-Ducale  de  Munich  (p.  217-275,  4  Rg-)- 

Au  nombre  des  précieux  Manuscrits  latins  que  renferme  la  riche 
bibliothèque  de  Munich,  il  s'en  trouve  deux,  en  particulier,  qui 
se  rapportent  au  sujet  de  la  présente  étude. 

Le  premier  fait  partie  d'une  Encyclopédie  historique,  médicale 
et  théologique  ^  il  est  dédié  à  l'empereur  Louis  de  Bavière  et  paraît 
devoir  remonter  au  xiv*^  ou  au  xv*^  siècle. 

Le  second  Manuscrit  latin  date  de  144^  et  i4yo.  L'auteur,  Diet- 
rich  Ruffi,  moine  de  l'ordre  des  Frères  mineurs,  y  a  discuté  trente- 
deux  questions  d'Astrologie,  de  Météorologie,  de  Géographie,  de 
Géodésie,  etc. 

11  est  terminé  par  une  sorte  de  supplément  qui  était  primitive- 
ment destiné  à  un  autre  Ouvrage,  et  qui  a  pour  titre  :  Cette  figurt^ 
dchnoTitre  In  crcalioji  de  toutes  clioses,  supérieures  ou  injérieures, 
et  la  situation  de  chacune  d'elles  en  raison  de  son  mérite  ou  de 
son  démérite. 

Un  rapide  aperçu  des  subdivisions  de  l'Ouvrage  fait  reconnaître 
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qu'il  ne  faut  pas  exagérer  l'imporlaiice  ou  la  nouveauté  des  résul- 
tats qu'il  renierme.  Cantor  et  Madlcr  ont  constaté  que,  parmi  les 
trente-deux  Chapitres,  plusieurs  ont  été  discutés  et  traités  par 
Petrus  de  Dacie,  Wendelin,  Campa  nus,  Maxime  Planude,  Fibo- 
nacci,  Robert  de  Lincoln. 

M.  Giintlier  n'a  eu  recours  aux  citations  textuelles  que  lorsque 
l'intérêt  de  la  vérité  l'a  exigé.  En  général,  il  a  cherché  à  rendre 
fidèlement  la  pensée  de  l'auteur. 

Le  quatrième  fascicule  de  cette  Histoire  de  la  Géographie  a  pour 
objet  plus  spécial  l'analyse  de  trois  Manuscrits  cosmographiques 
dont  voici  les  titres  : 

1°  De  cjitatuor  veiitia  cardinalihus,  etc. 

2°  De  distantis  civitaliun,  etc. 

3"  Un  Chapitre  intercalé  dans  ce  même  écrit,  mais  dans  un  but 
essentiellement  di/férent  :  Ista  Jigura  deuionstrat,  etc.  (voir  ci- 
dessus  la  traduction  du  titre). 

Ces  divers  Ouvrages  renferment  de  précieuses  indications  pour 
l'histoire  des  notions  géographiques.  Nous  allons  indiquer  rapide- 
ment les  plus  intéressantes. 

Le  premier  Manuscrit  traite  «  des  quatre  vents  cardinaux,  des 
planètes,  de  la  Terre,  des  signes  célestes,  des  zones  et  de  la  figure 
du  monde,  etc.  w. 

L'auteur  inconnu  explique  les  vents  par  des  génies  qui  président 
à  chacun  d'eux,  11  divise  les  vents  en  deux  catégories,  les  quatre 
vents  cardinaux  et  les  huit  vents  collatéraux,  qui  sont  associés  deux 
à  deux  aux  premiers. 

Chacun  de  ces  vents  a  la  propriété  de  modifier  l'état  du  temps 
d'une  manière  déterminée,  qui  permet  de  formuler  de  véritables 
prévisions  météorologiques.  Détail  curieux,  l'arc-en-ciel  y  est  qua- 
lifié de  quadricolor,  comme  au  temps  d'Aristote,  qui  admettait 
trois  couleurs  principales,  avec  une  quatrième  teinte  entre  le  rouge 
et  le  vert. 

L'auteur  admet  la  théorie  des  quatre  éléments  et  leur  perpétuel 
échange  les  uns  avec  les  autres. 

Un  paragraphe  de  l'analyse  de  M.  Gûnther  est  consacré  à  un 
examen  comparatif  de  la  nomenclature  des  vents,  d'après  la  mono- 
graphie d'Avézae.  11  rappelle  à  ce  propos  les  progrès  et  variations 
de  cette  nomenclature  dans  Aristote,  Pline,  l'Arabe  El  Kazouini, 
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Hoiiorius  d'Aiituu,  Isidore  de  Séville,  Guillaume  de  Tripoli  et 
Albert  le  Grand.  Ou  trouverait  aussi  dans  Kepler  une  étude  très- 
détaillée  de  la  même  question  (^Epitomes  ^4stronounœ  lib.  II). 

La  partie  astronomique  eommence  par  un  tableau  des  distances 
des  diverses  planèles  entre  elles.  Malheureusement,  il  est  impos- 
sible de  saisir  le  sens  des  abréviations  et  des  cliillres  romains  don- 
nés par  l'auteur.  Il  est  mieux  inspiré  dans  la  comparaison  qu'il 
imaijine  pour  le  double  mouvement  des  planètes  et  pour  expliquer 
les  variations  qu'éprouve  ce  mouvement.  On  reconnaît  les  idées 
exposées  déjà  par  Pline  l'Ancien,  et  que,  deux  siècles  plus  tard, 
Tyclio  Bralie  résumait  en  ces  termes  dans  une  Lettre  à  Pratensis  ; 
((  jNous  ne  pouvons  supposer  que  les  rayons  du  Soleil  soient  réunis 
comme  par  unecliaine  ou  par  tout  autre  lien  avec  les  planètes  pour 
les  mouvoir  cà  et  là,  les  pousser  ou  les  retirer,  et  il  nous  faut  ima- 
giner une  certaine  force  magnétique  qui  réside  en  elles...,  comme 
Pline  en  a  déjà  exposé  la  théorie.  » 

L'auteur  du  manuscrit  passe  ensuite  à  la  description  des  diverses 
planètes.  Il  compare  la  Lune  à  un  miroir  qui  réflécbit  les  rayons 
solaires.  Son  nom  Liina  doit  être  rapproclié  de  Lucinia,  qui  veut 
dire  a  Lace  nata.  Sa  nature  participe  par  moitié  à  celle  du  feu  et 
à  celle  de  l'eau,  sans  doute  à  cause  de  son  éclat  et  du  rellet  qu'elle 
donne  à  la  lumière  du  Soleil. 

Mercure,  ou  Stilbon,  vient  ensuite.  11  est  sphérique,  plus  gros 
que  la  Lune.  La  planète  Vénus  est  animée  d'un  mouvement  ana- 
logue à  celui  de  ÎMercure  et  devient  alternativement  l'étoile  du 
malin  et  du  soir.  On  la  voit  même  briller  en  plein  jour,  seul  témoi- 
gnage, sans  doute,  à  l'appui  d'une  tradition  suivant  laquelle  Enée 
aurait  vu  la  planète  dans  ces  conditions. 

L'auteur  termine  par  la  description  de  Mars,  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  11  passe  ensuite  à  la  division  du  Zodiaque,  et  traite  aussi 
de  l'harmonie  musicale  des  mouvements  des  sphères  et  de  l'origine 
mythologique  des  douze  signes. 

L'Astromvthologie  de  l'Ouvrage  lui  est  entièrement  spéciale.  Elle 
renferme  les  fables  classiques  d'Aratus,  d'Ovide,  de  Manilius,  que 
Lalande  a  si  bien  détaillées  dans  son  ylsU'onoinie. 

L'auteur  expose  des  idées  nouvelles  quant  à  l'origine  de  cer- 
taines constellations.  Il  délinit  l'iiorizon  comme  séparation  des 
deux   hémis|ihères  célestes,  l'un  visible,  l'autre   invisible.   Lho- 
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l'hon  embrasse  une  circonférence  entière,  dont  l'ail  ne  peut  voii' 
qu'une  seule  moitié. 

11  est  question  aussi  des  deux  j^enres  d'éelipses  qui  se  produisent 
suivant  que  la  Lune  est  en  conjonction  ou  en  opposition  sur  la 
ligne  des  centres  de  la  Terre  et  du  Soleil. 

Les  développements  astronomiques  s(î  rapportent  à  l'étude  d  en- 
semble de  l'univers  en  général.  Le  monde  a  une  fornu;  sphéroïdale, 
et  les  quatre  éléments  y  sont  distribués  dans  l'ordre  de  leurs  poids. 
Cette  comparaison  était  familière  aux  cosmograplies  arabes 5  on 
l'observe,  de  même,  chez  Ornons  et  llonorius  d  Autun. 

Une  iigure  toute  géométrique  résume  très-exactement  les  idées 
de  l'auteur.  Au  centre  commun  d'une  série  de  cercles  se  trouve 
l'homme,  dont  l'existence  se  déroule  dans  le  temps  (année)  et 
l'espace;  (monde).  Cette  unité  trilogique  ressent  l'inlluence  de 
quatre  prédispositions  physiologiques,  des  quatre  saisons  de  l'an- 
née, des  quatre  éléments,  doués  chacun  de  deux  propi-iétés  caracté- 
ristiques, nourrissant  chacun  un  animal  particulier. 

L'auteui-  admet,  dans  la  création  universelle,  cinq  grandes 
phases  principales  qui  se  résument  ainsi  qn\\  suit  :  l'esjjrit  de 
Dieu,  le  chaos,  les  six  jours,  la  dérivation  des  êtres  et  l'harmonie 
des  quatre  éléments.  11  attribue  à  la  Terre  une  forme  sphérique,  de 
380000  stades  ou  12000  milles  de  tour.  Mais  ces  nombres  sont 
inexacts  pour  un  tiers  au  moins,  car  la  valeur  d'un  degré  du  méri- 
dien oscille  entre  5o  et  60  milles. 

L'auteur  adopte  la  division  de  la  Terre  en  cinq  zones,  délimitées 
par  les  tropiques  et  les  cercles  polaires.  11  divise  l'hémisphèn;  bo- 
réal en  trois  parties,  l'Europe,  l'Asie  et  l'Afrique.  «  L'Asie  »,  dit- 
il,  «  s'étend  du  nord,  par  l'orient,  jusqu'au  milieu  de  l'orient; 
l'Europe,  de  l'occident  juscju'au  nord 5  l'i^frique,  du  nord  jusqu'à 
l'occident  » .  Les  divisions  doivent  provenir  de  la  représentation  des 
Cartes  arabes,  sur  lesquelles  l'axe  du  continent  asiatique,  allant  de 
Péluse  à  la  Bactriane,  avait  une  direction  nord-est,  et  celui  du 
continent  africain,  allant  de  l'IÙhiopie  aux  portes  d'Hercule,  avait 
une  direction  nord-ouest. 

Au  témoignage  de  Pcschel,  on  assura  de  bonne  heure  une  place 
au  Paradis  terrestre  aux  dernières  limites  de  l'Asie  orientale. 
L'extravagant  Cosmas,  surnommé  le  Voyageur  aux  Indes  (Indico- 
pleustes),  le  plaçait  dans  inie  région  située  })lus  loin  tjuc  la  Chine. 


29G  PREMIKUE   PAUTIli:. 

et  qu'il  regardait  comme  inaccessible  aux  autres  mortels.  Le  Ma- 
nuscrit dont  nous  parlons  ici  nous  fera  connailre  quelle  était  cette 
région.  «  Ce  Paradis,  ou  séjour  des  bienheureux,  est  inaccessible 
aux  hommes,  parce  qu'une  ceinture  de  feu  s'élevant  jusqu'au  ciel 
l'entoure  complètement.  Là  se  trouve  l'arbre  de  vie,  dont  les  fruits 
assurent  l'immortalité^  au  centre  du  Paradis  ou  rencontre  une 
source,  qui  bientôt  se  répand  suivant  quatre  directions  pour  former 
quatre  fleuves  qui  se  dirigent  vers  les  continents  les  plus  éloignés.  » 
Cette  doctrine  de  quatre  grands  fleuves  prenant  leur  source  dans 
le  Paradis  terrestre  se  trouve  reproduite  par  plusieurs  théologiens 
et  même  par  des  naturalistes.  D'après  Sanlarem,  ce  sont  les  quatre 
fleuves  qu'Andréas  Bianco  fait  descendre  de  la  haute  montagne 
d'Eden  et  qu'il  dirige  vers  les  quatre  points  cardinaux.  Ces  quatre 
fleuves  sont  le  Physon  ou  le  Gange,  le  Geon  ou  le  ]Nil,  le  Tigre 
<'t  l'Euphratc.  Le  premier  coule  vers  l'est  et  se  jette  dans  l'Océan^ 
le  second  apparaît  dans  le  voisinage  des  montagnes  de  l'Atlas,  dis- 
parait bientôt  sous  la  terre,  pour  se  montrer  de  nouveau  près  des 
côtes  de  la  mer  Piouge,  où  il  féconde  l'Elthiopie  et  l'Egypte,  et  se 
jette  dans  la  Méditerranée  par  sept  embouchures.  Quant  au  Tigre 
et  à  l'Euphrate,  ils  traversent  les  montagnes  de  l'Arménie,  puis 
coulent  parallèlement  pour  se  jeter  aussi  dans  la  Méditerranée.  Us 
ne  traversent  que  des  pays  incultes  et  peuplés  de  bètes  féroces. 

Les  théories  hydrographiques  dont  il  s'agit  offrent  encore  un 
autre  intérêt  lorsqu'on  cherche  à  les  figurer  sur  une  Carte. 

Le  cours  du  Gange  est  assez  exactement  dirigé  vers  l'est  de  l'Asie  : 
mais  il  est  incompréhensible  que  le  golfe  Persique,  où  se  jettent 
le  Tigre  et  l'Euphrate,  ait  été  confondu  avec  la  Méditerranée. 
L'auteur  inconnu  a  aussi  attribué  au  fleuve  du  2\i\  un  cours  extrê- 
mement original,  qui  parait  devoir  s'expliquer  ainsi  :  le  JNil  se  di- 
rige de  l'est  vers  l'ouest  en  Europe,  traverse  le  détroit  de  Gibral- 
tar, et  ce  n'est  qu'après  lui  avoir  fait  parcourir  la  Mauritanie  et  le 
Sahara  que  l'auteur  le  signale  eulin  dans  les  contrées  où  l'on  a 
reconnu  son  existence  dès  les  temps  les  plus  reculés.  On  pourrait 
remarquer,  dans  cette  hypothèse  lantastique  du  cours  du  Nil,  le 
souvenir  de  légendes  arabes.  \  oici,  en  eifet,  comment  l'explique 
Peschel  :  «  Les  Arabes  ont  été  particulièrement  ingénieux  dans 
l'explication  qu'ils  ont  donnée  de  la  bifurcation  surnaturelle  des 
lleuves.  Pour  les  fleuves  d'Afrique,  ils  imaginèrent  la  sup])Ositiou 
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(ausse  que  tous  devaient  recevoir  le  nom  de  Nil.  Une  conséquence 
presque  inévitable  de  celte  dénomination  irréflécliie,  c'est  qu'elle 
a  donné  lieu  à  l'erreur  que  tous  les  fleuves  de  l'Afrique  devaient 
■;tre  les  rayonnements  d'un  même  système  liydrograpliique.  )>  La 
môme  source  envoyait  un  bras  vers  l'est  dans  l'océan  Indien,  comme 
le  dit  aussi  Masudi,  et  vers  l'ouest  mi  autre  fleuve  dans  lequel  on 
[)eut  voir  l'hypothèse  du  Niger,  dont  le  cosmographe  allemand 
parait  avoir  eu  aussi  connaissance;  mais,  comme  il  ne  pouvait  ex- 
[)liquer  pourquoi  un  tel  llcuve  provenait  de  l'Asie  orientale,  il  ne 
lui  resta  plus  que  de  changer  le  sens  de  son  cours.  Il  est  fort  pro- 
:)able  aussi  que  la  substance  de  ce  Chapitre  a  été  puisée  dans  des 
^.extes  arabes  ou  dans  des  cartes  arabes,  par  exemple  dans  les  cartes 
du  géographe  Edrisi.  Les  cartes  géographiques  du  Vénitien  Ma- 
i-ino  Sanuto,  bien  supérieures  à  celles-ci,  ont  pu  emprunter  leurs 
lonnées  inexactes  à  notre  Manuscrit,  parce  que  les  cartes  arabes 
lie  iburnissaient  encore  que  des  renseignements  très-imparfaits  au 
iujet  de  l'intérieur  de  l'Alrique. 

L'auteur  a  supposé  que  la  Terre  est  située  au  milieu  de  l'atmo- 
sphère et  qu'elle  contient,  à  son  tour,  l'Enfer,  dans  lequel  on  ne 
Lrouve  que  du  soufre  et  du  feu,  où  doivent  s'arrêter  les  âmes  des 
;répassés.  Dante  Alighiei'i  a  largement  étendu  cette  doctrine,  qui 
fippartient  spécialement  au  moyen  âge. 

Les  règles  suivies  pour  la  mesure  et  la  subdivison  du  temps  nous 
alfrent  le  sujet  de  quelques  remarques.  L'année,  dit  l'auteur  du 
Manuscrit,  se  compose  sensiblement  de  douze  mois,  le  mois  de 
juatre  semaines,  et  la  semaine  comprend  exactement  sept  jours. 
Le  jour  lui-même  est  subdivisé  en  quatre  parties,  nommées  (jua- 
'hans,  qui  renferment  six  heures.  «  Les  Juifs  et  les  Romains  »,  dit 
Littrow,  «  divisaient  le  jour  naturel  en  quatre  durées  égales,  qu'ils 
appelaient  priinœ,  tertiœ,  sextœ  et  nonœ.  Le  Bréviaire  de  l'Eglise 
romaine  a  conservé  jusqu'à  nos  jours  ces  dénominations.  «  Il  n'est 
donc  pas  étonnant  que  le  moine  écrivain  ait  adopté  les  mêmes  prin- 
cipes pour  la  subdivision  de  l'heure.  Il  la  compose  en  ellêt  de 
quatre  points  ;  le  point  lui-même  vaut  dix  moments,  le  moment 
douze  onces,  l'once  sept  atomes.  L'atome  de  temps,  qu'il  considère 
enfin  comme  indivisible,  est  cependant  supérieur,  comme  on  peut 
s'en  assurer,  à  la  seconde  sexagésimale  adoptée  dans  le  système 
usuel  de  division  du  tenjps. 


•298  PREMIÈKE  PARTIE. 

11  fait  correspondre  les  douze  mois  aux  douze  signes  du  Zodiaque, 
et  à  chaque  mois  trente  jours,  avec  trente  terlies  horas  et  trente 
bisse  momenta.  Le  mot  bisse,  employé  par  le  cosmograplie,  désigne 
ici  l'étymologie  ou  plutôt  l'abréviation  de  hissextus,  adoptée  déjà 
par  les  Koinains  dans  leur  calendrier. 

Le  Traité  se  termine  par  un  aperçu  cosmograpliique  et  par  un 
résumé  anthropologique  et  ethnologique. 

Nous  avons  dit  que  l'Ouvrage  débutait  par  la  description  d'un 
instrument  particulier  pour  la  détermination  des  distances  des 
villes  et  des  royaumes.  Si  l'on  en  juge  par  la  description  assez  peu 
compréhensible  que  renferme  le  Manuscrit,  l'instrument  dont  il 
s'agit  doit  se  composer  d'un  cercle  divisé  en  i8o  degrés,  qui  repré- 
sente Téquateur,  et  d'un  quart  de  cercle  concentrique  et  normal  au 
premier,  et  divisé  en  c)o  degrés,  qui  représente  le  méridien.  Ainsi 
la  position  de  chaque  point  du  globe  se  trouvera  défniie  sur  la  Carte 
par  ses  coordonnées  géographiques,  longitude  et  latitude.  Quant  à 
la  réduction  des  distances,  elle  est  basée  sur  16  milles  au  degré 
du  méridien.  L'unité  de  mesures  ne  paraît  pas  avoir  été  nettement 
fixée  \  l'auteur  la  rapporte  à  la  fois  aux  Allemands,  aux  Italiens  et 
aux  Français.  Une  certaine  confusion  semble  régner  à  ce  sujet 
dans  son  esprit^  mais  il  est  intéressant  et  curieux  de  signaler  chez 
lui  un  essai  d'adoption  de  la  division  centésimale  du  grade  et  de  la 
minute.  R.  Wolf  en  a  attribué  l'idée  première  à  Henry  Gclli- 
brand  ('),  tandis  que  nous  donnons  la  preuve  de  son  invention 
deux  siècles  plus  tôt. 

Nous  arrivons  actuellement  à  parler  d'une  carte  plane,  spécimen 
dont  le  moyen  âge  ne  fournit  pas  d'exemples  nombreux.  Depuis 
longtemps  Ptolémée  en  avait  indiqué  la  méthode  et  le  principe  de 
construction;  il  dit,  en  elfet,  que  l'on  ne  commettra  pas  grande 


(')  Une  des  erreurs  bibliographiques  les  ))lus  surprenantes  est  celle  qui  attribue 
à  Gellibrand  l'œuvre  colossale  de  lîriggs,  les  Tables  de  la  Tris^onometria  lirUarinica, 
dont  Gellibrand  n'a  lait  autre  cliose  que  surveiller  l'impression  et  compléter  la  Pré- 
face par  un  assez  médiocre  Traité  de  Trigonométrie.  Cette  erreur,  que  nous  avons 
déjà  plusieurs  fois  signalée,  a  évidemment  sa  source  dans  une  mauvaise  disposition 
typographique  du  titre,  où  le  nom  de  l'auteur  est  moins  en  vue  que  celui  de  l'éditeur. 
Telle  est,  du  reste,  l'opinion  actuelle  de  M.  V^^o\i{Gcscli.d.  Astr.,  p.  352)  :  «  ...  wo 
15rigp,s  in  Ausfùhrung  einer  Idée  von  A'ieta  das  Intorval  o",oi  wahlte,  ....Gellibrand 
dagegen   nur  IJiilcrgeoidncles  loisiloti^  ».  J-   H- 
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rreiir  si  l'on  adopte  des  lignes  droites  pour  les  cercles  parallèles 
ussi  bien  que  pour  les  cercles  méridiens.  Seulement  celte  pré- 
aution  n'a  pas  été  généralement  observée.  «  Des  copistes  outre- 
uidants  )),  nous  dit  d'Avézac,  «  avaient  dès  le  xiv®  siècle,  à  ce 
u'il  semble,  substitué  de  leur  chef,  au  parallélisme  des  méridiens 
dopté  par  l'auteur  grec,  la  convergence  sollicitée  par  l'inégalité 
e  valeur  des  degrés  de  longitude  sur  les  deux  parallèles  extrêmes, 
)ut  en  maintenant  d'ailleurs  en  lignes  droites  et  les  méridiens  et 
;s  parallèles.  Et  c'est  exclusivement  en  cette  Ibrme  altéiée  (desti- 
ée  à  devenir  bientôt  la  plus  usuelle  de  toutes)  que  parurent,  dans 
;s  éditions  imprimées,  les  cartes  de  détail  du  géographe  alexan- 
rin.  ))  Dans  le  cas  actuel,  la  projection  adoptée  se  rapproche  beau- 
3up  de  celle  deMercator;  mais  elle  ne  s'étend  pas  à  l'univers  entier, 
t,  au  lieu  de  modifier  les  degrés  de  latitude,  l'auteur  les  a  laissés 
e  même  intervalle,  ce  qui  n'entraîne  pas  à  des  erreurs  bien  graves. 

L'Ouvrage  contient  un  Tableau  de  positions  géographiques  éva- 
lées  en  degrés  et  minutes  de  longitude  et  de  latitude.  Le  zéro 
Jopté  comme  point  de  départ  est  le  Paradis  terrestre  ou  Eden. 
•eux  colonnes  renferment,  en  outre,  l'indication  de  la  durée  du 
lus  long  jour  dans  chaque  localité,  en  heures  et  nainvites.  11  est  à 
bserver  cjue  l'auteur  suppose  le  jour  constamment  de  douze  heures 
ans  l'Eden,  ce  qui  n'est  guère  compatible  avec  la  situation  géo- 
raphique  de  ce  lieu,  par  rapport  à  l'Europe  par  exemple.  LEden 
DU  Arin)  est  ligure  sur  la  carte  en  un  point  qui  correspondrait, 
ir  nos  cartes  modernes,  à  la  Tartarie  ou  au  Thibet.  Le  Gange  y 
rend  sa  source,  et  l'auteur  en  fait  descendre,  à  tort,  les  deux 
euves  du  Tigre  et  de  l'Euphrate.  Sans  accorder  à  ces  erreurs  plus 
'attention  qu'elles  n'en  méritent,  il  sera  curieux  de  rapporter 
appréciation  de  Ristoro  :  a  Ils  sont  comme  ceux  qui  auraient  deux 
)is  l'année  l'été  et  deux  fois  le  printemps,  et  récoltent  deux  fois 
année  le  blé  et  les  fruits,  et  ceux-ci  habitent  sur  le  cercle  de 
équateur  ;  et  dans  ce  lieu  ils  ont  fondé  une  cité,  qu'ils  ont  appelée 
j'in;  et  ce  lieu  est  tempéré,  parce  que  le  Soleil  passe  toujours 
utant  sous  la  Terre  que  sur  la  Terie,  de  sorte  que  les  jours  y  sont 
anstamment  égaux  aux  nuits.  » 

Ceci  expliquerait,  au  moins,  pourquoi  la  latitude  a  été  supposée 
uUe. 

Le  méridien  de  Jérusalem  i^st  juste  à  90  degrés  de  celui  du  Pa- 
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radis.  Enfin  le  Tableau  renferme  en  tout  quatre-vingt-six  positions 
géograpliiques.  Le  report  de  ces  nombres  sur  une  carte  usuelle  con- 
duirait à  un  assemblage  incoliérent  de  résultats  exacts  et  de  résul- 
tats inadmissibles.  Wolf  attribue  les  erreurs  de  ce  genre  qui  se 
rencontrent  dans  d'autres  recueils  géographiques  à  ce  que  la  dé- 
termination de  la  hauteur  du  pùle  se  faisait  au  gnomon,  dans  le 
cours  du  XV 1*^  siècle  et  même  du  xvii*,  ce  qui  explique  pourquoi 
la  plupart  des  latitudes  étaient  trop  faibles,  comme  on  peut  le  re- 
connaitre  dans  Apian. 

M.  Gùnther  a  construit,  d'après  la  Table,  le  planisphère  de 
l'Europe  et  de  la  Méditerranée,  et  véiiiié  les  erreurs  qui  allectent 
en  particulier  le  contour  de  la  Péninsule  Ibérique.  La  cote  de 
Portugal  y  dessine  le  côté  nord.  Cependant  la  forme  générale  est 
quadrangulaire,  au  lieu  d'être  triangulaire  comme  on  l'observait 
dans  les  cartes  d'Edrisi.  Mais  l'analogie  d<;vientplus  manifeste  dans 
le  dessin  des  contrées  orientales,  ce  qui  donnerait  lieu  de  supposeï' 
que  notre  cartographe  a  éprouvé  l'inlluence  arabe. 

Le  Tableau  des  positions  géographiques  renferme  également 
l'indication  de  la  longueur  des  jours,  donnée  en  heures  et  minutes. 
11  oilre,  au  point  de  vue  mathématique,  une  particularité  digne  de 
remarque.  Partout,  dans  ce  Tableau,  les  nombres  sont  disposés  avec 
méthode,  les  unités  de  même  ordre  les  unes  sous  les  autres.  Cepen- 
dant, lorsque  le  nombre  des  minutes  est  compris  entre  o  et  lo,  il 
est  quelquefois  écrit  correctement,  mais  souvent  encore  précédé 
d'un  zéro  qui  supplée  ainsi  aux  dizaines. 

Le  Tableau  est  suivi,  dans  le  Traité  de  Cosmographie,  d'un  docu- 
ment dont  il  y  a  lieu  de  signaler  le  but.  L'ensemble  dont  il  s'agit 
contient  les  règles  à  suivre  pour  déterminer  les  centres  du  Soleil 
et  de  la  Lune.  Les  éphémérides  des  mouvements  se  rapportent, 
dans  les  Tables  Alphonsines,  au  méridien  de  Tolède;  pour  les 
appliquer  à  d'autres  localités,  il  faut  tenir  compte  de  la  diiïérence 
de  longitude  avec  celle  de  Tolède.  Dans  l'exemple  choisi  pour 
l'explication  de.  la  règle,  il  est  question  de  la  ville  de  Cologne 
(Kôln),  et  l'on  trouve  une  dilléi^ence  de  longitude  de  16° 3o',  que 
l'on  évalue  en  temps,  en  faisant  correspondre  i  degré  à  4  minutes, 
une  minute  d'arc  à  4  secondes,  etc.  Même  problème  et  même  ma- 
nière d'opérer  pour  les  éphémérides  des  planètes. 

Le  passage  du  système  décimal  au  système  duodécimal  est  très- 
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clairement  et  très-exactciiicnt  indiqué  dans  le  cours  de  ce  Traité. 

Il  est  intéressant  de  noter,  pour  l'histoire  de  la  Science,  qu'une 
conversion  du  procédé  décrit  nous  donne  une  idée  de  la  niélliode 
employée  en  ce  temps-là  pour  la  détermination  des  longitudes. 
Les  œuvres  classiques  des  anciens  olFrent  un  point  commun  pour 
cette  importante  opération,  que  Ptolémée  et  Hipparque  avaient 
presque  exclusivement  fondée  sur  les  éclipses  de  Lune,  malheu- 
reusement trop  rares 5  il  ne  restait  plus  qu'à  faire  une  évaluation 
directe  de  l'heure.  Ce  procédé  primitif  exigeait  essentiellement  la 
présence  d'un  même  observateur  aux  deux  points,  de  grands  dé- 
])lacements,  des  horloges  bien  réglées,  et,  mieux  encore  que  l'ob- 
servation d'éclipsés  de  Soleil  et  de  Lune,  la  fondation  des  théories 
de  Tables  astronomiques  exactes.  On  songea  d'abord  à  déterminer 
d'avance  l'instant  de  ces  phénomènes  pour  un  lieu  donné  :  un 
coup  d'oeil  sur  l'Almanach  évitait  la  peine  du  voyage  de  l'observa- 
teur. Tel  fut  le  sens  des  propositions  d'Oronce  Finée  et  des  mesures 
de  Baffin;  mais  ces  procédés  se  ressentaient  encore  de  l'inlluence 
ancienne,  tout  en  tenant  compte  des  améliorations  réalisées  dans 
la  méthode  des  chronomètres  portatifs  de  Gemma  et  des  distances 
lunaires  de  Werner. 

Pour  compléter  le  plan  de  ce  Mémoire,  il  y  aurait  encore  à  par- 
ler d'un  document  écrit  en  allemand,  le  seul  de  cette  langue  qui 
lasse  partie  de  cette  volumineuse  compilation.  Il  semble  avoir  été 
écrit  par  une  autre  main  que  celle  du  moine  Dietrich  Rufli.  Il  doit 
remonter  au  xv'^  siècle,  et  parait  avoir  été  un  cahier  de  notes  et  de 
1  enseignements  recueillis  par  les  soins  d'un  autre  moine  pour  sup- 
pléer à  un  certain  nombre  de  livres.  Près  des  trois  cpiarts  de  ce 
Manuscrit  renferment  la  description  du  séjour  des  bienheureux. 
Le  point  de  vue  auquel  s'est  placé  l'auteur  pour  représenter  le 
système  de  l'univers  est  encore  si  primitil,  ou  pour  mieux  dire  si 
naif,  que,  si  nous  n'avions  alïàire  à  un  obscur  compilateur,  cloitré 
dans  un  couvent  quelconque  de  l'Allemagne,  nous  n'oserions 
même  en  parler.  Il  n'en  sera  point  question  davantage  5  par  contre, 
il  faudra  signaler  un  écrivain  qui  attire  l'attention  par  la  simplicité 
(^tla  naïveté  de  son  Ouvrage  sur  les  trente-quatre  subdivisions  du 
système  de  l'univers  :  nous  voulons  parler  du  savant  magister  alle- 
mand Johann  de  Gmunden  (i38o-i442)- 

Le  Traité  débute  par  le  litre  f|ue  voici,  écrit  en  lettres  rouges  : 
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Istajigura,  etc.,  c'est-à-dire  «  cette  figure  démontre  la  création  de 
toutes  clioses,  tant  supérieures  qu'inférieures,  et  la  situation  de 
chacune  d'elles  suivant  les  exigences  de  son  mérite  ou  de  son  dé- 
mérite ».  Ceci  nous  donnerait  lieu  de  supposer  que  le  texte  n'était 
qu'un  commentaire  d'une  représentation  graphique  de  l'univers, 
que  le  moine  copiste  avait  sans  doute  sous  les  yeux,  mais  qu'il 
n'a  pu  joindre  à  son  travail.  On  peut  d'ailleurs  y  suppléer  par  la 
description  donnée, quelques  lignes  plus  loin,  en  un  vieux  dialecte 
allemand  qu'il  est  assez  facile  de  reconstruire  en  langage  moderne. 
jNous  croyons  pouvoir  en  donner  quelques  extraits  :  «  La  figure 
précitée  montre  toutes  les  oeuvres  du  Créateur  au  milieu  de  la  na- 
ture terrestre.  La  Terre  se  trouve  environnée  de  l'atmosphère  et 
profondément  plongée  sous  la  mer.  Elle  est  naturellement  pesante. 
Le  tiers  de  sa  surface  a  été  donné  comme  séjour  à  l'homme.  Elle 
occupe  le  centre  du  lirmament...  Après  la  sphère  de  feu  se  trouvent 
les  sphères  des  sept  planètes  avec  leurs  excentriques  et  leurs  épi- 
cycles  :  la  première,  à  laLune  -,  la  deuxième,  à  Mercure  ;  la  troisième, 
à  Vénus 5  la  quatrième,  au  Soleil;  la  cinquième,  à  Mars 5  la  sixième, 
à  Jupiter;  la  septième,  à  Saturne;  puis  le  firmament,  avec  l'im- 
mense profusion  des  étoiles  fixes.  Les  deux  sphères  de  cristal  : 
l'une  d'elles  a  reçu  la  désignation  de  premier  mobile  ;  la  seconde 
est  le  ciel  empyrée,  où  résident  Dieu  le  Père,  Dieu  le  Fils  et  le 
Saint-Esprit,  ainsi  que  sainte  Marie,  mère  de  Dieu;  puis  les 
chœurs  des  saints  Anges,  disposés  en  ordre  de  chaque  côté  »,  c'est- 
à-dire,  dans  l'acception  des  théosophes  scolastiques  ,  d'après  la 
subdivision  suivante  :  patriarches,  prophètes,  évangélistes,  mar- 
tyrs, papes,  moines  et  nonnes,  et  bienheureux. 

A  la  fin  du  Traité  se  trouve  le  nom  de  l'auteur  :  Jean  de  Gmun- 
den,  de  Vienne. 

La  ressemblance  de  ces  visions  avec  les  descriptions  fantastiques 
du  moyen  Age  est  vm  lait  digue  de  remarque.  On  y  trouve  une  ana- 
logie avec  les  fictions  de  Suso,  de  Taulen,  d'Ezzo  et  la  Divine 
Comédie  de  Dante. 

Nous  n'avons  plus  rien  d'extraordinaire  ou  de  bien  original  qui 
mérite  de  fixer  l'attention  de  l'historien  :  tout  ce  que  renferme  ce 
fragment  est  déjà  connu  par  avance.  Mais  celui  qui  est  bien  au 
courant  de  la  Cosmographie  scolastique  ne  doit  pas  voir  sans  inté- 
rêt un  des  derniers   chefs  de   cette  doctrine  réduire  à  si  peu  de 
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cliosc  ce  qui  lui  semblait  être  la  partie  la  plus  importante  de  sa 
science.  Et,  en  ed'et,  le  point  capital  auquel  on  reconnaît  la  doc- 
trine péripatélicienne,  depuis  Aiistote  jusqu'à  Copernic,  peut  se 
résumer  dans  les  propositions  suivantes  ;  la  sphéricité  du  monde  et 
d<^  la  Terre,  l'hypotlièse  d'une  zone  terrestre  inhabitable,  de  la 
K'partition  des  terres  et  des  eaux,  d'une  situation  déterminée  des 
(|uatre  éléments,  la  disposition  du  ciel  étoile  comme  cause  pre- 
mière du  mouvement.  11  était  donc  intéressant  de  pouvoir  appré- 
cier, sous  un  nouveau  côté,  un  mathématicien  ayant  plus  de  mé- 
rite  que  de  notoriété.  H.   B. 


GÙNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Geschichte  der  matiiematischex  vsd  piiy- 
snvVLiscuEN  Géographie. 'jV  Hefl.  — Jean  fFcrntr  de  Nuremberg,  et  ses  con- 
trihiitions  à  la  Géographie  matliéinalique  et  pliYsicjiie.  (p,  277-332;  7  fig.) 

Jean  Werner  était  né  le  i4  février  1468,  à  Nuremberg.  Il 
étudia  la  Théologie  dans  les  universités  allemandes,  puis  les  sciences 
dans  leur  juère  patrie,  l'Italie.  Il  revint  à  Nuremberg,  où  il  passa 
les  trente  dernières  années  de  sa  vie  (1498-1528). 

Dès  son  jeune  âge,  il  avait  cultivé  les  Mathématiques  et  l'Astro- 
jiomie.  11  lit  des  observations  astronomiques  durant  son  séjour  à 
Piomc^  mais  nous  ne  pouvons  juger  que  très-imparfaitement  l'es- 
prit dans  lequel  il  les  a  dirigées. 

On  connait  de  Werner  deux  compilations,  dont  l'une  est  spé- 
cialement mathématique  et  astronomique,  tandis  que  l'autre,  dont 
nous  aurons  à  parler  plus  en  détail,  traite  de  questions  géogra- 
pliiques.  D'autres  Ouvrages,  parmi  lesquels  un  Recueil  arithmé- 
tique, n'ont  pu  être  édités  et  semblent  avoir  été  perdus  au  temps 
de  Doppelmayer.  Enfin  quelques  écrits  de  AVcrner  ont  eu  la  bonne 
fortune  d'être  tirés  de  l'oubli  par  des  bibliophiles  distingués, 
L.  Alantsee,  Bousquet,  Teubner. 

Les  écrits  de  Werner  sur  les  sections  coniques  et  sur  le  cône 
renferment,  suivant  une  judicieuse  remarque  de  M.  Chasles,  la 
première  notion  des  recherches  synthétiques  suivies  par  Desargues, 
Pascal  et  La  Hire.  Son  travail  sur  la  duplication  du  cube  (pro- 
blème déliaque)  contient  des  idées  nouvelles  sur  l'Optique  et  la 
(jéométrie.  On  a  aussi  de  lui  un  Mémoire  curieux  pour  l'histoire 
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de  la  résolution  graphique  des  équalions  algébriques,  à  propos 
du  célèbre  problème  d'Arcliimède  :  Diviseï-  une  sphère  par  un  plan 
dans  un  rapport  donne.  11  le  ramène  à  l'intersection  d'une  ellipse 
avec  une  hyperbole.  Enfin,  au  témoignage  de  Heilbronuer,  cité  par 
M.  Chasles,  Werner  aurait  même  essayé  une  restitution  des  cé- 
lèbres porismes  d'Euclide. 

jNous  arrivons  maintenant  à  un  examen  plus  suivi  des  écrits  de 
Werner,  dont  la  collection  forme  une  compilation  assez  volumi- 
neuse dans  la  bibliothèque  de  Nuremberg.  On  y  trouve,  au  début, 
une  introduction  géographique  de  Pierre  Apian  aux  savantes  an- 
notations de  Werner,  explication  et  appréciation  de  toutes  les 
opérations  que  l'on  peut  effectuer  en  Géographie  par  sinus  et 
cordes,  cny  joignant  le  rayon  astronomique  et  un  quadran  nouveau, 
bien  plus  utile  que  le  météoroscope  qu'il  remplace.  Puis  viennent, 
pour  mémoire,  d'autres  écrits  ou  commentaires  de  Bessarion,  de 
Seb.  Miinster  et  d' Limer. 

Le  premier  travail  de  Werner  est  une  étude  analytique  du  com- 
mencement de  la  Géographie  de  Ptolémée. 

Le  Chapitre  suivant  renferme  l'étude  de  la  méthode  de  mesure 
du  degré  du  méridien,  due  à  Eratosthène,  bien  qu'il  ne  spé- 
cifie point  cette  désignation.  On  y  trouve,  dans  une  série  de 
notes,  l'énoncé  et  la  démonstration  de  propositions  assez  impor- 
tantes. 

La  sixième  note  se  rapporte  à  la  détermination  de  la  déclinaison 
du  Soleil.  Les  Tables  de  Georges  Peurbach  et  de  Domenico  Maria 
de  Bologne  assignaient  à  l'obliquité  de  l'écliptique  une  valeur 
de  23"  28'  à  23°  29'.  Jacoli  a  fait  ressortir  le  mérite  des  recherches 
de  ce  dernier  astronome.  Il  a  montré  aussi  quelle  notion  Werner  a 
pu  avoir  des  nombres  donnés  par  Domenico  Maria. 

La  septième  remarque  renferme  la  détermination  de  la  hauteur 
du  pôle,  le  jour,  au  moyen  de  la  culmination  méridienne  du  Soleil; 
la  nuit,  au  moyen  de  la  déclinaison  d'une  étoile,  déterminée  d'a- 
vance. Werner  indique  aussi  une  méthode  fondée  sur  l'observation 
de  l'étoile  polaire,  et  l'emploi  des  Tables  de  Regiomontanus,  qui 
donnent  les  corrections  à  faire  à  la  longitude  et  à  la  latitude,  in- 
diquées pour  l'an  i5oo  dans  les  Tables  alphonsines.  Werner  déduit 
la  hauteur  du  pôle  de  la  moyenne  arithmétique  des  culminations 
méridiennes  d'une  étoile  de    perpétuelle  apparition.  Sa  méthode 
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renferme  le  principe  de  celle  qui  a  servi  plus  tard  à  la  résolution 
classique  du  problème  de  Douwes. 

La  neuvième  remarque  définit,  d'une  manière  géométrique 
assez  compliquée,  l'angle  de  position  de  deux  lieux,  comme  angle 
compris  entre  le  méridien  de  l'un  avec  l'arc  de  grand  cercle  qui 
joint  ce  point  à  l'autre.  Werner  indique  l'emploi  du  gnomon  pour 
la  détermination  de  la  hauteur  du  Soleil. 

Le  commentaire  du  quatrième  Chapitre  s'étend  sur  les  méthodes 
de  fixation  des  positions  géographiques  en  usage  chez  les  anciens. 
L'auteur  en  critique  le  peu  d'exactitude  et  en  examine  surtout 
l'absence  de  moyens  de  mesure  des  longitudes.  Se  fondant  sur 
l'observation  d'une  éclipse  de  Lune  datée  du  i8  janvier  i497') 
Werner  essaye  de  comparer  les  situations  de  Rome  et  de  jNu- 
remberg;  mais  les  résultats  ainsi  obtenus  renferment  quelques 
erreurs. 

INous  trouvons,  dans  la  troisième  note,  la  description  d'un  instru- 
ment destiné  à  la  détermination  de  la  distance  angidaire  de  deux 
points  de  la  sphère.  Ce  n'est,  en  réalité,  qu'un  hdton  astrono- 
niique,  portant  une  graduation.  La  disposition  était  la  même  que 
pour  celui  qui  avait  servi  à  l'observation  de  la  comète  de  i/jy"»- 
par  J.  Mûller.  Werner  donne  une  description  détaillée  de  cet  in- 
strument, qui  consiste  en  une  règle  le  long  de  laquelle  se  déplace  un 
curseur  rectangulaire  plan.  On  vise  de  l'extrémité  de  la  règle,  et 
l'on  amène  le  curseur  dans  une  situation  telle,  que  les  rayons 
visuels  passant  par  ses  angles  aboutissent  aux  deux  points  de  la 
sphère  céleste.  La  graduation  de  la  règle  indique  immédiatement 
l'angle  sous-tendu,  qui  peut  varier  de  lo  à  60  degrés.  Ces  gradua- 
tions dépendent  de  la  variation  des  cotangentes. 

Les  sixième  et  septième  remarques  renferment  l'exposé  de  la  pra- 
tique de  ces  mesures  et  des  bases  de  la  méthode  des  distances 
lunaires.  Werner  indique  la  marche  à  suivre,  et  conclut  cji  faisant 
appel  à  l'autorité  de  l'Almageste. 

11  est  intéressant  de  noter  les  principales  applications  qui  en  ont 
été  faites  par  Lacaille,  en  17J0,  à  son  voyage  au  Cap  ^  Maskelyne, 
en  1761,  à  son  voyage  à  Sainte-Hélène;  JNiebuhr,  à  son  voyage  en 
Arabie.  Bouguer  a  eu  l'idée  de  substituer  aux  distances  de  la  Lune 
les  hauteurs  de  cet  astre,  mais  cette  méthode  oilre  moins  de  pré- 
cision. Celle  que  Werner  a  adoptée  a  fait  l'objet  d'un  examen  ap- 
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profond!  de  la  part  de  Scliwarz.  Elle  a  Leaiicoup  gagné  à  la  con- 
struction des  Tables  de  Tobie  Mayer  et  de  Hansen. 

Le  développement  du  cinquième  Chapitre  de  Ptolémée  se  rap- 
porte à  l'inexactitude  des  anciennes  mesures  et  à  la  nécessité 
d'augmenter  la  précision  des  nouvelles  données.  Il  y  est  question 
des  variations  de  la  hauteur  du  pôle  et  des  iniluences  topogra- 
phiques sur  la  température  locale,  modifiée  par  la  variation  de  l'in- 
cidence moyenne  des  rayons  solaires. 

Une  note  ajoutée  au  dixième  Chapitre  renferme  la  résolution 
d'un  problème  utile  en  particulier  aux  riverains  du  ÎNil.  L  énoncé 
de  cette  question  est  fort  original  :  il  s'agit  d'évaluer  la  distance  de 
deux  lieux,  en  fonction  du  décroissement  de  l'inondation  du  fleuve. 
C'est  une  application  élémentaire  des  lignes  proportionnelles. 

Un  commentaire  spécial  a  pour  objet  la  délimitation  de  la  zone 
habitable.  On  v  trouve  aussi  une  rose  des  vents,  dans  laquelle  l'au- 
teur omet  d'indiquer  les  directions  nord-est,  sud-ouest  et  ouest- 
nord-ouest. 

Les  paragraphes  suivants  renferment  les  développements  de  la 
méthode  cartographique  imaginée  par  Ptolémée,  et  que  Werner  a 
perfectionnée  et  modifiée.  M.  Gûnther  a  cité,  à  ce  propos,  diverses 
remarques  faites  par  Gretschel.  11  examine  le  détail  du  mode  de  pro- 
jection de  cartes  en  forme  de  coeur,  inventé  par  ^Verller,  et  dont 
(iretschel  établit  la  comparaison  avec  la  projection  sinusoïdale  de 
Sanson. 

Il  est  question  ensuite  des  contriJ>utions  de  Werner  au  progrès 
des  méthodes  adoptées  pour  la  représentation  de  la  Terre  sur  un 
plan.  Voici  comment  Werner  définit  ce  problème  :  Un  point  de  la 
Terre  étant  donné  de  position,  trouver  sa  distance  à  tous  les 
autres  points  de  l' oh  jet  à  représenter,  ainsi  que  les  angles  de  po- 
sition; problème  dont  la  solution  sera  donnée,  dit-il,  par  l'emploi 
d'une  règle  spéciale. 

L'instrument  dont  il  s'agit  est  une  imitation  de  Valnncanlara 
des  Arabes.  Pour  mesurer,  dit-il,  la  distance  d'un  lieu  quelconque 
à  n'importe  quel  autre  point  figuré  sur  le  plan,  il  sullira  de  placer 
l'extrémité  de  la  règle  au  point  fixe,  puis  d'arrêter  l'autre  extré- 
mité de  la  règle  au  second  point-,  elle  fournira  aussitôt  la  distance 
des  deux  localités.  L'angle  de  position  ne  sera  pas  moins  facile  à 
<»bt<'uir.  Appliquons  les  deux  extrémités  de  la  règle  aux  deux  points^ 
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t'crivons  au-dessus  de  leurs  positions  sur  la  carte  le  nombre  des 
degrés  du  demi-cercle,  puis  le  nombre  de  degrés  entre  la  règle  et 
le  méridien  du  lieu  donné  ;  mesurons  la  ligne  qui  les  comprend  : 
elle  donnera  l'angle  de  position  cherché. 

La  dernière  Partie  de  notre  Traité  est  consacrée  à  une  représen- 
tation de  la  Terre  sur  un  plan,  en  suivant  les  instructions  précé- 
dentes. 

De  l'étude  attentive  des  oeuvres  de  J.  Werner  on  peut  dégager 
diverses  conclusions  importantes  pour  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques. Les  principaux  résultats  obtenus  par  J.  Werner  dans  le 
domaine  de  ces  sciences,  envisagées  sous  leur  aspect  le  plus  gé- 
néral, peuvent  être  résumés  ainsi  qu'il  suit   : 

L  Werner  est  le  premier  asti^onome  qui  ait  attiré  l'attention 
sur  la  méthode,  si  tardivement  appréciée,  de  détermination  de  la 
liauteur  du  pôle  au  moyen  des  culminations  inférieure  et  supé- 
rieure d'une  étoile  circumpolaire,  et  qui  ait  aliVanchi  la  détermi- 
nation des  latitudes  géographiques  des  nombreuses  causes  d'erreur 
provenant  des  observations  de  la  hauteur  du  Soleil. 

IL  On  lui  doit  le  problème  des  longitudes  en  mer.  Il  en  ramena 
le  premier  la  solution  h  de  nouvelles  théories,  basées  sur  les  dis- 
tances de  la  Lune  aux  étoiles  fondamentales. 

III.  La  modification  qu'il  apporta  à  l'antique  rayon  astrono- 
mique, ainsi  que  les  nouvelles  Tables  corrigées  pour  la  division 
de  cet  instrument,  doivent  faire  époque  dans  l'histoire  des  instru- 
ments d'observation. 

IV.  L'esprit  de  combinaison  de  Werner  a  contribué  à  éelaircir  la 
bizarre  et  confuse  méthode  à  l'aide  de  laquelle  les  anciens  géogra- 
phes s'efforçaient  de  corriger  les  erreurs  qui  affectaient  les  descrip- 
tions topographiques  laissées  parles  explorateurs  et  les  navigateurs. 

V.  En  matière  de  dessin  cartographique,  Werner  n'a  pas  préci- 
sément inventé  les  projections  en  forme  de  cœur,  mais  il  leur  a 
donné  une  base  scientifique  et  leur  a  fait  accomplir  un  progrès 
marqué.  Au  nombre  des  principes  nouveaux  les  plus  importants, 
on  peut  mentionner  au  moins  le  principe  de  la  représentation 
équivalente. 

21, 
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VI.  De  même,  pour  la  projection  stéréograpliique,  inventée  par 
les  anciens,  Werner  n'a  fait  que  la  réinventer,  mais  il  a  introduit 
un  nouveau  point  de  vue  dans  le  procédé,  car  il  a  enseigné  à  re- 
présenter la  sphère  en  prenant  pour  centre  de  projection  un  point 
quelconque,  autre  que  le  pôle  ou  un  point  de  l'équateur,  exclusi- 
vement employés  jusqu'alors. 

VJI.  L'étude  que  AYerner  a  laite  des  écrits  d'Ainirucius  a  con- 
tribué à  améliorer  dans  son  principe  même  la  solution  du  pro- 
blème fondamental  de  la  Géographie  mathématique  :  Evaluer  la 
longueur  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  réunit  deux  points  dont 
on  connait  les  coordonnées  sphéricjues. 

VIII.  La  manière  dont  il  a  traité  le  problème  inverse  n'est  pas 
moins  originale  au  point  de  vue  mathématique.  Etant  données  les 
latitudes  et  la  distance,  en  conclure  la  diiïérence  de  longitudes^  et 
grâce  à  une  méthode  indirecte,  mais  claire  et  applicable  à  un  point 
qui  ne  soit  pas  trop  éloigné,  il  a  abordé,  par  un  côté  entièrement 
nouveau,  le  dillicile  problème  de  la  détermination  des  longitudes 
géodésiques. 

La  Météorologie  descriptive  tient  une  assez  grande  place  dans 
l'Ouvrage  de  Werner,  mais  elle  se  ressent  de  l'intluence  astrolo- 
gique du  moyen  âge  :  ce  n'est,  en  réalité,  que  de  l'Astroniéléo- 
rologie. 

L'hypothèse  d'une  inlluence  des  jîhénomènes  célestes  sur  notre 
atmosphère  parait  avoir  pris  naissance  chez  les  Grecs.  On  en  trouve 
le  premier  indice  à  l'époque  de  la  guerre  du  Péloponèse.  L'occu- 
pation des  astronomes  grecs,  d'après  Idcler,  était  d'observer  les 
phénomènes  et  de  tenir  des  Tables,  où  devaient  aussi  figurer  les 
principaux  changements  de  temps.  Elles  s'appelaient  Parapegmes 
(r.xcaT:rïyiia.xc/.)^  parce  qu'elles  étaient  portées  par  voie  d'affiches  à 
la  connaissance  du  public.  Méton  perfectionna  l'emploi  de  ces 
Tables;  il  y  ajouta  l'indication  des  solstices,  des  levers  et  couchers 
des  étoiles  fixes  et  du  temps  observé  dans  le  cours  de  sa  période  de 
dix-neuf  ans.  C'était  un  premier  pas  vers  la  prédiction  du  temps. 
Cet  art  prit  un  nouvel  essor  avec  Ptolémée.  Le  célèbre  astronome 
d'Alexandrie  imagina  de  noter  les  aspects  des  planètes  et  leur  in- 
fluence sur  l'atmosphère,  ce  qui  contient  le  germe  d(!s  doctrines  de 
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l'Astrologie  naturelle.  Le  moyeu  iige  les  accepta  et  les  suivit  saus 
réserve;  les  Arabes  les  accueillirent  pareillement.  iNous  les  retrou- 
vons, sous  une  forme  curieuse,  clans  les  écrits  d'un  Auglais,  John 
Eschvid,  auteur  d'un  Livre  publié  vers  i347  ^^  appt^lé  ordinai- 
rement SoJti/?ie  niii^licane,  mais  plus  exactement  Encjclopcdic 
judiciaire  des  accidents  du  monde.  Jl  y  est  question  des  influences 
du  cliaud,  du  froid,  de  la  sérénité  du  ciel,  de  la  pluie,  de  la  neige, 
de  la  grêle,  du  vent,  du  tonnerre,  des  tremblements  de  terre,  delà 
peste,  delà  disette  et  de  la  guerre.  On  peut  donc  prévoir,  d'après 
cela,  que  Werner  devait  suivre  une  voie  devenue  classique  depuis 
longtemps. 

L'ensemble  de  ses  observations  météorologiques  lui  suggéra 
bientôt  le  projet  de  les  résumer  dans  une  monographie  spéciale, 
destinée  à  être  publiée  après  sa  mort.  Jean  Schooner,  alors  pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  INuremberg,  se  chargea  des  frais  de 
l'édition  et  dédia  l'Ouvrage  au  médecin  Otto  Flosser.  La  jeunesse 
studieuse  avait  besoin,  d'après  lui,  plutôt  d'exemples  pratiques 
que  de  Livres  théoriques.  Le  Journal  d'observations  de  \\  erner 
semblait  devoir  remplir  exactement  cette  condition,  et  l'éditeur  ne 
croyait  pouvoir  mieux  faire  que  de  le  dédier  à  un  médecin,  at- 
tendu qu'il  regardait  la  Météorologie,  cette  branche  de  la  Physique, 
comme  un  auxiliaire  précieux  pour  la  Médecine.  L'autorité  de 
Galien  et  d'Hippocrate  avait  consacré  depuis  longtemps  l'idée  que 
chaque  tempérament,  par  exemple,  était  soumis  à  l'intluence  spé- 
ciale du  cours  des  planètes. 

Le  Journal  de  Werner  renferme  l'indication  de  quelques  règles 
fondamentales.  A\  erner  regarde  le  Soleil  comme  le  promoteur  de 
tous  les  phénomènes  météorologiques,  sans  oublier  pour  cela  l'in- 
fluence des  planètes,  qui,  par  leur  nature  chaude  ou  froide,  ou  bien 
encore  par  leurs  conjonctions  et  oppositions,  modifient  la  tempéra- 
ture d'une  saison  de  l'année.  Sous  ce  rapport,  Kepler  a  été  encore 
plus  précis  que  Werner.  Mais  notre  météorologiste  ne  limite 
pas  l'influence  des  planètes  aux  combinaisons  de  leurs  situations. 
11  attribue  aussi  des  changements  de  temps  à  la  conjonction  des 
planètes  avec  des  étoiles  fixes  de  la  région  de  l'écliptique. 

Le  relevé  de  la  situation  journalière  du  temps  pour  l'année  i5  i3 
est  tenu  avec  un  grand  soin.  Chaque  phénomène  observé  est  at- 
tribué à  l'aspect  astrologi([ue  des  planètes.  Citons  un  passage;  au 
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hasard  :  «  Du  y  au  i5  mars,  la  constante  sérciiilc  de  1  atmosphère 
doit  être  expliquée  par  l'entrée  de  Vénus  dans  le  Taureau.  Aussitôt 
que  cette  planète  se  trouva  en  opposition  avec  Saturne,  il  se  pro- 
duisit un  changement  de  temps,  etc.,  etc.  «  Tout  cet  Almanach 
parait  inspiré  des  principes  de  l'Astrologie  judiciaire-,  c'est  une 
collection  d'horoscopes  eutremùlés  de  théories  astronomiques  et 
météorologiques,  dont  Kepler  a  réuni,  sous  le  titre  de  iMnrgi- 
nalla  ex  E pliemeridihus ,  une  collection  semblable,  embrassant 
une  durée  totale  de  vingt  ans  (1617-1636)  (voir  Bulletin,  t.  XI, 
p.  71;  1876).  Des  documents  de  celte  nature  peuvent  avoir  une 
très-grande  utilité  pour  l'histoire  de  la  INIétéorologie -,  il  y  a 
intérêt  à  connaître  au  moins  les  Ouvrages  qui  les  renferment. 

Le  Recueil  se  termine  par  une  diatribe  dirigée  contre  les  astro- 
logues, qui  établissent,  pour  un  lieu  déterminé,  des  prédictions 
qu'ils  croient  applicables  à  tout  l'univers,  sans  se  préoccuper  des 
influences  climatologiques  ;  «  Ce  qui  s'observe  à  iNuremberg  ne 
saurait  avoir  lieu  à  Rome,  où  la  chaleur  du  Soleil  est  plus  grande 
(;t  le  climat  beaucoup  plus  doux.  ))  Des  observations  météorolo- 
giques pareilles  à  celles  de  Werner  se  trouvent  dans  les  écrits  de 
David  Fabricius,  astronome  bien  connu  par  la  correspondance 
active  qu'il  entretint  avec  Kepler,  Ces  observations  commencent 
en  iDpo  et  embrassent  une  partie  de  la  période  étudiée  par  Tycho 
Brahe. 

JM.  La  Cour  a  publié  récemment,  pour  la  première  fois,  un  Journal 
d'observations  météorologiques  recueillies  par  Tycho  Brahe,  le 
rénovateur  des  méthodes  d'observation  (voir  Bulletin,  t.  XII, 
lo,  11*^  Partie,  p.  196).  Tycho  a  noté  l'état  du  temps  et  les 
circonstances  atmosphériques  pour  chaque  jour,  durant  une  pé- 
riode de  quinze  ans,  de  i582  à  iJC)7,  qu'il  passa  à  Uranibourg. 
L'extrait  suivant  permettra  de  juger  la  précision  d'observations 
faites  sans  le  secours  d'instruments. 

28  a\^ril  1390.  —  Vent  de  nord  avant  midi  5  calme  5  vent  d'ouest 
après  raidi;  temps  calme  et  passablement  clair. 

24-  —  Assez  pur  avant  midi;  éclat  du  >3oleil  ;  temps  calme, 
chaud,  mais  avec  courants  frais  de  vent  de  sud  par  intervalles, 
A  l'est  et  à  l'ouest,  près  de  F  horizon,  une  nuance  grise,  plus  mar- 
(|uée  à  l'est  (ju'à  l'ouest.  Même  temps  après  midi,  saui  (ju'il  n'exis- 
tait plus  de  brumes  autour  de  l'iiorizou. 
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20.  —  Soleil  radieux-,  assez  chaud;  avec  rafales  de  vent  frais 
de  sud  par  intermittences. 

26.  —  Soleil  radieux  ;  vent  de  nord-est,  froid  et  assez  fort,  par 
moments,  pour  pousser  les  navires  à  pleines  voiles.  Le  ciel  est  par- 
semé çà  et  là  dv.  quelques  nuages  blancs  et  noirs. 

M.  La  Cour  a  eu  l'idée  de  figurer  par  des  courbes  ces  données 
météorologiques,  d'après  les  règles  actuellement  suivies,  lia  ainsi 
acquis  la  preuve  «  que  l'état  général  de  l'atmosphère,  rapporté  au 
même  calendrier,  était  le  même,  il  y  a  près  de  trois  cents  ans,  que 
de  nos  jours  ». 

Nous  avons  épuisé  tout  ce  que  les  écrits  de  Werner  pouvaient 
donner  d'utile  à  la  Science  moderne.  Au  point  de  vue  de  la  Géo- 
graphie mathématique,  Werner  a  laissé  des  travaux  importants. 
Ses  contributions  à  l'histoire  de  la  Météorologie  oilrent  aussi  un 
grand  intérêt,  mais  elles  semblent  moins  en  rapport  avec  l'objet 
des  Mémoires  analysés  jusqu'à  présent. 

Si  donc  M.  Gûnther  a  cru  devoir  leur  consacrer  aussi  une  large 
place,  c'est  parce  que  les  écrits  de  Werner  lui  ont  ofi'ert  l'attrait 
particulier  que  trouve  toujours  un  ami  de  la  Science  aux  œuvres 
d'un  géomètre  qui  a  illustré  sa  ville  natale.  H.   îî. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  ; 
P.vR  M.  CH.  HERMITE  ('). 

C'est  à  Euler  qu'est  due  la  première  méthode  d'intégration  de  ces 
équations  dans  le  cas  où,  les  coeflficients  étant  supposés  constants, 
l'équation  a  la  forme 

^  dy  d-  Y  d'^  r 


(')  M.  Hermitc  a  bien  voulu  nous  autorisera  faire  connaître  il  nos  lecteurs  cette 
belle  Leçon,  qui  fait  partie  de  son  Cours  d'yinnlrsede  V  École  Polytechnique,  2°  année; 
nous  publions  la  rédaction  faite  par  les  élèves  dons  l'année  i87'î-i875. 
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Cancliv  a  ensuite  donné  une  seconde  niélliodc,  qui  est  celle  que 
nous  allons  exposer. 

A  cette  équation  dillérentielle,  Cauchy  a  rattaclié  l'équation  algé- 
brique suivante, 

«  -}-  p3  -i-  ys^  -+-  .  .  .  H-  z"  =  o, 

obtenue  en  remplaçant  les  dérivées  successives  de  la  l'onction  >  par 
les  puissances  de  l'inconnue  2,  dont  les  exposants  sont  respective- 
ment égaux  aux  ordres  de  dérivation.  SoitF(c)  le  premier  membre 
de  cette  écpiation,  c[ue  Caucliv  a  apptdée  V équation  ccuactéristiqiie 
de  l'équation  dillérentielle  proposée.  Si  nous  envisageons  l'intégrale 
suivante. 


où  n  (3)  est  un  polynôme  entier  en  z  à  coetlicients  arbitraires,  et  si 
nous  supposons  cette  intégrale  effectuée  en  faisant  décrire  à  la  va- 
riable -  un  contour  fermé  tout  à  fait  quelconque,  nous  allons 
montrer  que  cette  intégrale  est  une  solution  de  l'équation  diifé- 
rentielle  proposée. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  contour  ne  renferme  aucun  pôle  de 

e'"  n  '  ;  ^      ,         ,       . 
la  fonction r^  5  c  est-à-dire  aucun  point  qui  ait  pour  allixe  une 

racine  de  l'équation  caractéristique,  l'intégrale  est  nulle,  et  7  =  o 
est  bien  une  solution  de  l'équation  dillérentielle  proposée;  mais 
c'est  dans  le  cas  où  le  contour  renferme  des  pôles  que  nous  obtenons 
effectivement  des  solutions. 

Pour  démontrer  ou  plutôt  pour  vérifier  ce  théorème,  formons 
les  dérivées  successives  de  l'intégrale  par  rapport  à  X5  nous  au- 
rons 

d7r.  ~J        ÏV 


dz, 

z] 


d.r^'        J         ¥   z) 


d'\y  _   f*e--'^z"-n{z) 
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cliacuue  de  ces  intégrales    étant  toujours    supposée   eilecluée   le 
long  du  contour  fermé. 

Sul)stituons  dans  l'écpiation  proposée^  le  premier  membre  de- 
vient 

■   j   i.,;,-'('<  +  ?=-^ -.■  +  =")*• 

On  voit  que  F (3)  disparait  comme  facteur  commun  et  que  l'in- 
tégrale est  celle  de  e^-' !!(;:),  qui,  elfectuée  le  long  du  contour 
fermé,  est  nulle,  puisque  II  (;;)  est  un  polynôme  entier.  L'équation 
est  donc  vérifiée,  ce  qui  démontre  que.  quel  que  soit  le  contour 
fermé  d'intégration,  l'intégrale 


P 


^U{z] 


est  une  solution  de  l'équation  proposée. 

lîemart/iie.  —  '^{^)  étant  un  polynôme  de  degré  quelconque,  il 
semble  qu'il  entre  dans  la  solution  un  nombre  quelconque  de  con- 
stantes arbitraires  5  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est  au 
plus  égal  à  71.  En  elfet,  on  peut  toujours,  si  n(c)  est  de  degré 
supérieur  à  celui  deF(^),  écrire  identiquement 

'F  (s)  étant  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  inférieur  à  //,  d'où 
l'on  tire 

mais,  en  intégrant  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  on  voit 
(pie  la  première  intégrale  s'évanouit,  puisque  ^(:;)  est  un  polynôme 
entier,  et  il  ne  reste  que  la  seconde  où  ^(-)  renferme  au  plus 
/i  constantes  arbitraires,  puisque  son  degré  est  au  plus  égal  à 
//  —  I . 

^ous  allons  maintenant  passer  de  l'expression  de  la  solution  sous 
forme  d'intégrale  à  une  expression  sous  forme  explicite. 

Soit  S  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ■   ^,,    .  ■  qui  corres- 
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pondent  aux  racines  du  dénominateur  affixes  de  points  intérieurs 
au  contour  d'intégration. 

L'intégrale  aura  pour  valeur  atTiS. 

Calculons  ces  résidus. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  caractéristique  n'ait  pas  de 

racine   multiple,    et    décomposons   la    lonction   ~ — -  en  éléments 

simples.  On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  ^{~)  est  in- 
féi'ieur  à  celui  de  F(r;) -,  par  suite,  le  résultat  de  la  décomposition 
sera 

n(z)  A  B  L 

¥[z)       z  —  a        z  —  h        '  '  z  —  / 

Faisons  z  ■=^  a  -^  h  dans  la  fonction  — - — —  ;  elle  devient 


P^("+/' )  n  (  r/  H-  // 1  /  lix        1i^ .r^ 


Y[a  -^  a  \  1  1.2 

A 

II 


puisque  le  terme donne   seul  un  terme  en  -  •  Le  résidu  sera 

donc  égal  à  Ae"-^;  on  a  donc  pour  première  solution,  en  intégrant 
le  long  d'un  contour  qui  ne  contient  que  la  racine  «,  aiTrAe"'. 
En  général,  le  contour  pouvant  contenir  un  nombre  quelconque 

de  pôles  de  la  fonction  — r;-  --  ?  la  solution  générale  sera  de   la 

forme 

_)■=:=  A e"-'  -4-  Be''-'"  -f-  .  .  .  -t-  Le'-'", 

<2,  Z»,  .  .  . ,  /étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique,  et  A, 
B,  .  .  . ,  L,  72  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  nulles  et  qui 
renferment  le  facteur  217:. 

Supposons   maintenant  que   l'équation    caractéristique  ail   dos 
racines  multiples,  et  soit 
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La  roiiuule  de  décoinposilioii  est  alors 


llfc]  A  B 


A,  B, 

-t- -h 


[Z  —  ,l)-  [Z—Ù'j- 

A«  B, 


JNous  aurons,  en  faisant  z  =  a-^  //, 

nfrt -!-//)_  A       A,  A, 

les  termes  suivants  ne  contenant  pas  de  puissances  négatives  de  // 
d'ailleurs, 


gX{a-*-li)  —-  gUJC  j   j 


\      '      i  I  -  '  ■  *         I  .  2"  "^  '  ■     /  ' 


Pour  avoir  le  résidu  correspondant  à  :^  =  «,  c'est-à-dire  le  coelfi- 


\\[a  -\-  h 


cient  du  terme  en  -  dans  le  développement  de  — e-^(«+''')     iJ 

//  ^  ^  F  ^  rt  H-  //  )  ' 

suffit  de  muUij)]ier  les  coefficients  des  termes  qui  se  correspondent 
dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités  précédentes.  On  trouve 
ainsi  pour  expression  du  résidu,  et  par  conséquent  pour  une  solu- 
tion de  l'équation  dilîércnLielle  proposée, 

I  1.2... 

La  solution  générale  sera  donc  de  la  forme 


et,  comme 


,)  +  (P  _)_,  j  _,_..._(-(),  H-  l)^,,, 


on  voit  que  la  solution  généi-ale  contient  n  coefficients  arbitraires, 
FaL-sons  une  \éri(icalion  dans  le  cas  des  racines  simples. 
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Montrons  d'abord  que  j  r-  Ae"*^'  est  une  soliUion;   nous  parti- 
rons de  là  pour  vérifier  la  solution  générale.  Soit  donc 


J 

r= 

Ae""-, 

d.y 

— ■ 

Aae»-^, 

d^ 

d-y 



ka-e"-~. 

dx'- 

d^y 

— 

A  a"  e""". 

dx" 

Substituant  dans  l'équation  dilîérentielle,  le  premier  membre 
devient 

Ae"''  (  «  H-  3<7  -!-  y  a-  -h  .  .  .  -i-  «"  ) . 

Or  le  seeond  facteur  n'est  autre  chose  queF(rt)^  il  ost  donc 
nul,  puisque  F(- )  =  o  admet  la  racine  a.  Donc  j  ---  Ae''*^^  est  une 
solution. 

Je  dis  que,  ^^y  \  et  j  o  sont  des  solutions,  il  en  est  de  même  de 

En  ell'et,  si  l'on  a 

.    .^(r,  dr]  d"y, 

•    '         '    dx         '   dx^  dx" 

^dv,  d-y,  d"y, 

«r.,  -I-  S  - — ■  -H-  7  — -=  -I-  ...  H '—^  =  o, 

■^-       '    dx         '   dx^  dx" 

il  vient,  en  ajoutant, 

='■(Jl-J.)  +  S-^(Jt+J.)-^7^(Jl^-J.)-•••-o, 

ce  qui  montre  quej  i  -h  )  -i  est  une  solution.  11  en  serait  de  même 
de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  de  la  forme 
Ke^'^,  ce  qui  vérifie  la  solution  générale 

Ae«-^  H-  ^e^"  -f-  .  .  .  -t-  Et-'-^. 

Passons  au  cas  des  racines  nndti[)l('s.  La  vérillcation  est  moins 
immédiate,  ISous  considérerons,  pour  y  parvenir,  une  transformée 
de  l'écpialion  dillércntielle  proposée,  donl  la  varia])le   -  sera  liée  à 
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la  variable  j  par  la  relation 

///étant  une  constante  arbitraire.  Formons  les  dérivées  successives 
(Je  }■  ;  on  aura 

dy 


JllX  l 

d.r  ~~  " 


e'"-^ [mz -ir  z  )  ^ 


d'Y  ,     „  ,         ,v 

• — ^  m--  e'""^  m- z-^  imz  +  z*], 
dx^ 


On  voit  que,  en  substituant  dans  l'équation  proposée,   on  obtient 
le  produit  de  e"'^'  par  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées. 
Nous  avons  donc  identiquement 

dr  d"^Y 

«r+ S—  -+-.  .  .  +  -— ^-  =  e"'-^-(G3-+-  Il3'  +  .  .  .-4-  Ls"). 
d.c  d.r" 

Pour  calculer  les  coefficients  constants  G,  H,  .  .  ,  ,L,  remarquons 
que  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  z,  qui  est 
une  fonction  quelconque  de  x.  Faisons  "  :—  e'''*",  //  étant  une  con- 
stante; nous  devons  avoir  identiquement,  en  divisant  les  deux 
membres  par  le  facteur  e^"^"^^^^^ 

y.  +  fi  (  m  -t-  //  ]  +  y  (  w  -f-  //  )■-  +  .  .  .  -f-  ( m  +  /^  )"  =  G  H-  lI/<  +  .  .  .  -H  L/i". 

Le  premier  membre  est  F(///  -h  //)  ;  l'identité  précédente  devant 
avoir  lieu  quel  que  soit  //,  les  coefficients  G,  H,  .  .  .  doivent  être 
égaux  respectivement  aux  coefficients  des  puissances  successives  de 
//  dans  le  développement  de  Fj^///  -f-  //  ).  On  a  donc 

G^F(w), 


F"(; 


L'équation  transformée  est  donc  la  suivante  : 

r       ,     ,        dz     ,,     ,        dH  F" (m)  1 

|_  dx  d.r-      1.2  J 
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Supposons  que  m  soit  une  racine  simple  de  l'équalion  caracté- 
ristique; alors  F('«)  =^  o.  L'équation  précédente  commence  par  un 

terme  en  -^\  elle   est  donc  vérifiée  si  l'on  suppose  que  z  est  une 

constante  A.  L'équalion  proposée  aura  pour  solution  correspon- 
dante 

Si  m  est  une  racine  double,  ou  a  F("')  =^  o,  Y' [m)  =^  o-^  la 

transformée,  commençant  par  un  terme  en  -— '  ^^t  veritiee  si  1  on 

suppose  que  ::  est  un  binôme  du  premier  degré  enx(i;  =  Ah-Ho'). 
La  solution  correspondante  pour  l'équation  proposée  est 

y  =  c"'^[A  -f-  Bx). 

On  verrait  de  même  que,  si  Jii  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité a  H-  I  de  la  caractéristique,  on  a  pour  solution  de  l'équation 
diirérentielle 

j  —  e'"^ (  A  -{-  B.r  -+-  .  .  .  H-  L.r"), 

A,  B,  .  .  . ,  L  étant  des  coeflicicaits  arbitraires. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  les  constantes  arbitraires 
que  renferme  la  solution  générale  de  l'équalion  différentielle  li- 
néaire, de  façon  que  pour  une  valeur  particulière  de  x,  pour  jr=^o 
par  exemple,  la  fonction  r  et  ses  dérivées  successives  prennent  des 
valeurs  données. 

Voici  quelle  était  la  méthode  suivie  avant  queCaucliy  eùtd(jnné 
une  solution  générale  de  ce  problème.  Prenons  le  cas  où  F(^)  n'a 
(pie  des  racines  simples;  la  solution  est  de  la  forme 

y  —  Ae''-'  -f-  B<?''-^'  +  .  .  .  +  Le'-^. 

On  forme  les  [n  —  i)  premières  dérivées,  on  y  fait  x  =  o,  et, 
en  égalant  les  valeurs  qu'elles  prennent  aux  valeurs  données 
-)oi  loî  •  •  '■)'y")~\  oi^  obtient,  pour  déterminer  A,  B,  .  .  . ,  L,  les 
//  équations  suivanl(\s  : 

A     H-  B     4-  ...  -I-  L     =  joj 

A  rt  -4   B  />  H-  .  .  .  -;   L/  --  v',, 


MÉLANGES.  3i9 

Quand  on  passe  au  cas  où  léquaLi'on  caractt!risti{[U(;  a  des  racines 
multiples,  cette  méthode  est  d'une  application  difîicile,  puisque 
les  dérivées  de j-  sont  plus  coinplicpiées  et  que  les  diverses  racines 
n'entrent  plus  de  la  même  manière  dans  les  équations  à  résoudre. 

Caucliy  a  donné  une  méthode  très-simple,  qui  est  la  même  dans 
le  cas  des  racines  simples  et  des  racines  multiples. 

Reprenons  la  solution  de  l'équation  diCférentielle  sous  la  forme 


I      re'-^n 


^^^.; 


pour  que  cette  intégrale  soit  lasohition  générale,  il  faut  supposer 
que  le  contour  d'intégration  renferme  à  son  intérieur  tous  les 
points  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  F(-),  et,  comme  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur  quand  on  agrandit  le  contour,  je 
supposerai  que  c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  le  rayon  sera  très-grand. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  de  II  (~)  de  sorte  que,  pour 

X  =  o, I   — —T^'  dz  et  ses  n  —  i  iireuiières  dérivées  prennent 

les  valeurs  données,  que  je  supposerai  être  j  o^  Joi  •  *  •  7  J  o  '  7 
nous  avons  les  11  équations 

dz  =  joi 

h[zj 


_L  failli 
I     rz"-^n 


^./. 


■—  dz—  }"-' 


nu 


Pour  ohtenir  ces  diverses  intégrales,  développons  -7^ — ^^  suivant  les 

puissances  décroissantes  de  la  variahle-,  Tl{^)  étant  en  général  de 
degré  n  —  i ,  le  premier  terme  du  développement  sera  du  degré 
—  I  en  ",  et  l'on  aura 


tiz)       z       -       .•' 
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En  eirectuant  le  long  du  cercle  de  rayon  infini  les  n  intégrales 
précédentes,  il  suiîira  d'avoir  égard  dans  chaque  développement  au 

terme  en-?  et  nous  nous  trouverons  immédiatement  amenés  aux 

relations 

£o=Jo» 


puisque  les  valeurs  des  intégrales  sont  respectivement 


jNous  connaissons  ainsi  dans  le  développement  de  - — -  les  cociïi- 

1*  [z] 

cients  des  termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  —  n-^  cela  sufEt  pour 

déterminer  complètement  n(^),  puisqu  on  a  identiquement 

„W  =  F(.)(-^»  +  -^  +  ...  +  -2^) 

et  que  n(z)  doit  être  un  polynôme  entier  5  par  conséquent,  F(^) 
étant  de  degré  w,  on  voit  que  les  n  premiers  termes  de  la  série  sont 
seuls  utiles  à  la  détermination  de  ce  polynôme  et  qu'on  obtient 

n(2)  =jo(s  +  73  -f- ^3^  +  . . .  -i- z"-») 

H-   .  '. 


Ou  a  donc  n(r:)  par  une  métliode  qui  s'applique  aussi  bien  au 
cas  des  racines  simples  qu'à  celui  des  racines  multiples.  Cela  étant, 
et  pour  obtenir  explicitement  la  valeur  de  7  ,  il  sulhra,  connaissant 

n(s),  de  calculer  les  résidus  de  la  fonction  —-—-—•    Ce     calcul, 

que  nous  avons  ellectué  précédemment,  n'exige,  comme  on  l'a  vu, 
que  l'opération  algébrique  élémentaire  de  la  décomposition  de  la 

fraction  rationnelle  -vf—  en  fractions  simples. 

\[z) 

Ccjinnu-  application  des  formules  obtenues  dans  la  dernière  I.eçon 
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pour  rinlégraLiou  des  équations  linéaires  à  coeJîicients  constants 
sans  second  membre,  je  prendrai  l'équation 

d-y        ,   . 

dx~ 

qui  se  rencontre  dans  les  applications  de  l'Analyse  à  la  Physique, 
et  en  particulier  à  l'Optique.  Elle  appartient  ta  un  type  déjà  étudié 
d'équations  différentielles  du  second  ordre  5  mais  nous  la  traiterons 
suivant  les  procédés  que  nous  venons  d'expliquer. 

L'équation  caractéristique  est  z-  -f-  jï-  ^=  o;  elle  admet  les  deux 
racinesG  =  ±  in.  Si  nous  voulons  que,  pour  a:  =  0,  j>^  et  j' prennent 
certaines  valeurs  fixées  d'avance,  jo  et  j'^,  il  faudra  déterminer  le 
polynôme  entier  n(c)  par  la  relation 

V{z]''  ^  "^  z-  "^  z^'  "^■•-  ' 

qui  donne,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(^)  et  ne  conser- 
vant dans  le  second  que  les  termes  ne  contenant  pas  z  en  dénomi- 
nateur, 

77  (.3)  =:r„S+/„. 

çzx  Y[{  z'^ 
La    fonction  — pT^V^''    dont  on   doit    calculer  les  résidus,    est 

r„3  -h  y\       .                                  .                            ,                      e'-'^niz] 
— 5 7^  e-'  :  pour    une    racine    r:,   son    résidu    est    V    ou 

z'-\-n'^  '  Y'  [z 

I  /         ^ 

1 

somme  de  ces  deux  résidus  est  alors 


n'o  -t-"—  j  e-'-'';  pour  la  racine  —  -,  ce  sera  -  ho  — —  )  e~'-^ .  La 


?.  -?.  z 


en  y  faisant  z  =  /«,  on  trouve  l'intégrale  cliercliée 


,  sm«.r 

Vo  COS/?JC  -I- j-^   •■ 


D'après  la  forme  de  l'équation  différentielle,  il  est  évident'quc, 
si  l'on  a  une  solution  j  =  ç(-),  j-,  =çp(xH-c)  sera  encore  une 
solution,  c  étant  une  constante  quelconque.  On  profite  de  cette  rc- 
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marque  pour  mettre  l'intégrale  sous  vuie  forme  telle  qu'elle  prenne 
des  valeurs  T  0  et  r'^,?  non  plus  pour  la  valeur  a:=  o,  mais  pour  une 
valeur  quelconque  x  :=  r;  il  sulïit  de  prendre 

,                       ,  sin«(.r  —  c] 
J~JoCns/?.r(x  — rj  +j)-„  • ■• 

Celte  intégrale,  comme  on  voit,  est  une  expression  réelle,  bien 
que  les  racines  de  l'équation  soient  imaginaires  ;  or,  en  général, 
étant  donnée  une  équation  dillérentielle  linéaire  sans  second 
membix;  et  à  coefficients  constants,  je  dis  que,  si  ces  coefficients 
sont  réels,  ainsi  quelcs  quantités  j'^o^j'oij'o^  .  .  . ,  on  pourra  mettre 
aisément  l'intégrale  sous  forme  explicitement  réelle.  En  effet,  a 
étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  caractéristique,  on  pren- 
dra sa  conjuguée  b  et  on  considérera  les  deux  termes  A  e"-^'  -h  Be*-*'. 
A  et  B  sont  évidemment  conjugués,  puisque   ce  sont  les  résidus 

d'une  même  fonction  réelle  — ^  pour  deux  racines  conjuguées  du 

dénominateur. 

Supposons  que  a  =:=  a  -f-  / 13,  h  =  a  —  t(3  et  A  =::  P  -h  i'Q, 
lî  =  P  —  l'Q  ;  nous  aurons 

A<?"-^'  -f-  Bc''''  =:  Ae"  (coSj3.r  +  /sin/3.r)  -i-  Be"'^  (cosSx  —  /  sin,S.7-) 
=  c"--^  cos s .r  (  A-f-B )  -\- e"" sin ,S .r  (  A— B  )  / 
r=  9. P f"-^  COS p.r  —  2  Q e""^  sin  S x , 

quantité  qui  est  en  elfet  réelle. 

jXous  avons  vu  tout  à  l'heure  que,  étant  donnée  une  solution  de 

— ^ -h /i-}^  =  o,   en    y   changeant  x  en  x~\~c,  on  a  encore  une 

solution.  Cela  se  voit  immédiatement  sur  la  forme  générale 
y  =:z  A  e"'^'  -î-  Be*^  H-  .  .  . ,  car  les  différents  termes  se  trouvent  sim- 
plement multipliés  par  <?'",  e*',  ce  qui  revient  à  changer  les  con- 
stantes A,  B,  qui  sont  arbitraires. 

Equations  linéaires  à  second  membre  et  à  coefficients  constants . 

Je  supposerai  que,  ce  second  membre  étant  un  polynôme  entier 
F{.r)  de  degré  />,  l'équation  proposée  soit 

(ly  cl-  Y  d"  y       „ ,     , 

<lx  lit-  cLv" 
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Si  je   prends   la  dérivée  d'ordre  p  H-  i   des  deux   membres,    je 
trouverai 

que  je  sais  intégrer  et  dont  les  solutions  fourniront  celles  de  la 
proposée.  A  la  vérité,  cette  nouvelle  équation  est  plus  générale 
que  la  première^  aussi  devrons-nous  particulariser  le  résultat 
obtenu. 

L'équation  caractéristique  est 

Le  premier  membre  est  r;/'+'  multiplié  par  le  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  qui  correspondrait  à  l'équation  difïé- 
rentielle  proposée  sans  second  membre.  On  sait  qu'une  racine  a 
d'ordre  (/;-!-i)  de  l'équation  caractéristique  donne  dans  l'inté- 
grale un  terme  e'^^[g-\-  hx  -h  .  .  .  ~|-  xp').  Ici  «  =  o^  on  aura  donc 
simplement  un  polynôme  de  degré/?,  F(a:),  auquel  il  laudra  ajouter 
l'ensemble  des  termes  correspondant  aux  racines  simples  ou  inui- 
tiples  de  l'équation  caractéristique 


La  valeur  de  y  sera  donc 

y  =  F  (  .r  )  +  A  e""'  H-  B  e^-"'  +  .  .  . , 

où  la  partie  ajoutée  à  F(x)  représente  la  solution  de  l'équation 
proposée,  privée  de  second  membre. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coeflicients  de  F(a)  ;,  on 
pourrait  le  faire  en  elfectuant  la  substitution  de  cette  valeur  de  y 
dans  l'équation  proposée,  et  il  n'y  aura  cju'à  s'occuj)er  des  termes 
produits  par  F(jf  )  et  ses  dérivées  successives  et  identilier  la  somme 
de  c<;s  termes  au  second  membre  F(x). 

Mais  nous  donnerons  le  moyen  de  déterminer  ])lus  rapidement 

les  coefficients  de  F(a?).  Effectuons  la  division ; 


et  i-epré5enton.s    le   ([uolic;nt   par  a,, -f- (i»(,  c  ^- y,,  ""  4- '^n -■"  H- 
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Les  coefficients  ao,t3o,7o,  •  •  •  seront  liés  par  les  relations 


V.V.n  =    I 


(i)  j  «So  +  S«o  =  o, 


Cela  étant,  je  dis  que 

F(.r)  =  «oF(x)  H-  ,3oF'  (.r)  -f-  yoF"(^)  +  .  .  .  , 

série  qui  s'arrêtera  d'elle-même  quand  on  arrivera  à  !>+'  (a:),  qui 
est  nul. 

Pour  vérifier  cette  valeur  de  F(^),  il  suffit  de  faire  la  substitu- 
tion comme  il  a  été  dit  tout  à  l'heure^  or  on  trouvera  ainsi 

««oF(.r)  +  (apo  +  P«o)F'(x)  +  {«'/o  +  ,3,%  +  '/«o)  F"(.r  )  4- .  .  .  , 

qui  doit  être  identique  à  F  (a:),  et  cette  condition  est  satisfaite 
d'après  les  relations  (i). 

Comme  exemple,  je  prendrai  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

-- — h  ^^r  =  F  .r), 
cLv 

que  nous  savons  déjà  intégrer;  nous  allons  ainsi  retrouver  le  ré- 
sultat précédemment  obtenu.  En  appliquant  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée,  nous  ferons  le  quotient 


a  -\-  z       a        à-       d' 
)Lx\.  posant  alors 


la  solution  générale  sera 


Reinarque.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  se  sert, 
comme  nous  l'avons  faitici,  d'une  fonction  (j?  (x)=:3(-|-|3a:-f-yx'--h..., 
dans  laf|U('lle  les  exposants  de  la  variable  correspondent  à  des  in- 
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dices  de  dérivation  d'une  fonction  donnée  F(x).  F^orsqu'on  déduit 
ainsi  de  F  (x)  la  nouvelle  fonction  aF (x)-}-^'^' {x  )-\-y¥" {x)-h . . . , 
cela  s'appelle  opérer  sur  F [x)  à  l'aide  de  cp(x). 

En  terminant,  nous  indiquerons,  sans  la  démontrer,  la  consé- 
tiuence  suivante  :  Lorsque  V êijiLation  caracLérisLique  a  toutes  ses 
racines  réelles,  le  nouihre  des  racines  réelles  deF[x)  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  réelles  deF[x). 


APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE  A  L'ÉQUATION  LINÉAIRE 
A  COEFFICIENTS  CONSTANTS  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Par  m.  g.  DAllBOUX. 

Dans  les  Leçons  que  nous  venons  de  reproduire,  M.  Hermite  a 
traité  seulement  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  Mais  un 
résultat  très-important  obtenu  par  l'illustre  géomètre  va  nous  con- 
duire d'une  manière  simple  à  l'intégration  de  l'équation  linéaire  à 
coefficients  constants  et  avec  second  membre.  Caucliy,  du  reste, 
n'avait  pas  négligé  cette  dernière  équation,  et  il  l'a  considérée  dans 
différents  Mémoires  insérés  aux  Exercices  de  3Iathéniatiq ues  (*  ). 

Supposons  que  l'on  se  propose  d'intégrer  l'équation 

oùa,  (3,  .  .  .,  A  sont  des  constantes  ety(x)  une  fonction  quelconque. 
On  pourra  appliquer  la  règle  suivante,  due  aussi  à  Caucliy. 

On  formera  d'abord  une  solution  particulière  4>(a:,t)  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que  ses  n  —  i 
premières  dérivées  pourx=  i,  et  telle,   en  outre,  que  sa  dérivée 


(')   Voir  les  Mémoires  suivants  de  Caiichy  : 

Application  du  calcul  des  résidus  à  l'intégration  des  équations  linéaires  ci  coef- 
Jîcients  constants  {Exercices  de  Mathématiqtics,  t.  1,  j>.  102). 

Sur  la  détermination  des  constantes  arbitraires  renfermées  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  linéaires  [Exercices  de  Mathématiques,  t.  II,  p.  sT)). 

Sur  la  transformation  des  fonctions  qui  représentent  les  intégrales  générales  des 
rqu<itions  différentielles  linéaires  {Exercices  de  Mathématiques^  t.  II,  p.  210). 
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n  —  l'ènie  gj3  rétluisc   à  f{t)   pour  la    même  valeur  de   x.     Cela 

posé,  la  fonction 


:£.,.(., 


;=   /      'V[x,t]dt, 


où  Xo  est  une  constante  quelconque,  sera  une  solution  particulière 
de  l'équation  différentielle  proposée. 

Nous  avons  donc  à  former  ici  la  fonction  4>  ( a",  f  ) ,  que  nous  venons 
de  définir.  Or,  d'après  une  règle  démontrée  par  M.  Hermite,  l'in- 
tégrale 


prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon  très-grand,  est  une  solu- 
tion de  l'équation  sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que 
ses  n —  2  premières  dérivées  pour  x  =  o  et  ayant  pour  la  même 
valeur  de  jc  sa  {n  —  1)'^"'°  dérivée  égale  à  l'unité.  Changeons  dans 
l'intégrale  précédente  x  en  x —  ^,  multiplions  pary(t),  cl  nous 
obtiendrons  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  former, 


^         '         9.77/     '„       1"    z] 


l'intégrale  étant  toujours  piise  sur  le  contour  d'un  cercle  d(;  rayon 


suffisamment  grand. 

Ainsi  l'intégrale  double 


(4)  Y=-^  /    f{t)dt\ — ^ 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  différentielle  (i). 

Voici  comment  on  peut  vérifier  directement  ce  résultat.  En  dif- 
férenliant  la  formule  (4),  on  a 

L'intégrale  curviligne  qui  figui'c  dans  le  premier  tenue  est  évidem- 
ment nulle.  11  resl(!  doue 

_,  dY     I   ^^.,  w  cc-A^-'Udz 


Mi'LANCKS.  327 

Si  l'on  l'Ciuarqne  que  tontes  l(!s  intégrales 


X 


z'>  dz 

FM 


sont  nulles  tant  que  p  est  inférieur  à  ii  —  i ,  on  trouvera,  en  diilé- 
rentiant  successivement  la  formule  (5), 

r//'Y  I        r'^  r  e'-^''~')z''dz 

^  '  'i'^"    ^■'^'J.-:      Jk   f(z) 

tant  que  j)  sera  inférieur  à  /;. 

Poui-  obtenir  la  dérivée    /^''^°'°,   nous   différentierons  la  formule 
précédente,  en  y  supposant  y.»  =  /^  —  i .  Nous  avons 


./..-         ,..^J^    F[z)     ^2..X/^   ^      Jr 

r  z"~'dz. 


t'=(^-')s"c^z 


Y{z] 

et,  comme  on  a 

dz 

il  restera 


l\  sulHt  maintenant  de  substituer  les  valeurs  de  Y  et  de  ses  dé- 
rivées pour  reconnaitrc  c[ne  Y  est  une  solution  particulière  de 
i  équation  différentielle  (i).  Au  reste,  la  démonstration  pré- 
cédente est  au  fond  celle  de  Caucliy. 

Reportons-nous  à  la  formule  (4)  t?t  posons 

(8)  R(.)  = 


U(/)    sera    la   somme    des   résidus   relatifs  à    toutes  les  racines  de 


Supposons  qu'on  ait  décomposé  - — :  en  fractions  sim[)les,  etpo- 
us 

^  ['■  j       Lu  I  z  —  a  -■  —  a  -  :■  —  <(  '  j 
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on  aura 

t(z  —  fi][x  —  t]  ~\ 

el  le  résidu  relatif  à  la  racine  a  sera 

|_    "  I  1.2.../?  —  I    J 

On  aura  donc 

(9)  R(o=2-'°'-"b^°  +  -^-r-'-^--+  ,...../,-.  J 

et  Y  sera  alors  donné  par  la  formule 

(lo)  Y=    r  f[t)K[t]dt, 

J  x„ 

absolument  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  pages  199  et  200. 
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GÛNTHER  (S.).  —  Studien-  zur  Gesciiichte  der  mathematischen  und  piiy- 
siKALisciiEN  Géographie.  VI.  Heft.  Halle,  1879.  In-8°,  75  pages  ('). 

Lorsque  l'analyse  du  premier  IMénioire  de  M.  Gûnther  a  été 
publiée  dans  le  Bulletin,  le  travail  de  ce  géomètre  allemand  n'était 
pas  encore  terminé.  Depuis  cette  époque,  l'auteur  a  complété  son 
Ouvrage  par  un  essai  historique  du  développement  de  la  courbe 
loxodromique.  La  forme  sous  laquelle  il  a  présenté  ses  divers  Mé- 
moires montre  bien  qu'il  n'a  pas  eu  l'intention  de  refaire  une  his- 
toire de  la  Géographie  mathématique  et  physique;  il  s'est  préoc- 
cupé d'étudier  avec  plus  de  détails  certains  Chapitres  de  cette 
histoire  et  d'y  apporter  quelques  contributions  inédites  et  noti- 
velles.  Il  est  vivement  à  désirer  que  l'auteur  poursuive  ses  re- 
cherches, mais  il  faut  reconnaître  qu'il  ne  néglige  aucune  occasion 
d'enrichir  la  bibliographie  mathématique  dans  les  trop  court? 
loisirs  que  lui  laissent  ses  fonctions  parlementaires. 

Le  sixième  Mémoire  de  M.  Gûnther  est  intitulé  :  Histoire  de  la 
courhe  loxodromique  (333-4o7  \  i4  figui^es). 

La  courbe  à  double  courbure,  désignée  sous  le  nom  de  courbe 
loxodromique,  est  définie  par  la  condition  géométrique  de  couper 
sous  un  même  angle  tous  les  méridiens  d'une  surface  de  révolution, 
et,  en  particulier,  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère. 

Il  semble  que  l'histoire  de  cette  courbe  doive  se  rattacher  à  celle 
de  la  science  nautique  plutôt  qu'à  l'histoire  de  la  Géographie  ma- 
thématique^ mais  il  n'est  pas  aisé  de  l'en  séparer  complètement, 
et  il  est  intéressant  de  suivre  le  développement  historique  de  cette 
ligne  célèbre  depuis  la  première  notion  de  son  existence  jusqu'aux 
dernières  phases  de  son  évolution. 

Il  va  de  soi,  d'abord,  que  l'idée  d'une  semblable  route  suivie  par 
un  navire  à  la  surface  de  l'Océan  n'a  pu  prendre  naissance  avant 
la  découverte  de  la  boussole.  C'est  en  vain  que  divers  auteurs  ont 
essayé  d'attribuer  cette  invention  aux  Phéniciens,  aux  Egyptiens, 


(')  Voir  Bidledii,  IL,  4 10  cl  437;  III,,  78,  aga  et  3o3. 

Bull,  des  Sciences  mathcm.,  2"  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  23 
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aux  Carthaginois  et  aux  Juifs.  Il  est  certain  que,  vers  le  milieu  du 
xiii^  siècle,  le  compas  de  mer  était  en  usage  chez  les  riverains 
espagnols  et  italiens  de  la  ^léditerranée,  sous  une  forme  très-voi- 
sine de  celle  qu'il  a  de  nos  jours  ;  mais  nous  n'avons  pas  à  examiner 
cette  question,  pour  l'étude  de  laquelle  nous  renverrons  à  des  mo- 
nographies plus  spéciales,  entre  autres  à  celle  d'Ausserer. 

Les  premiers  germes  de  l'invention  ou  de  la  notion  de  la  courbe 
loxodromique  semblent  s'être  manifestés  à  l'apparition  des  Cartes 
plates,  dont  le  plus  curieux  spécimen  se  trouve  dans  deux  Ouvrages 
espagnols  publiés  en  i545  et  en  i556  par  Pedro  de  Médina  et 
Martin  Cor  tes. 

Peu  à  peu,  les  règles  suivies  au  moyen  âge  pour  la  navigation  se 
perfectionnèrent  sensiblement.  Toaldo  a  fait  connaître,  d'après  un 
manuscrit  vénitien  d'un  auteur  resté  inconnu,  la  règle  pratique 
euiployée  au  moyen  âge  sous  le  nom  de  inarteloio  ou  de  niarte- 
logio . 

Les  historiens  des  Mathématiques,  M.  Chasles  entre  autres,  ont 
attribué  à  Nunez  un  rôle  important  dans  le  progrès  de  la  navigation 
théorique.  Nunez  publia  ses  découvertes  dans  un  Ouvrage  écrit 
d'abord  en  portugais  et  traduit  plus  tard  en  latin.  Garçào  Stockler 
en  a  donné  une  analyse  dont  nous  extrayons  le  passage  suivant  : 
((  Le  premier  et  le  plus  remarquable  de  ses  deux  Ouvrages  novis 
montre  que  Pedro  Nunez  a  eu  la  gloire  d'être  le  premier  géomètre 
qui  ait  commencé  à  dégager  la  théorie  de  la  loxodromie,  en  établis- 
sant que  la  ligne  décrite  par  un  navii'e  à  la  surface  des  mers  lors- 
qu'il recoupe  tous  les  méridiens  sous  une  même  direction  oblique 
n'est  pas  un  grand  cercle  de  la  sphère  terrestre,  mais  une  ligne 
spirale  à  double  courbure,  dont  il  a  démontré  quelques  propriétés 
les  plus  dignes  de  remarque.  »  M.  Gùnther  appuie  ce  témoignage 
en  reproduisant  les  notions  dont  la  Science  est  redevable  à  Nunez. 
Ce  géomètre  appelle  rJiomh  ou  ligne  rhoinhique  la  courbe  qui 
vient  d'être  définie. 

Cette  manière  d'envisager  la  loxodromie  a  été  adoptée  générale- 
ment parles  géomètres  et  navigateurs  qui  l'ont  étudiée.  C'est  ainsi 
que  l'appelle  Simon  Stevin,  de  Bruges,  dans  son  Précis  de  Géo- 
graphie.  Le  quatrième  Livre  de  cet  Ouvrage  est  intitulé  :  Histio- 
drouiie,  ou  Cours  des  na\>ires.  La  troisième  définition  qu'il  contient 
se  rappoite  au  rhoinb  :  «  Romb  »,  dit-il,  (f  ou  cours  oblique,  est  une 
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ligne  qui  fait  tousiours  de  niesmes  angles  à  tous  les  méridiens  et 
n'est  ny  l'équateur  ny  un  luéridien.  »  Ce  terme  nouveau  deman- 
derait à  être  précisé.  En  effet,  à  cette  époque  ,  on  venait  à  peine 
d'acquérir  la  notion  de  la  déclinaison  magnétique,  et  on  la  regar- 
dait comme  constante  sur  toute  la  Terre.  C'est  pourquoi  Stevin 
suppose  que  l'aiguille  aimantée  doit  se  diriger  toujours  vers  le  nord, 
pourvu  que  le  navire  suive  une  route  loxodromique.  Stevin  re- 
marque, d'ailleurs,  la  forme  spirale  de  cette  courbe.  Il  est  aussi,  ce 
nous  semble,  le  premier  qui  ait  établi  une  distinction  nette  entre 
la  navigation  suivant  un  grand  cercle  et  la  navigation  suivant  une 
loxodromie.  Voici,  en  effet,  comment  il  les  caractérise  lui-même  : 
«  Après  que  Son  Excellence  (le  prince  statliouder  Maurice)  eust 
entendu  la  navigation  par  rombs,  comme  on  les  verra  cy  après,  et 
comparant  les  cours  droits  à  iceux,  comme  plus  courts,  il  luy  a 
semblé  bon  que  j'en  escrive  quelque  chose,  puis  que  l'ordre  mesme 
le  requerroit,  si  on  s'en  vouloit  servir,  et  ainsi  j'en  ay  fait  ces  deux 
descriptions  suivantes,  l'une  méclianique,  l'autre  mathématique.  » 

Bien  que  les  géomètres  dont  il  vient  d'être  question  aient  saisi 
l'intérêt  de  la  navigation,  leurs  recherches  ont  eu  plutôt  pour 
objet  la  théorie  de  la  manœuvre  des  navires  à  voiles.  Ce  fut  aussi 
la  préoccupation  d'un  autre  géomètre,  presque  contemporain  de 
Stevin  et  de  Nunez  :  nous  voulons  parler  du  célèbre  géographe 
Kremer,  plus  connu  sous  le  nom  de  Gerhard  Mercator.  Cet  habile 
dessinateur  de  Cartes  porta  toute  son  attention  à  chercher  des  con- 
structions simples,  exactes,  donnant  un  format  convenable  aux 
Cartes  marines.  L'invention  de  sa  méthode  de  projection  remonte  à 
l'année  1069.  ÎMercator  n'a  point  mentionné  la  propriété  de  ses 
Cartes  pour  le  tracé  de  la  route  loxodromique  ;  mais  un  passage  de 
sa  correspondance  avec  Granvella,  rapporté  par  Breusing,  biographe 
de  IMercator,  renferme  une  donnée  plus  précise.  Il  est  certain  que 
Mercator  a  été  sur  la  voie  de  la  découverte  de  la  loi  de  variation 
des  points  de  la  loxodromie  en  adoptant  son  échelle  dé  latitudes 
croissantes.  Il  doit  même  avoir  eu  la  notion  la  plus  simple  et  la 
plus  générale  de  la  courbe  loxodromique. 

L'idée  était  en  germe,  et  divers  géomètres  manifestaient  une  cer- 
taine tendance  à  modifier  les  règles  suivies  jusqu'alors.  Ed.  Wright 
signala  des  erreurs  dans  la  navigation  et  enseigna  à  les  corriger; 
mais  il  n'a  pu  éviter  de  tomber  lui-même  dans  d'autres  erreurs. 

23. 
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Poui"  revenir  à  Stcvin,  il  est  à  observer  que  ec  ge'omètre  a  établi 
sur  de  nouvelles  bases  la  théorie  de  la  loxodromie  considérée  comme 
route  nautique.  Voici  comment  il  énonce  la  propriété  fondamen- 
tale :  «  Comme  la  déclinaison  du  romb  de  l'équateur  progrediant 
d'un  degré  de  longitude,  à  la  déclinaison  suivante,  d'un  degré  en 
longitude  5  ainsi  fort  près  la  sécante  parle  commencement  du  der- 
nier progrès,  à  la  sécante  par  le  commencement  du  premier  pro- 
grès. ))  Le  développement  de  cette  proposition  occupe  un  long 
passage  de  l'Ouvrage.  Il  est  dit  ensuite  «  comment  on  pourrait  faire 
des  Tables  de  rombs  certaines  selon  l'opinion  de  l'autlieur  ». 

Voici  les  réflexions  que  Girard  ajoute  à  ses  remarques  :  «  La 
manière  parfaite  est  plus  facile  que  celle  que  Stevin  a  faite  et  qu'on 
n'a  trouvée  jusques  à  présent^  mais  où  sont  ceux  qui  payeroyent  la 
peine  de  celuy  qui  feroit  quelque  chose  d'excellent.!^  Tout  va  d'un 
si  bon  ordre  entre  les  hommes  et  la  Science  est  si  bien  estimée, 
que  c'est  merveilles  si  on  ne  revient  en  un  siècle  plus  barbare  que 
celuy  niesme  de  fer  :  là  dessus  je  feray  cette  question  à  la  vue  d'un 
chacun.  »  Les  dures  épreuves  qu'un  homme  aussi  exceptionnelle- 
ment doué  que  Girard  a  été  obligé  de  supporter  devaient  empêcher 
l'entier  développement  de  son  génie  et  peuvent  servir  de  réponse 
à  une  pi'oposition  aussi  pessimiste. 

La  loxodromie  est  devenue  l'objet  d'une  étude  systématique  de 
la  part  du  géomètre  Willebrord  Snellius  ,  auteur  d'un  Cours 
de  navigation  intitulé  Tiphjs  Bataviis,  ou  Histiodromie,  publié  à 
Leydeen  1624.  «  La  loxodromie  »,  dit-il,  <(  est  une  ligne  hélicoï- 
dale tracée  à  la  surface  du  globe  terrestre  et  qui  rencontre  sous  un 
même  angle  les  méridiens  successifs.  Elle  s'approche  indéfiniment 
des  deux  pôles,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre.  »  Snellius  indique 
également  la  loi  de  variation  de  la  longueur  de  la  loxodromie.  Son 
Traité  renferme  une  Table  destinée  à  faciliter  l'emploi  de  ses  for- 
mules. 11  contient  aussi  d'autres  indications  fort  utiles,  qui  contre- 
disent, ce  nous  semble,  le  jugement  qu'a  porté  Bouguer  au  sujet 
de  ce  Livre,  «  écrit  »,  dit-il,  «  d'une  manière  très-obscure,  qui  ne 
nuisit  pas  à  la  grande  réputation  que  l'auteur  méritoit  par  ses 
autres  Ouvrasres  ». 

Les  géomètres  du  xvii^  siècle  ont  laissé  diverses  remarques  sur  la 
courbe  loxodromique.  L'encyclopédie  scientifique  de  cette  époque, 
composée  par  Alsted,   renferme  une  description  de  cette  ligne. 
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On  en  trouve  encore  une  dans  le  Cours  de  Ma lliema tiques  d'Héri- 
gone.  Le  Traité  d'Hydrographie  de  Fournier,  S.  J.,  paru  en  i643, 
contient  les  premières  théories  scientifiques  relatives  à  la  mer  et  à 
l'art  nautique.  11  introduisit  la  considération  d'un  triangle  loxo- 
dromique  infiniment  petit,  que  Snellius  n'avait  pas  réussi  à  dé- 
gager pleinement.  Varenius ,  célèbre  auteur  de  la  Géographie 
générale  (i65o),  donna  pour  la  loxodroniie  une  définition  beau- 
coup plus  précise.  Il  observa  que  cette  ligne  n'a  pas  de  courbure 
simple,  et  que  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  ne  peuvent  se 
trouver  dans  un  même  pla7i. 

Un  écrivain  de  cette  période  de  compilation,  Riccioli,  a  publié 
en  1672  un  Traité,  en  douze  Livres,  intitulé  :  Géograpliie  et  Hy- 
drographie récemment  réjormées,  revues  et  augmentées.  Il  y  établit 
une  distinction  entre  les  deux  genres  de  navigation,  suivant  le  grand 
cercle,  comme  l'avait  déjà  dit  Snellius,  et  suivant  la  loxodromie. 
«  La  navigation  sphérique  circulaire,  c'est-à-dire  la  plus  courte 
suivant  un  même  grand  cercle,  exige  un  changement  de  rliomb 
presque  perpétuel,  ou  fréquent,  qui  suppose  une  très-grande  habi- 
tude de  la  Géométrie,  qui  n'est  accordée  qu'à  un  petit  nombre  de 
marins.  On  conserve  le  même  rhomb  en  naviguant  le  long  d'une 
loxodromie.  «  Il  ajoute  que  le  marin  est  toujours  libre  de  choisir 
entre  ces  deux  méthodes  :  «  En  dehors  des  méridiens  et  de  l'équa- 
teur  et  des  parallèles  à  ce  dernier,  il  est  nécessaire  que  le  naviga- 
teur suive  la  ligne  du  romb,  s'il  veut  parcourir  un  même  grand 
cercle  ou  changer  de  grand  cercle,  s'il  veut  parcourir  la  même 
ligne  de  rhomb  et  suivre  une  ligne  loxodromique  ou  une  route 
oblique.  »  Piiccioli  ne  perd  pas  de  vue  la  précision  théorique  ni 
l'intérêt  pratique  :  «  La  ligne  du  chemin  total  c[ue  suivrait  un  na- 
vire, en  dehors  du  méridien,  de  l'équateur  et  de  ses  parallèles,  en 
conservant  le  même  rhomb,  cette  ligne  n'est  pas  circulaire,  mais 
pratiquement  et  essentiellement  formée  de  plusieurs  segments  de 
divers  grands  cercles,  bien  que,  théoriquement  et  géométriquement, 
elle  doive  être  une  ligne  courbe,  infléchie  à  la  façon  d'une  hélice.  » 
A  la  neuvième  proposition  il  dit  :  «  La  loxodromie  est  comme  l'hy- 
poténuse d'un  triangle  rectangle  plan  appliqué  à  la  surface  de  la 
sphère,  et  dont  un  côté  serait  la  distance  des  parallèles  qu'il  com- 
prend, pourvu  que  cette  distance  soit  très-petite;.  » 

Leibnitz   a  étudié  aussi   la  loxodromie.    Il   a  publié,    dans   les 
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ylctesda  Leipzig,  la  quadrature  arilhmétique  ordinaire  des  sections 
coniques  à  centre,  étendue  par  la  Trigonométrie  à  une  approxi- 
mation quelconque,  sans  le  secours  de  Tables,  avec  application 
de  la  spirale  à  l'étude  de  la  ligne  nautique  de  rhombs,  avec  le  pla- 
nisphère adapté  à  cette  courbe. 

Jacques  Bernoulli  a  étudié  en  détail  les  propriétés  de  la  loxo- 
dromie.  Les  Actes  de  Leipzig,  que  nous  venons  de  citer,  con- 
tiennent un  jMémoire  de  Bernoulli,  intitulé  :  Nouvelle  application 
du  Calcul  différentiel  à  la  mesure  de  la  spirale  logarithmique,  de 
la  loxodromie  des  marins,  et  de  la  surface  des  triangles  sphé- 
riques,  avec  supplément  relatif  au  problème  funiculaire  et  à 
d'autres  questions. 

Les  autres  géomètres  de  la  famille  des  Bernoulli  ne  semblent 
point  s'être  occupés  spécialement  de  la  loxodromie.  Jean  Bernoulli, 
cependant,  a  laissé,  dans  son  Ouvrage  sur  la  navigation,  des  traces 
évidentes  d'une  connaissance  étendue  des  propriétés  de  la  courbe 
loxodromique. 

Léonard  Euler  a  repris  le  tlième  de  Bernoulli,  et  il  est  à  observer 
que  jamais  il  ne  s'est  servi  du  mot  de  loxodromie  pour  désigner 
ce  genre  déroute  des  navires. 

Un  intéressant  extrait  de  Clir.  Wolf  donne  une  idée  de  la  dispo- 
sition des  Tables  loxodi^omiques  que  l'on  trouve  dans  son  Diction- 
naire mathématique.  Ces  Tables  indiquent  l'angle  du  vent  et  de  la 
voile  avec  le  vaisseau,  l'angle  du  vent  avec  la  loxodromie,  l'angle 
de  déviation  et  le  logarithme  du  carré  de  la  vitesse. 

Au  milieu  du  xvii''  siècle,  Halley  publia  un  essai  de  démons- 
tration de  l'analogie  des  tangentes  logarithmiques  avec  la  ligne 
méridienne  ou  somme  des  sécantes,  augmenté  de  divers  moyens 
de  la  déterminer  le  plus  exactement  possible.  Halley  définit  la 
ligne  méridienne  une  échelle  de  tangentes  logarithmiques  des  demi- 
compléments  des  latitudes  ;  mais,  le  premier,  il  ne  songe  pas  à  faire 
usage  de  constructions  sphériques.  Il  adopte  la  projection  stéréo- 
graphique  de  cette  ligne  sur  le  plan  de  l'équateur,  faisant  observer 
que  les  angles  ne  sont  pas  altérés.  Il  obtient  donc  pour  projection 
une  ligne  plane,  trajectoire  oblique  d'un  système  de  rayons  du 
cercle  de  l'équateur.  Halley  appelle  cette  ligne  spirale  proportion- 
nelle ;  ce  n'est  autre  chose  que  la  coui'be  que  Jacques  Bernoulli 
venait  de  découvrir  et  de  symboliser  sous  la  devise  :  Eadem  mutala 
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resurgo,  allusion  à  ce  fait  que  la  spirale  logarithmique  se  retrouve 
toujours  intacte  après  les  diverses  transformations  qu'on  lui  lait 
éprouver.  Halley  a  reconnu  la  loi  des  variations  géométriques  de 
laloxodromie.  «  Cependant  «,  dit-il,  a  la  ligne  méridienne  nauticjue 
n'est  autre  qu'une  Table  de  longitudes  répondant  à  chaque  minute 
de  latitude  sur  la  ligne  de  rhonib  faisant  un  angle  de  45*'  avec  le 
méridien.  C'est  pourquoi  la  ligne  méridienne  n'est  autre  qu'une 
échelle  de  logarithmes  des  tangentes  des  demi-compléments  des 
latitudes.  » 

Les  découvertes  de  Halley  ont  donné  à  Pioger  Cotes  l'idée  de  la 
représentation  graphique  des  logarithmes  «  :  Adapter  »,  dit-il,  «  la 
Table  de  logarithmes  à  la  spirale  équiangle.   )) 

Pour  terminer  l'examen  des  travaux  des  géomètres  sur  la  loxo- 
dromie  à  la  surface  de  la  sphère,  il  faut  mentionner  un  Mémoire 
de  Perks,  intitulé  :  Procédé  mécanique  facile  de  diuiseï-  la  ligne 
niéridiejine  naaliijue  sur  la  projection  de  Mercalor,  suisd  des 
relations  de  cette  ligue  avec  la  chaînette. 

jNous  arrivons  actuellement  à  la  série  des  généralisations  dont 
la  loxodroniie  a  été  l'objet.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  la  prio- 
rité paraît  devoir  être  revendiquée  en  faveur  du  magister  J.  Gott- 
fried  Walz,  auteur  d'un  INlémoire  intitulé  :  Uecherche  de  la  courbe 
loxodrondque  à  la  surf  ace  d'un  solide  quelconque,  engendré  par 
la  rotation  d'une  courbe  autour  de  son  axe,  et  principalement 
du  sphéroïde  elliptique  qui  se  rapproche  de  la  forme  du  globe 
terrestre.  Il  représente  un  point  de  la  courbe  par  deux  coor- 
données rectilignes  et  une  coordonnée  angulaire.  II  exprime  les 
éléments  de  la  loxodromie  dans  les  cas  où  la  méridienne  de  la  sur- 
face est  une  circonférence,  une  ellipse  ou  une  parabole. 

Les  premières  recherches  de  Maupertuis  sur  la  courbe  loxodro- 
mique  datent  de  la  même  année  que  celles  de  G.  Walz. 

Les  recherches  des  géomètres  anglais  avaient  pour  but  de  pré- 
parer l'emploi  de  la  loxodromie  dans  la  navigation.  Maclaurin  a 
traité  la  question  de  représenter  un  sphéroïde  sur  une  Carte  au 
moyen  de  latitudes  croissantes  et  de  longitudes  invariables.  Mur- 
doch  a  dressé  des  Tables  loxodromiques,  destinées  à  faciliter  l'appli- 
cation de  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  à  la  construction  de 
Cartes  marines. 

Les  travaux  de  Simpson  sur  la  doctrine  et  les  applications  de  la 
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théorie  des  iluxions  renrcrnient  des  aperrus  plus  clairs  et  plus 
précis  que  ceux  de  Maclaurin.  Il  s'est  proposé  de  déterminer  les 
régions  méridionales  répondant  à  une  latitude  donnée  en  suivant 
la  projection  de  Wriglit  et  adoptant  la  véritable  sphéricité  de  la 
Terre. 

De  la  théorie  de  Simpson  à  la  méthode  systématique  d'Eulcr  il 
n'y  avait  qu'un  pas  :  Th.  Schubert  a  eu  la  gloire  de  le  franchir. 
Son  Mémoire  sur  le  cours  des  navires  sur  un  sphéroïde  elliptique 
débute  en  ces  termes  :  «  Toute  la  navigation  peut,  sans  difficulté, 
se  réduire  au  problème  suivant  : 

«  Etant  données  les  situations  de  deux  localités,  trouver  quelle 
route  doit  suivre  entre  elles  un  navire  ou  l'angle  constant  sous 
lequel  la  direction  du  navire  rencontre  tous  les  méridiens,  décri- 
vant ainsi  une  courbe  que  l'on  appelle  ordinairement  loxo- 
dronne.    )■> 

Schubert  a  résolu  cette  question  en  construisant  une  Table  des- 
tinée à  faciliter  l'usage  de  la  formule  qu'il  avait  démontrée.  Cette 
Table  renferme  la  variation  de  latitude  de  la  loxodromie,  en  passant 
d'un  méridien  à  l'autre,  lorsque  la  latitude  du  point  de  départ 
varie  par  intervalles  de  dix  minutes.  Le  calcul  est  elFectué  dans 
l'hypothèse  de  la  forme  sphériquc  et  de  la  forme  elliptique. 

Nous  arrivons  avec  Schubert  à  la  seconde  moitié  du  dernier 
siècle.  C'est  aussi  l'époque  à  laquelle  il  favit  placer  les  importantes 
contributions  de  Kiistner  à  la  Géographie  mathématique  5  mais, 
comme  le  lecteur  a  pu  le  reconnaître,  la  tendance  des  travaux  des 
géomètres  jusqu'à  cette  époque  a  été  purement  scientifique.  Bientôt 
allaient  paraître  les  savantes  études  avant  pour  objet  l'application 
de  la  théorie  à  la  pratique  de  la  navigation.  Les  travaux  dont  il  va 
être  question  sont  dus  à  un  Allemand,  Kaschub,  à  un  Français, 
Bouguer,  et  à  un  Anglais,  Robcrtson. 

Kaschub  a  publié  un  Cours  de  Mathématiques  sous  une  forme 
semblable  à  celle  d'un  Ouvrage  estimé,  dû  à  Wolf.  Un  de  ses 
Chapitres  se  rapporte  à  l'Hydrographie,  ou  art  nautique.  Il  y  est 
question  de  la  navigation  suivant  la  loxodromic,  qu'il  réduit  à  ses 
principes  les  plus  simples. 

Bouguer  a  laissé  un  Ouvrage  qui  a  longtemps  été  regardé  comme 
le  meilleur  et  le  plus  complet  des  Traités  de  navigation.  Ce  géomètre 
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s'est  distingué  aussi  comme  géodésien^  on  lui  doit  la  découverte 
de  l'attraction  des  montagnes  et  les  premières  reclierclies  scienti- 
fiques de  pholométrie.  L'Ouvrage  que  nous  avons  ici  en  vue  est 
hilitulé -.JYoui'eau  Traite  de  navigation,  contenant  la  théorie  et  la 
pratique  du  pilotage,  lySS.  L'auteur  est  amené  à  la  considération 
de  la  loxodromie  par  l'étude  «  des  lignes  courbes  que  les  rumbs 
de  vent  suivent  sur  le  globe  et  de  la  forme  qu'on  a  été  obligé,  en 
conséquence,  de  donner  aux  cartes  réduites  )>.Un  Cliapitre  de  l'Ou- 
vrage est  réservé  <à  la  théorie  du  quartier  de  réduction.  Bouguer 
désigne  ainsi  une  sorte  de  Carte  auxiliaire.  <(  Le  quartier  de  réduc- 
tion», dit-il,  «  est  comme  une  Carte  qui  convient  à  tous  les  endroits 
du  globe  terrestre.  On  pointe,  pour  ainsi  dire,  les  routes  sur  cet 
instrument,  et,  après  avoir  vu  la  latitude  et  la  longitude  où  elles 
conduisent,  on  transporte  le  point  sur  la  Carte  réduite.  ))  Enfin,  la 
courbe  loxodromique  est  décrite  avec  beaucoup  de  soin,  sa  projec- 
tion stéréograpliique  est  étudiée  d'une  manière  élégante,  et  l'Ou- 
vrage entier  donne  la  preuve  que  l'auteur  s'est  préoccupé  de  donner 
à  ses  résultats  une  utilité  pratique. 

Le  géomètre  anglais  Robertson  a  laissé,  comme  Bouguer,  un 
Ouvrage  sur  la  navigation,  publié  en  1754.  Il  s'est  placé  à  un  point 
de  vue  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Bouguer.  Toutefois,  il  ne 
parait  pas  avoir  tenu  compte  de  l'insuffisance  de  la  projection  de 
Mercator  pour  la  représentation  des  zones  glaciales.  Des  contrées 
telles  que  l'Islande  et  le  Groenland  éprouvent  alors  des  déforma- 
tions bizarres,  qui  nuisent  beaucoup  à  la  valeur  des  Cartes.  Pour  y 
remédier  en  partie  et  corriger  l'influence  que  cette  altération  pro- 
duirait sur  la  loxodromie,  ou  route  la  plus  courte  entre  deux  points 
de  l'Océan,  Robertson  imagine  une  courbe  tangente  au  parallèle 
du  point  le  plus  rapproché  du  pôle  et  aboutissant  au  point  le  plus 
rapproché  de  l'équateur,  en  coupant  à  4^°  ^^  parallèle  correspon- 
dant. Il  prend  pour  exemple  le  capLizard,  à  la  pointe  sud-ouest  de 
l'Angleterre,  et  les  iles  Bermudes,en  passant  à  hauteur  du  cap  Race, 
au  sud-est  de  l'ile  de  Terre-Neuve,  en  arrière  du  grand  banc. 

Ces  notions  historiques  épuisent  ce  que  nous  avions  à  dire  au 
sujet  de  la  loxodromie  durant  le  xvin''  siècle.  Actuellement,  cette 
courbe  a  surtout  un  intérêt  théorique,  et  l'on  ne  s'astreint  plus  à 
la  regarder  comme  la  base  des  routes  marines. 

On  doit  à  (judermann  l'invention  d'un  système  de  coordonnées 
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sphériques,  dont  il  fit  une  première  application  à  l'étude  d'une 
nouvelle  courbe  transcendante,  la  chaînette  spliérique,  qui  se  rat- 
tache à  la  loxodromie  par  plusieurs  propriétés  intéressantes  et 
remarquables,  parmi  lesquelles  nous  pouvons  signaler,  par  exemple, 
la  présence  d'un  point  asymptotique. 

L'idée  d'une  comparaison  de  la  loxodromie  avec  la  chainette 
plane  parait  être  venue  déjà  au  géomètre  anglais  Perks. 

La  naonographie  de  Yeixlam  contient  aussi  un  grand  nom])re  de 
remarques  nouvelles. 

Grunert  et  Plagemann  ont  étudié  les  propriétés  de  la  loxodromie. 
On  doit  au  premier  de  ces  géomètres  une  Trigonométrie  loxodro- 
mique  et  la  notion  de  la  surface  du  triangle  loxodromique  sur  le 
sphéroïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Quant  à  Plagemann,  il  a  donné  uue  théorie  des 
lignes  loxodromiques  sur  l'ellipsoïde  et  sur  la  sphère. 

Grunert  a  laissé  aussi  des  travaux  sur  la  navigation  suivant  un 
grand  cercle.  On  doit  à  Von  Friesach  la  description  d'une  Table 
spéciale  destinée  à  faciliter  les  règles  à  suivre  ])our  l'application  des 
principes  de  la  théorie. 

Il  nous  resterait  encore  à  citer  les  travaux  de  géomètres  contem- 
porains :  il  nous  suffira  de  dire  que  tant  d'études  variées  ont  à  peu 
près  épuisé  la  série  des  propriétés  de  la  loxodromie.  Nous  ne  men- 
tionnerons ici  que  pour  mémoire  les  essais  d'application  de  cette 
courbe  h  la  théorie  des  mouvements  de  l'atmosphère. 

Ici  se  terminent  les  études  de  M.  Gûnther.  On  conçoit  aisément 
la  possibilité  d'en  étendre  le  programme.  Voici,  en  effet,  divers 
sujets  de  recherche  qui  nous  semblent  rentrer  dans  le  même  cadre 
que  les  Mémoires  dont  nous  venons  d'essayer  l'analyse  : 

Théories  et  expériences  relatives  à  l'attraction  de  la  Terre 5  va- 
riation de  la  pesanteur  à  la  surface  et  à  l'intérieur  du  globe; 

Histoire  des  essais  de  représentation  cartographique  5 

L'OEuvrc  d'Alexandre  de  Humboldt  et  de  IMaury  ; 

Discussion  et  résultats  des  nivellements  des  diverses  contrées  du 
globe  -, 

La  Géographie  physique  considérée  dans  ses  rapports  avec  la 
Météorologie  générale  ; 

La  Géographie  physique  des  naluralisLcs  de  l'antiquité. 
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Toutes  ces  questions,  et  bien  d'auties  qui  surgiraient  incidem- 
ment, et  que  l'on  ne  peut  prévoir  dès  à  présent,  donneraient  lieu 
à  des  études  fort  curieuses  et  relativement  faciles.  Nous  souhai- 
tons qu'elles  fixent  l'attention  de  M.  Gûnther  et  des  géomètres  que 
la  variété  et  la  ressource  de  ces  études  pourraient  intéresser. 

H.    BuOCAUD. 


BORCHARDT  (C.-W.).  —  Théorie  des  aritiimetiscii-geometrisciiex  Mittels 
Aus  viER  Elementen.  Aus  (len  Abhandhingen  der  Konigl.  Akademie  der  Wis- 
senschaflen  zu  Berlin,  1878.  Berlin,  1879,  66  pages. 

En  1876,  M.  Borcliardt  a  déjà  communiqué  à  l'Académie  de 
Berlin  le  résultat  principal  de  ses  reclierches  sur  la  moyenne  aritli- 
mético-géométrique  de  quatre  éléments,  résultat  qui  consistait  à 
montrer  de  quelle  manière  on  pourrait  en  déterminer  la  valeur  par 
une  intégrale  double. 

Voici  comment  l'auteur  a  généralisé  la  notion  de  la  moyene 
aritlimético-géométrique  de  deux  éléments. 

Soient  «,  Z»,  c,  e  quatre  nombres  positifs  et  réels  5  calculons 

^'^  \  ^f   I—  lT-\ 

\   Cl  =  7  (  sjae  +  sjhc). 

En  répétant  le  calcul  indiqué  un  nombre  de  fois  illimité  pour 
«1,  èi.  Cl,  G),  .  .  . ,  on  obtient  une  suite  infinie  de  quantités  trans- 
formées réelles  et  positives  r/„,  Z»„,  c„,  e„,  qui  tendent  vers  une  limite 
commune  g  si  n  croit  indéfiniment.  La  détermination  de  cette  limite 
fait  l'objet  du  JMémoire.  Pour  pouvoir  résumer  le  résultat  comme 
le  fait  M.  Borcliardt  à  la  lin  de  son  travail,  posons  encore 

0  =r  c;  4-  ^  -j-  C  -{-  C, 

b  =  «  H-  />  —  c  —  f, 

c  =  rt   —  b  -i-  c  —  c, 

\   c  =  (i  —  b  —  <■  -h  c, 


/;'  =  7(\/nl'  +  \/<:i) 

Z;"=A(y/;û;-  ^â) 

r'  =1  (v'iu-  +  V'bc) 

c"  =  ^{yj7:-S^Vc) 

^■'  =  t(v'^*+  v'i^) 

e"  =\{^^c  —  vl'c) 
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enfin 


(3; 


Alors  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

«  Qu'on  dérive  la  moyenne  aritlunético-géométrique^  de  quatre 
éléments  réels  et  positifs  a,  Z»,  c,  e  par  l'algorithme  (i)  réitéré  un 
nombre  de  fois  illinnté;  qu'on  détermine  d'après  (2)  et  (3)  les 
six  cjuantités  Z>',  c'  e! ^  h" ^  c",  e"  coordonnées  aux  quatre  éléments-, 
qu'on  désigne  par  -^(9)1  <^('|)  l<^s  deux  expressions  homogènes  en 


cos©,  sino  et  cos'-p,  siiri, 


ae    .       \  ''C      •      o\  /  <»        ''"^ 

so-  H-  -—  sin  o-  I    cns  'J  H-  -— r  sin  o-      coso^  +  — ;  sin»- 

bc        '  j  \       '  L>(^         '   /  \       '  ^^ 

oc  \    1  CC^  \    /  O.C 

6(i/]  =;  (  cos-i;^  -;-  —  sin -y- 1  I  cos-!/-  -i-  —-f,  sin-i'-  )  (  c()S-!>-  -h  — j,  ûwl- 


ce 


alors  on  a 


S         \bccj 


he"    .   ,  h' 


lo    i  dl 


I -7-  sui'  o  -+-  -—jr  sin--|i 

lie  '  hr 


sj£v^]t^[-'. 


où  les  racines  carrées  doivent  être  prises  avec  le  signe  positif,  w 

Dans  ses  Communications  de  1876  et  1877,  M.  Borcliardt  n'a- 
vait publié  que  ce  résultat,  sous  une  forme  peu  différente  de  celle 
qu'il  a  choisie  actuellement.  Le  Mémoire  qui  vient  de  paraître  est 
consacré  au  développement  de  la  tlicorie  qui  l'a  mené  à  ce  but. 
L'Introduction  révèle  complètement  la  marche  de  ses  idées,  et  les 
onze  Sections  suivantes  donnent  en  entier  tous  les  calculs  néces- 
saires pour  les  démonstrations.  Nous  nous  bornons  à  citer  un  pas- 
sage de  l'Introduction  qui  sert  à  caractériser  la  tendance  de  ces 
calculs  : 

«  La  détermination  de  la  moyenne  arithinético-géouiétriqTie  de 
deux  éléments  par  une  intégrale  sinqile,  détermination  cjue  l'on 
connait  depuis  Lagrange  et  Gauss,est  déduite  communément  de  la 
transformation  du  second  ordre  des  fonctions  .3-  cllijUit/ues.  Scm- 
blablenient,  le  résultat  que  j'ai  établi  peut  se  démontrer  avec  faci- 
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lilé  au  moyen  de  la  transformation  du  second  ordre  des  fonctions  S- 
hjperelliptiques  de  deux  variables.  Cependant  je  ne  me  servirai  pas 
de  ce  moyen  dans  ce  qui  va  suivre;  mais  comme,  indépendanunent 
de  la  théorie  de  ces  transcendantes,  j'ai  été  conduit,  il  y  a  des  an- 
nées, à  la  notion  du  moyen  aritlimético-géoraétrique  de  quatre  élé- 
ments par  des  considérations  algébriques,  j'en  déduirai  aussi  l'ex- 
pression comme  fonction  analytique  de  ces  éléments  j)ar  la  voie 
algébrique.  « 

Voici  encore  les  titres  des  Parties  du  Mémoire  : 

Introduction.  —  1.  Etablissement  de  l'algorithme,  notion  de  la 
moyenne  arithniético-géométrique.  —  2.  Introduction  de  six  quan- 
tités coordonnées  aux  éléments.  —  3.  Inversion  de  l'algoritlime. 

—  4.  Systèmes  de  variables  qui  sont  en  connexion  avec  les  élé- 
ments et  les  quantités  transformées.  Variables  coordonnées  de  pre- 
mière espèce.  — 5.  Variables  coordonnées  de  seconde  espèce.  Rela- 
tion biquadratique  de  Goepel.  —  6.  Expression  des  seize  variables 
par  des  variables  indépendantes.  —  7.  Seize  agrégats  linéaires  com- 
posés des  variables  x^y^  z^  -w.  Connexion  entre  les  signes  de  ces 
agrégats.  Représentation  d'une  surface  kummérienne  biquadra- 
tique à  seize  points  nodaux  au  moyen  de  la  relation  de  Goepel. 

—  8.  Caractère  invariantif  de  la  fonction  biquadratique  de 
Goepel.  —  9.  Les  parties  centrales  de  deux  surfaces  kummé— 
riennes  dépendant  l'une  de  l'autre  par  transformation  se  cor- 
respondent mutuellement.  —  10.  Formation  d'une  différentielle 
qui  se  cliange,  à  l'occasion  de  la  transformation,  en  elle-même, 
abstraction  faite  du  facteur  numérique-^.  —  il.  Intégrale  double 
étendue  sur  la  partie  centrale  de  la  surface  kummérienne  qui 
mène  à  la  détermination  du  moyen  aritlimético-géomé trique. 

E.  L. 


B.  BONCOMPAGNI.  —  Deuk  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagrange, 
tirées  de  la  BiblioUièque  royale  de  Berlin  (collection  Meusebach,  portefeuille 
n°  21,  et  collection  Kadowitz,  n°  4952).  Berlin,  imprimerie  de  Gustav  Schade 
(Otto  Francke),  1878.  —  Reproduction  photographique,  six  feuillets  non  nu- 
mérotés. 

Cette  nouvelle  publication  de  M.  le  prince  Boncompagni  se  dis- 
tingue de  son  ainée  par  l'intérêt  anecdotique  et  littéraire. 
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Il  est  curieux  de  voir  Lagrangc  s'adonner  à  l'Histoircct  lire  avec 
intérêt  l'ouvrage  de  Denina  sur  le  Piémont,  de  l'entendre  demander 
V Histoire  des  Mathéiîiatiques  de  Kaestner,  et  porter  sur  le  livre 
de  Montucla  un  jugement  qui  est  ratifié  par  la  postérité  pour  le 
dernier  Volume  ('),  mais  qui  est  beaucoup  trop  flatteur  pour  les 
premiers  (-). 

Il  n'est  pas  moins  intéressant  de  l'entendre  juger  un  roman  de 
M™^  de  Genlis  (^)  et  dapprendre  ses  relations  avec  le  marquis 
Luccliesini,  ministre  plénipotentiaire  de  Prusse,  et  avec  le  bota- 
niste Tliouin. 

La  première  des  deux  Lettres  est  datée  de  «  Paris,  le  20  nivôse, 
an  IX,  ))  e'est-à-diie  du  iJ  janvier  i8oï.  Une  Note  autographe 
d'Alexandre  de  Humboldt  nous  apprend  que  la  seconde  a  été  écrite 
de  Berlin  à  Laplace.  Celle-ci  ne  porte  pas  de  date  et  celle-là  pas 
d'adresse. 

Mais  on  remarque  bien  vite  que  la  première  est  écrite  à  un 
lionime  peu  considérable.  Lagrange  ne  signe  que  par  les  initiales 
L.  G.,  et  les  témoignages  de  politesse  ne  sont  pas  sans  froideur  (''). 
Après  avoir  fait  part  à  son  correspondant  des  remerciments  de 
sa  femme:  «  Elle  a  voulu,  »  écrit-il,  «  profiter  d'un  envoi  queFuclis 
avait  à  vous  faire  pour  envoyer  à  son  tour  une  bagatelle  à  JM""^  de 
la  Garde.  »  Cette  Lettre  doit  avoir  été  adressée  à  M.  delaGarde, 
l'éditeur  de  Mères  rivales  et  de  la  traduction  allemande  de  V His- 
toire du  Piémont. 

Il  n'est  pas  très  difficile  non  plus  de  dater  la  seconde,  au  moins 
d'une  façon  approximative.  Lagrange  remercie  Laplace  de  son  tra- 
vail sur  les  Approximations ,  dont  la  première  Partie  parut  en  1 78.^1, 
la  suite  en  1809  (^).  Or  il  s'agit  de  la  première,  puisque  Lagrange 

(')  «  Je  crois  que  la  matière  était  au-dessus  des  forces  de  l'auteur  :  je  parle  de  la 
partie  qui  traite  du  progrès  des  IMathéniatiques  dans  le  siècle  qui  vient  de  s'écouler.  » 

(')  «  Car,  pour  la  partie  déjà  connue,  il  me  semble  qu'elle  laisse  bien  peu  à  dé- 
sirer. » 

(')  «  C'est,  en  effet,  une  des  meilleures  productions  de  M"""  de  Genlis.  »  M.  Ge- 
nocchi  pense  qu'il  s'agit  des  Mères  rivales,  qui  parurent  en  1800,  à  Berlin,  chez  de  la 
Garde.  {^Intorno  a  duc  Lettere  del  Lagrange  puhblicate  daB.  Boncompa-gni,  p.  2.) 

(*)  «  J'ai  reçu,  mon  cher  correspondant....  Je  vous  offre  de  mon  côté  l'hom- 
mage sincère  des  sentiments  par  lesquels  je  vous  suis  attaché  ainsi  que  le  désir  de 
trouver  des  occasions  de  vous  en  donner  des  preuves.   » 

(*)  Histoire  de  V Académie  rojalc  des  Sciences,  année  17S2;  Mémoires  de  l'Institue, 
iSnc). 
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était  alors  à  Berlin.  D'autre  part,  Lagrangc  lait  iioininagc  de  la 
seconde  Partie  d'un  travail  dont  la  première  avait  été  déjà  offerte 
à  Laplace.  M.  le  prince  Boncompagni  croit  qu'il  est  fait  allusion  à 
la  Théorie  des  vniiations  séculaires  des  élémenls  des  planètes, 
dont  la  première  Partie  fut  publiée  dans  les  ISouveaux  Mémoires 
de  V Académie  royale  des  Sciences,  année  1781  (Berlin,  i^83), 
et  la  seconde  dans  la  même  collection,  année  ijSa  (Berlin,  i  j84). 
Nous  pouvons  donc  placer  cette  seconde  Lettre  dans  l'année  1784. 

Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  ces  pièces,  qui,  pour 
être  analysées  complètement,  devraient  être  reproduites  en  en- 
tier. 

Les  amis  de  l'histoire  des  Sciences  sauront  gré  à  l'éditeur  du 
libéral  présent  qu'il  vient  de  leur  faire,  et  ils  souhaiteront  de  voir 
se  multiplier  ces  reproductions  héliographiques  qui,  à  l'avantage 
de  rendre  impossibles  les  méprises  de  lecture,  joignent  le  rare  mé- 
rite de  la  couleur  locale.  C.   Hejnuy. 
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DÉTERMINATION  DE  LA  VALEUR-LIMITE  D'UNE  INTÉGRALE  QUI  SE  PRÉ- 
SENTE DANS  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES  ; 

Par  m.  p.  du  BOIS-REYMOAD. 
Etablir  la  limite  de 


I 


2-         I 


i-'.^-)f{9]de 


I   —  2  î  COS  (6 (/.)  -\-  Z' 

r/ua7td  £  s' approche  de  l'unité. 

I. 

Supposons 

I  ^  ■  ^  o     et     2  -  ^  a  ^  o . 
On  commence  par  partager  1  intégrale  J  en  deux  autres,  de  o  à  a 
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et  de  a.  à  2~,  ce  qui  donne,  après  un  cliangemcut  de  variables, 


A         1  —  2î 


C0S5H-£-  ,/„  I  —  2ÎC0SÔ 


En  écrivant  ©(ô)  au  lieu  de  /"(a — 9)  ouy'(a  +  0),  on  voit 
que  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (2)  ont  la  forme 
commune 

^     '  J^^    I  — 2£C()S^  +  H^         V        ^      -^      ; 

qu'il  faut  discuter. 

IL 
Considérons  en  premier  lieu  l'intégrale  plus  simple 


ces  6 


A)  U, 


Jo      1  —  2' 


Ou  sait  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f  I  —  £^  ]  sin  a 
arc  tansr 


I  +  £-)  COSrt  ?.  £  ' 

mais  cet  arctang  a  l'inconvénient  de  n'être  pas  renfermé  entre 

et  -[-'-'  Pour  le  rendre  tel,  il  faut  lui  ajouter  tt,  comme   je  l'ai 
2 

montré  dans  les  Annales  de  Leipzig,  t.  MI,  p.  207.  Toujours  est- 
il  que  cette  forme  de  l'intégrale  (4)  se  prête  moins  aisément  à  la 
reclierclie  qui   nous  occupe,  qu'une  autre  transformation  que  je 
vais  indiquer. 
Dans 

M 

2  à  eus  & 


-•■-''Itt^ 


on  introduit  -  au  lieu  de  0,  ce  qui  donne 

ô 
d  tang  - 

7  (y) =(.--,  ;  "      , 

1  — O'  +  d  +  t'j'tani?'- 
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(j  1     —     ; 

Mainlenanl,  en  faisant  lani^  -  =r  9  la  dilléronlicUc  de  l'iii- 

"^2  I  H-  î 

tégralc  prcud  la  forme  canonique ~\  mais  il  est  indispensable 

de  traiter  séparément  les  eas  a'^ix  et  a  ^  t.. 
Supposons  d'abord  a  <  t..  On  trouve 


(7)  i(y)=f 


tanji - 


I   +  T- 

Pour  a  ^  77,  ou  a 


a  tang  — 

-1-  I  /  1: 


i  \J I     \-     '  I    t  fj 


I  — i;--f-  (i-{-e)-tang 


15  J     £ 

On  peut  se  servir  de  la  substitution  tang  -  z=  t dans   les 

deux  intégrales  du  second  membre,  en  songeant  que  tang  -  est 
négative,  de  sorte  que  (y)  devient,  dans  ce  cas, 


i/o  •      '       •  J  —  -J 


A  présent  (y)  est  ramené,  dans  les  deux  cas  a'jiT:^  «  ^  -,  à  des 
formes  qui  permettent  d'en  établir  sur-le-champ  la  limite  pour  e 

J  -4-  J 

s'approchant  de  l'unité.  Si,  dans  les  équations  (^]  ct(8\  con- 


I 


verge  vers  -h  00  ,  l'intégrale  dans  (y)  converge  vers    1      d  arc  tangr, 

J  a 

et  la  seconde  intégrale  dans  (8)  tend  vers  zéro,  à  cause  de  tang- 
négative. 

IIÏ. 

Reprenons  maintenant  la  forniub*  générale  (3)  : 

./=    / ^V---T,'        (2->«>0    . 

J^      I  —  2£C0S5  -f-   £-  -  ^        ^        } 

Riill.  (le-:  Science<:  mathéin.,  ;>."  Série,  t.  III.  (  Wùl  iSyp.)  2^ 
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La  substitution  tang  -  =  t  ^  l'aurait  transformée,  pour  a'ir.,  en 


et,  pour  «^  -,  en 


d- 

I  -I-  ■ 


(^v-:)] 


l  ?/=  /      ?    2arctang(  -y— 7; 
f  +   /  ?    sarrtang 

Pour  simplifier,  faisons 

■   ~  '  =  y,      tang-=\,      '.[^aarc  tang  .i:'i]  =  -i'x.. 
Les  formules  (9)  et  (10)  deviennent  ainsi 

A 

'9«"       ^y=  r'-Mv-)-^'     (A>o), 

A 

Quant  à  y  1=-^,  on  a  o  «<y,  et,  pour  lime  =  i ,  limy  =  o. 

Cherchons  d'abord  la  limite  de  7  dans  (9„).  Nous  partageons 
cette  intégrale  en  deux  autres  : 

La  fonction  '|(x)  est  supposée  linic  entre  les  limites  des  inté- 
grales (9«)  et  (io«),  c'est-à-dire  que  o(0)=vj>(x)  est  finie  entre 
les  limites  o^^<''.7r.  Déplus,  '\{x)  est  supposée  inlégrable.  C'est 
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à  cela  qiu'  se  bornent  nos  supposilions.   Alors,  à  cause  de 

positif  cl  tlu  thcorèinc  ordinaire  des  valeurs  moyennes  : 

l'équation  (11)  devient 

A 

(12)  iy=-i,'yr,)    /     dM-cA-A\v^-^yy/c^\    [     r/arc  tangr, 

J  o  J  c 

Pour  trouver  la  limite  de  y,  y  tendant  vers  zéro,  nous  suppose- 
rons c  croissant  au  delà  de  toute  limite  pendant  que  y  décroit,  mais 
sous  cette  condition,  que  le  produit  yc  converge  en  même  temps 

vers  zéro,  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  l'on  fait  c  =  y  '\  Évi- 
demment on  aura 

lim  7,/=  -  limi/^yc,  1  -t-  o.  linijy^ycj), 

et,  si  l'oji  suppose  tinalement  encore  (|ue  linitL(o),  [o<^^d]^ 
pour  G  =  o,  est  une  quantité  déterminée,  quelle  que  soit  la  nature 
de  la  quantité  évanouissante  0,  on  trouve 

il3)  limy  =  Trlim-^  I  o'i,      [S^o]. 

L'équation  (lo^j  donne  la  même  limite  dey";  car,  en  opérant  sur 
la  première  intégrale  de  son  second  membre  comme  nous  venons 
de  le  faire  sur  l'intégrale  ^  jf  de  l'équation  (9a),  on  voit  immé- 
diatement que  sa  limite  est  7rlim'ji(^).  La  seconde  intégrale,  mise 
sous  la  forme 

A 

•^  '  V'i     1       '^^•''■'^  ti'np  •  '       (  —  oo  <  T,  <  -  ) , 

J—'-y:  \  7  / 

a  la  limite  zéro,  à  cause  de  '>j/i  yr,  1  finie  el  de  A  <^  o. 
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Tout  ceci  aboutit  donc  au  lliéorènK;  : 


iSoit  doniice  l' intégrale 


-,         27r>r/>o, 


2  3  COSÔ 


Injonction  Çp^Ô)  étant  assujettie  aux  conditions  d'être  intégrable 
dans  l'intervalle  0^0^27:,  eZ  d'avoir  une  limite  détemdnée 
liin©(cî)  />oa7'  i^'^o,  d  s' approchant  d'une  maiùère  quelconque 
de  zéro.  Si  dans  l'intégrale  j  la  quantité  s,  supposée  <^  i,  tend 
vers  l'unité,  j  tend  vers  r^  liiny(o  ). 

JV. 

Après  avoir  étaljli  la  limite  de  y,  celle  de  l'intégrale  J,  qui  est 
l'objet  de  cette  analyse,  n'olïre  plus  aucune  difficulté. 
ÏNous  avons  en  elïet,  formule  (2), 


J  = 


',,  J  —  2i  C()<,0  -i-  ■-  J^^  I  —  2îC().sC 


-  0  ï'  ' 


En  faisant  lonr  à  tour  /'(a -|- &)  ==  o(  Ô  ),  _/'(  a  —  ()'  =  '2,(5j,  nous 
trouvons  pour  a,  contenu  entre  o  e£  27:, 

(l4)  liin  J  :=:  -\y\mf\y.  —  o\  -t-  lim/i  «  H-  ^'], 

sous  l'hypothèse  du  théorème  que  je  viens  d'énoncer,  que  y(\r) 
est  intégrable  dans  l'inlervalle  o^jc^  27r,  et  que  lim/'(a  —  0), 
lim/(a-Hi'j)  sont  des  valeurs  déterminées,  indépendantes  de  la 
manière  dont  J  s'évanouit. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  a  ditïérent  de  zéro  et  de  ir.. 
Pour  achever  notre  tâche,  il  reste  à  trouver  la  limite  de  J  pour  a  =:  o, 
a  =  27:  et  a  en  dehors  de  l'intervalle  o.  .  .  27:. 

Pour  a  =  o  on  fait 


(r  —  z"-)f[/j'',IO 
I  —  ■->.  î  cos  0  -\-  z- 


1^0  «    û 


La    première    intégrale    à   (h'oite   donne,   d'après   ce  qui    précède, 
T.  lim  /(  d)  pour  limite.  Dans  la  seconde  intégrale,  on  pose 


2-^   ^ 
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ce  qui  la  tianslonne  en  celle-ci, 


;'   —   '')/.  2  77   —   0,1  <lO^ 


I  —  2£  COS(?,  -r  î- 

dunl  la  limite  est  t:  1imy'(2  7:  —  o). 

Donc  on  a^  pour  a  ■=  o, 
(i5)  limJ  =  7T[lim/i/;^-hlimyTo;7— ^)]. 

Pour  a  =  9,71,  J  ne  change  pas,  de  sorte  qu'on  obtient  la  même 
valeur  de  lim  J. 

Ouani  aux  valeui's  de  a  en  dehors  de  i intervalle  o.  .  .  27:,  elles 
résultent  de  la  périodicité  de  la  fonction  limJ  =  F  (a). 

Le  résultat  de  notre  reclierclie  par  rapport  à  cette  fonction  peut 
donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  fonction 

iMll  J    Z=    t       «  =    -    llin      /  —^ ; 

^    '        2        J^       I  —  2  î  cos  I  (5  —  a  1  H-  £- 

^'.s7,  pour  les  fonctions  J'( 6)  (jui  n  ont  un  nombre  infini  in  de 
maxinia  et  niininia  ni  de  discontinuités,  identiquement  la  même 
(pie  celle-ci 

F|    «)=:—    I        J  [Il '^rîti -i- cn^y.    j        f  (^u)  cos  H  c/fi -\- ..  . 
^ Jo  '  Jo 

H-  sin  «    /        /    u  )  sin  ri  du  -\-  .  .  .  . 

J  o 

l  ne  première  dilîérence  entre  les  deux  représentations  F(a)  et 
F|(a)  s'accuse  quand  on  les  applique  à  des  fonctions  possédant 
nu  nombre  iuiini  de  niaxima  et  minima.  u4lors  on  trouverait 
ipie  la  première  est  bien  plus  générale  que  la  seconde,  qui  se 
refuse  déjà  à  représenter  certaines  fonctions  continues,  tandis 
ipie  la  prendére  n'exige  que  l'intégrabilité  de  f{x.)^  et  donne 
F(a)  =^  71  [lim/(a  H-  '^)  -A-  lim  /"(a  —  'J  )  [  partoul  nii  ces  limiles 
existent . 
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Une  autre  ditlercnce  peut  èlre  constatée  si  l'on  ne  cherche  pas 
seulement  les  valeurs  lini,_,  J(a)  pour  des  a  fixes,  mais  plus  gé- 
néralement toutes  les  valeurs  lim^^,  ,5_q  J(£,  a  -r-  d)  pour  des  rela- 
tions quelconques  entre  i  —  s  et  cî. 

Le  prol^lème  d'établir  dans  sa  conception  la  plus  générale  la 
limite  d'une  expression  analvtique  ne  saurait  être  considéré  comme 
entièrement  résolu  si  sa  /imite  mixte,  comme  on  peut  nommer 
des  limites  telles  que  lim,_,  ^-^  J  (e,a -f- ^  ),  n'est  déterminée 
aussi.  Ce  problème  des  limites  mixtes  peut  présenter  des  difficultés 
très-sérieuses;  mais,  pour  des  cas  analogues  à  celui  que  nous  trai- 
tons ici,  on  en  trouve  facilement  la  solution  au  moyen  d'une  pro- 
position que  j'ai  communiquée  dans  les  Annales  de  Leipzig 
(t.  VII,  p.  25 1),  et  dont  voici  la  teneur  : 

Soient 

t'  o 
,.0 

G_  =  lim/,=x    /      <5  -i'  (  S,  /*  ) , 

J — a 

des  quantités  indépendantes  de  b   et  de  a.    On  aura  générale^ 


ment 


J  K 


en  supposant  A  <^  :r  <^  H,  etf[x)  continue  entre  les  limites  A  eZ  B. 
Mais,  si  f[x)  prend  pour  un  point  .r  =  a*,  deux  valeurs  diffé- 
rentes f{Xi  —  o)  et  fiyX^  +  o),  on  aura 

r^/(.rj  H-  o)G+-t-y'( J^i  —  0;G_ 


Mfil-.WGFS.  {H 

Si  Ton  nppliijiu'  celle  Ibrimilc  à  la  séiic 

F,    '/,//)  —  -   I       /  'i^  (lu 

-r-  COSy.     1  /    U^QO?,(ldn  -f-  .  .  .  -h  COS««     /  f    11  \C09.nil (lll 

«.    O  •'    i> 

r2  -  ♦  3  - 

/  «^  un  II  (lu  —-...+  si  n//K    /        /  u)?.n\iiu(lit, 

t,    o  .0 

«!ii  posant  «  ^=  /i,  >•=  a,  a-,  =  a,,  elle  devient  i^^iin.  de  Leipzig, 
l.  Ml,  p.  254) 

lim„=-^  .  «=a,  F,  ;  K,  /<)  =.  -  [/:  K,  H-  o  )  -f-/,  K,  —  o  )  ] 

r"^°'~'''  sin.r  , 

H- [/«,-f- O!  — /  «,  — o-]iim„=,,  ,^,,  I  ~;r^^-^- 

En  l'appliquant  ensuite  à  la  fonction 

F  K,  î    =^  -  /         — :  5 

2j^  I 2  S  ces  (5  «  )   H-  î- 

I  , 

et  en  posant =  //,  .r  ^=  a,  .r,  =  a,,  on  trouvi* 

l  lim.  =  ,.  «^«.F,^,^  =  -[/(«i-l-oj  +,/'i;«,  —  o)] 

(       +  [/'.«i  +  o)  — /!.«i  —  o  ]  lim.=  ,,  a=a,  arc  tang    -~-  tang  — - —    • 

Ces  deux  formules  pour  les  limites  mixtes  de  F,  (a,n)  et  F(a,£) 
peuvent   être   comparées,    si    l'on   suppose   les    quantités   //  =  «, 

Il  =  ■ — —  égales. 


I 


Soit,  par  exemple, 


selon  que  «<«!,  el  p  signifiant  une  constante  arbitraire,  ^os  deux 


i'yi  PHl-MlkHI-:   PAHTIi:. 

iormnles  (lc\  irniu'iit 


lini„=-x  .«=-.,  F,    y.,  fi    ='-  [/(  fz,  -I-  o  )  -i-/  «1  —  o  I  ] 

.,  .  /''sin.r 

et  donnent  évidemment  des  valenrs    de  F  et  F,    dilîérentes  entre 
elles  quand  ou  assigne  des  valeurs  queleonques  à  l'arbitraire  p. 

Les  n°^  1\  et  V  de  eet  article,  notamment  les  formules  (14)7  (i'^) 
(i(^\  eontieniient  la  sidution  complète  du  problème  proposé. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

FOUCAULT  (Léon).  —  Recueil  de  ses  travaux  scientifiques,  publié  par  Ma- 
dame veuve  Foucault,  sa  mère,  mis  en  ordre  par  C.-M.  Gariel,  ingénieur 
des  Ponts  et  Chaussées,  et  précédé  d'une  Notice  sur  les  Œuvres  de  L.  Fou- 
cault, par  J.  Bertrand,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  i  vol. 
in-4°,  xxvin-59i  pages,  accompagné  d'un  atlas  de  19  PI.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1878. 

AVERTISSEMENT. 

En  acceptant  la  pieuse  mission  de  présenter  au  monde  savant  le 
Recueil  des  Mémoires  deLéon  Foucault,  j'avais  songéd'abord  à  tra- 
cer le  rapide  résumé  des  ingénieuses  inventions  cpii  lui  sont  dues. 
Un  tel  travail  serait  sans  utilité  ^  la  simplicité  et  la  netteté  sont  les 
qualités  dominantes  des  pages  qui  vont  suivre,  et  il  suffit  de  dire  au 
lecteur  curieux  :  Lisez  et  jugez.  Le  temps  n'est  plus  où  il  fallait, 
pour  défendre  le  génie  inventif  de  Léon  Foucault,  en  montrer  le 
principe  et  le  guide  dans  une  science  exacte  et  profonde  -,  au  moment 
où  une  mort  prématurée  nous  l'a  enlevé,  il  avait,  depuis  bien  des 
années  déjà,conc]uis  le  rang  élevé  que  la  postérité  doit  lui  conserver. 

L'histoire  de  ses  études  est  celle  de  ses  découvertes.  11  apprenait 
en  inventant  et  consultait  la  Science  suivant  ses  besoins  et  dans  la 
mesure  nécessaire  seulement;  bien  souvent,  au  début  d'une  recherche 
nouvelle,  il  avait  recours  à  l'érudition  de  ses  amis,  et,  en  se  fai- 
sant enseigner,  sans  aucun  embarras,  les  premiers  éléments  d'une 
théorie  classicjue,  il  prenait  l'indication  des  Ouvrages  à  consulter. 
Quelques  mois  après,  ceux  qu'il  avait  surpris  par  l'absence  des  no- 
tions élémentaires  dans  nos  écoles  le  retrouvaient  riche  d'une  in- 
vention ingénieuse  et  brillante,  prêt  à  en  discuter  les  conséquences 
et  les  principes,  aussi  bien  préparé  à  tenir  tête  aux  savants  qu'à 
éclairer  les  ignorants. 

Léon  Foucault  ne  fut  élève  d'aucune  école  ;  les  études  classiques 
semblaient  dans  son  enfance  trop  fatigantes  pour  son  esprit  rêveur; 
il  fut  un  écolier  médiocre,  et  jugea  nécessaire,  à  la  fin  de  ses  études, 
de  se  faire  aider  par  un  répétiteur  pour  préparer  l'examen  du  bac- 
calauréat. 

11  commença  ses  éludes  en  Médecine,  mais  un  Cours  de  Micro- 
scopie,  dont  il  devint  l'auditeur  assidu  et  bienl(k  après  lliabile  pré- 
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paralcur,  lui  révéla  ses  facultés  d'expérimentateur.  Le  professeur 
ctaitleD""  Donné,  qui,  sachant  apercevoir  dans  ce  jeune  lioninic 
si  habile  à  monter  un  appareil  un  esprit  aussi  droit  que  pénétrant, 
le  présenta,  dès  l'année  i845,  comme  son  successeur,  à  la  rédaction 
scientifique  du  Journal  des  Débats.  Foucault  avait  alors  26  ans. 

La  tâche,  périlleuse  à  plus  d'un  titre,  exigeait  beaucoup  de 
science,  et  Foucault  se  proposait  d'en  acquéiir;  beaucoup  de  pru- 
dence en  même  temps  et  de  sens  critique  :  il  y  nièla  beaucoup  d(î 
hardiesse.  Toujours  attentif  à  ne  passe  compromettre  par  des  juge- 
ments erronés  ou  douteux,  ses  appréciations  n'avaient  rien  de 
banal.  Entre  tant  de  travaux,  non  moins  dilierenls  par  le  but  que 
par  la  méthode,  il  marquait  nettement  ses  préférences,  non  sans 
quelque  dédain  pour  la  Science,  si  élevée  qu'elle  fût,  quand  elle  se 
déployait  sans  résultat  immédiat  et  précis. 

Malgré  l'importance  croissante  de  ses  propres  travaux,  il  n'aban- 
donna jamais  complètement  cette  tâche  qu'il  aimait  et  dans  laquelle 
la  franchise  de  ses  jugements,  toujours  pleins  cependant  de  con- 
venance et  de  courtoisie,  a  éveillé  plus  d'une  rancune  et  par  là 
peut-être  retardé  ses  succès. 

Léon  Foucault,  associé  bientôt  à  un  collaborateur  digne  de  lui, 
tourna  ses  premières  recherches  vers  la  Photographie,  puis  vers  les 
questions  les  plus  élevées  de  la  théorie  de  la  lumière,  en  faisant 
iaire  à  l'expérience  fondamentale  des  interférences  un  progrès 
aussi  considérable  qu'inattendu.  Cette  admirable  expérience,  si 
justement  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science,  fait  paraître,  on  h; 
sait,  des  raies  complètement  obscures  à  la  rencontre  de  deux  rayons 
dont  chacun,  s'il  était  seul,  donnerait  une  lumièrebrillanteetpurc. 
L'explication  depuis  longtemps  n'est  plus  douteuse;  l'éther,  dont 
les  vibrations  propagent  la  lumière,  est  excité  en  sens  opposé  au 
point  de  rencontre  des  deux  rayons  qui  se  contrarient  et  se  détrui- 
sent-, il  sulht  pour  cela  que  la  dilïérence  des  chemins  parcourus 
d(q)uis  la  source  commune  corresponde  à  une  diiférence  de  phase. 
Dans  les  expériences  antérieures  de  Fresnel  et  de  Thomas  Young, 
celle  dilïérence  de  marche  coiTCspondail  à  un  petit  nombre  de  lon- 
gueurs d'onde  -,  MM.  Fizeau  et  Foucault,  j)ar  une  disposition  ingé- 
nieuse et  simple,  l'ont  portée  jusqu'à  8000  longueurs  d'onde, 
en  a|oulant  une  preuve  nouvelle  et  brillante  à  la  parfaite  précision 
delà  ihéoric.   Ai'ago,  si  bon  jn^e  de  ces  malièics.  et  glorieusement 
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mêlé  liii-nièine  à  l'histoire  de  ces  mémorables  découvertes,  lit  à  cet 
élégant  travail  le  plus  chaleureux  accueil  et  commença  à  espérer 
que  Fresnel  aurait  des  successeurs. 

M.M.  Fizeau  et  Foucault  étaient  trop  ingénieux  l'un  et  l'autre  à 
inventer  de  belles  expériences,  trop  habiles  en  même  temps  à  les 
réaliser,  pour  avoir  besoin  d'aide  et  d'appui.  Leur  collaboration, 
quoique  très  fructueuse  pour  leur  commune  renommée,  dut  cesser 
cependant  le  jour  où  chacun  d'eux,  en  pressentant  des  découvertes 
de  premier  ordre  et  se  sentant  la  force  de  les  réaliser  seul,  voulut 
s'en  réserver  la  gloire  tout  entière.  Leur  séparation,  en  effet,  fut 
suivie,  pour  tous  deux,  d'expériences  aussi  brillantes  que  neuves 
dont  le  retentissement  fut  immense.  Je  n  ai  pas  à  faire  connaître 
ici  les  admirables  travaux  de  M.  Fizeau  ;  il  est  moins  nécessaire 
encore  d'analyser  en  tète  de  ce  ^  olume,  où  elles  sont  si  bien  expo- 
sées, les  découvertes  presque  simultanées  de  Foucault,  dirigées 
bientôt  vers  des  régions  entièrement  diiïérentes  ;  on  nie  pardonnera 
cependant  de  reproduire  ici  une  Notice  écrite  en  1864  dans  le  but 
très-hautement  proclauié  d'aider  Léon  Foucault  dans  une  candi- 
dature académique.  Le  jugement  que  j'y  porte,  relu  après  quatorze 
ans,  me  semble  strictement  équitable  5  mon  amitié  n'a  rien  exagéré  : 
il  sera  ratifié,  j'en  ai  le  ferme  espoir,  par  le  suffrage,  aujourd'hui 
impartial,  de  tous  les  juges  compétents.  Je  ne  veux  rien  changer  à 
ces  pages,  qui  ont  procuré  à  Foucault,  je  suis  heureux  de  citer  ses 
propres  expressions,  une  des  joies  de  sa  vie. 

Cette  joie,  hélas!  lut  une  des  dernières.  Lorsque  tout  semblait 
lui  sourire  et  que,  compté  parmi  les  maitres  de  la  Science,  il  éprou- 
vait et  retrempait  ses  forces  dans  une  lutte,  toujours  heureuse, 
avec  les  ditlicultés  pratiques  des  problèmes  industriels,  quelques 
jours  après  le  succès  d'une  expérience  décisive,  il  tombait  terrassé 
])ar  un  mal  sans  espoir.  Un  voile  chaque  jour  plus  épais  enveloppait 
sa  pensée,  intacte  jusqu'au  dernier  jour,  en  l'obscurcissant  sans 
l'éteindre  et  l'isolant  sans  l'atïaiblir -,  cjuand  elle  perçait  le  nuage 
qui  l'entourait,  la  mémoire  des  mots  lui  uiancjuail.  Tout  en  lui  était 
frappé  à  la  fois  ;  sa  vue  rapidement  aifaiblie  lui  permettait  à  peine 
de  reconnaître  les  amis  qu  il  invitait  encore  à  venir  causer  devant 
lui.  c(  Je  comprends  tout  )),  disait-il  avec  effort  ;  et,  par  ini  geste 
désespéré,  il  marquait  à  la  fois  la  fermeté  de  sa  pensc-e,  l'impossi- 
bilité de  Texpiimer  et  la   triste  ccrlitude  d'une  tin  prochaine,    11 
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n'avait  pas  achevé  sa  tàclie  :  de  nouvelles  et  pi-écieuses  inventions 
étaient  entrevues  et  ébauchées  ;  malheureusement  il  écrivait  peu,  et 
sa  famille,  en  publiant  les  courtes  Notes  inédites  qu  il  a  laissées, 
aura  seulement  la  triste  consolation  de  montrer  que  la  Science,  en 
même  temps  qu'elle,  a  fait  une  perte  irréparable  et  profonde  (  *). 

J.   Bertrakd. 


f)  Jpan-Bernard-Léon  Foucault  naquit  à  Paris  le  19  septembre  1819;  il  était  lils 
d'un  libraire  que  d'intéressantes  publications  sur  l'histoire  de  France  ont  fait  con- 
naître. Sa  vie  ne  présente  d'autres  événements  à  rapporter  que  les  découvertes  qu'il  a 
faites  ;  quelques  dates  suflTiront  pour  compléter  tous  les  renseignements  qui  peuvent  être 
intéressants  pour  la  postérité  et  qui  n'ont  pas  été  consignés  dans  la  IVotice  précédente. 

Après  avoir  passé  sa  thèse  de  docteur  es  sciences  physiques,  sur  la  détermination  de 
la  vitesse  de  la  lumière,  en  i853,  L.  Foucault  fut  nomme  physicien  à  l'Observatoire 
en  i85'|  :  cette  place  fut  créée  pour  lui  d'après  les  idées  de  l'empereur  JNapoleon  III. 
En  1863,  il  devint  membre  du  Bureau  des  Longitudes. 

Il  avait  reçu  la  croix  de  la  Légion  d'honneur  après  l'expérience  du  pendule  (iSSi} 
et  il  était  nomme  oflicier  en  18G2. 

En  1857,  il  se  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  et  il  obtenait  assez  de  voix  pour 
qu'il  y  eût  ballottage  :  il  échouait  cependant.  Il  l'emportait,  en  revanche,  après  une 
lutte  qui  se  traduisit  par  trois  scrutins  successifs,  lorsqu'il  posa  sa  candidature  une 
seconde  fois  en  i865  :  il  succédait  à  Clapeyron. 

Il  était  membre  correspondant  de  la  Société  Royale  de  Londres,  qui  lui  décerna,  en 
i855,  une  des  plus  hautes  récompen-ses  qu'un  savant  puisse  ambitionner  :  la  grande 
médaille  d'or  de  Copley.  Les  .Académies  de  Berlin,  de  Saint-Pétersbourg  et  la  plupart 
des  corps  savants  de  l'étranger  l'appelèrent  successivement  dans  leur  sein. 

En  1867.  l'installation  de  son  dernier  modèle  de  régulateur  à  l'Exposition  univer- 
selle l'avait  vivement  préoccupé,  par  suite  des  difiicultes  exceptionnelles  qu'il  avait 
rencontrées  dans  la  nature  des  machines  dont  il  s'agissait  de  régler  la  marche  :  une 
machine  à  tisser  et  une  machine  à  travailler  le  bois.  Les  opérations  du  jury  des  ré- 
compenses, dont  il  faisait  partie,  avaient  également  conti  ibue  à  le  fatiguer.  Une  crnelli! 
maladie  vint  le  frapper  dans  le  courant  du  mois  de  juillet  :  la  paralysie  se  manifesta 
d'abord  par  un  léger  engourdissement  de  la  main.  Il  ne  se  fit  pas  illusion  sur  son 
état  et,  dès  les  premiers  symptômes,  comprit  qu'il  était  perdu.  Peu  à  peu  la  parole 
s'embarrassa,  la  vue  fut  atteinte,  et  après  sept  mois  d'un  long  martyre  il  mourut  le 
I  r  février  18G8. 

Après  sa  mort,  une  Commission,  composée  de  MM.  Rolland,  directeur  général  des 
manufactures  de  l'État,  J.  Regnault,  directeur  de  la  Pharmacie  centrale,  professeur  à 
la  Faculté  de  Médecine;  Wolf,  astronome  à  l'Observatoire  impérial,  Ad.  Martin, 
docteur  es  sciences;  Lissajoiis,  professeur  au  Lycée  Saint-Louis,  fut  chargée  de  pré- 
parer la  publication  des  OEuvres  de  L.  Foucault,  par  les  ordres  de  l'empereur.  Les 
tvénements  malheureux  de  1870  ont  mis  fin  à  ces  projets. 

La  mère  de  L.  Foucault,  qui  conserve  pour  la  mémoire  de  son  lils  un  pieux  et  tendre 
souvenir,  a  repris  l'idée  abandonnée  par  suite  de  ces  désastreuses  circonstances  :  par 
son  ordre,  et  à  ses  frais,  les  travaux  scientifiques  de  L.  Foucault  ont  été  réunis,  et  elle 
a  assuré  leur  publication,  souhaitant  seulement,  et  ce  souhait  a  été  rempli,  de  vivre 
assez  pour  voir  la  réalisation  complète  de  cette  pensée,  qui  sauvegardera  l'héritage 
scientifuiiii'  d'un  lioninii'  dntit  les  découvertes  oui  einiiiii  la  Sficiice.  C.   M.  O. 
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Dex  progrès  de  la  Mécanique  ('). 
M.  LÉON  FOUCAULT. 

L'EvaiigiU;  a  dit  :  «  Celui  qui  croit  ne  sera  pas  jugé.  »  Les  sa\ants 
devraient  s'inspirer  de  cette  maxime  et  dire  à  leur  tour:  Celui  qui 
trouve  ne  sera  pas  jugé.  Toute  méthode  qui  fait  trouver  doit  être 
accueillie  avec  reconnaissance,  et  f[uiconque  apporte  une  vérité 
nouvelle  doit  toujours  être  bien  reçu.  Les  voies  de  la  Science  sont 
infinies,  et  le  plus  grand  préjudice  que  l'on  puisse  lui  porter  est 
d'eu  proscrire  quelques-unes  en  décourageant  par  un  injuste  dédain 
ceux  qui  les  suivent  ou  les  développent.  Plus  large  et  plus  féconde 
sera  la  voie  dans  laquelle  un  grand  homme  aura  engagé  ses  con- 
temporains ou  la  postérité,  plus  méritants  et  plus  utiles  seront  sou- 
vent les  esprits  r(;belles  qui,  refusant  le  joug,  persisteront  dans  les 
vieilles  méthodes  ou  sauront  s'en  créer  de  nouvelles. 

Deux  puissants  génies  ont,  à  des  époques  différentes,  changé  la 
face  de  la  Géométi'ie  et  celle  de  la  Mécanique.  Descartes  et  Lagrange, 
à  deux  siècles  d'intervalle,  ont  créé,  l'un  la  Géométrie  analytique, 
l'autre  la  Mécanique  analytique  5  ils  ont  montré  comment  le  Calcul 
algébrique  et  l'Analyse  infinitésimale  embrassent  dans  leurs  combi- 
naisons la  solution  de  tous  les  problèmes  de  Géométrie  et  de  Méca- 
nique, sans  qu'il  soit  nécessairede  recourir  aux  raisonnements  faits 
sur  la  figure  ou  inspirés  par  l'étude  profonde  des  mécanismes, 
comment  on  peut  espérer  d'obtenir  la  proportion  des  figures  et  des 
mouvements  au  moyen  de  règles  uniformes  cjui  remplaceraient  le 
génie  du  géomètre  par  la  patience  du  calculateur. 

La  Mécanique  a  été  renfermée  dans  une  seule  formule,  mais  il 
est  difficile  de  l'en  faire  sortir  :  cette  haute  vérité,  qui  contient 
toutes  les  autres,  ne  les  montre  facilement  que  lorsqu'on  les  con- 
naît à  l'avance.  La  raison  soumise,  avant  d'être  éclairée,  y  trouve 
rarement  la  vue  distincte  de  chacjue  résultat  particulier,  et  ce  n'est 
pas  par  là  que  ceux  qui  ne  voient  pas  commenceronL  à  voir.  Parce 
que  Lagrange  s'est  élevé,  par  un  admirable  e/îort  de  génie,  jusqu'à 
la  source  de  toutes  les  vérités  de  la  Science,  n'a-t-on  plus  qu'à  se 

(')  \o\\-  Reiue  dis  Deux-Mondes,  i"  mai   18*1'). 
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contier  au  courant  en  abandonnant  le  gouvernail  pour  se  laisser 
doucement  et  paisiblement  descendre?  Ce  n'est  pas  ainsi  qu'il  le 
faut  entendre.  Le  fleuve  n'est  pas  navigable,  et  il  n'est  pas  donné  :i 
tous  de  le  parcourir  sans  rencontrer  bien  des  ccueils.  En  présence 
de  cette  formule  maîtresse  qui  contient  tout,  il  reste  beaucoup  à 
chercher,  et  pour  la  transformer  en  vérités  sensibles  il  faut  être 
doué  d'un  génie  spécial,  qui  n'est  à  proprement  parler  ni  celui  de 
la  Mécanique  ni  celui  de  la  Géométrie, 

Lors  même  que  les  géomètres,  réussissant  dans  cette  grande  en- 
treprise, atteindraient  le  but  vers  lequel,  depuis  plus  d'un  demi- 
siècle,  ils  s'avancent  incessamment,  et  qui  dépasse  peut-être  la 
portée  de  l'esprit  humain,  la  Mécanique  ne  serait  pas  absorbée  par 
l'Analyse;  les  deux  sciences,  unies  d  un  lien  de  plus  en  plus  étroit, 
n'en  resteraient  pas  moins  distinctes  et  grandiraient  l'une  par  l'autre 
en  se  prêtant  un  mutuel  secours.  La  perfection  des  méthodes,  pas 
plus  là  qu'ailleurs,  ne  pourra  jamais  suppléer  à  la  puissance  du 
talent,  et  les  grands  génies,  quoi  qu'il  arrive,  conserveront  la  pos- 
sibilité de  faire  de  grandes  découvertes. 

«  Toutes  les  grandes  choses  ont  leur  excès  »,  a  dit  un  illustre 
écrivain  -,  cela  est  vrai,  même  dans  la  Science.  Quoique  l'on  ne  soit 
jamais  allé  jusqu'à  rejeter  l'étude  directe  des  questions  particu- 
lières, on  s'est  trop  souvent  élevé  au-dessus  d'elles  ;  les  belles  mé- 
thodesgénérales  de  la  Mécanique  analytique  ont  été,  pendant  quel- 
(jue  temps,  suivies  d'une  manière  trop  exclusive,  et,  en  s'attachant  à 
montrer  ce  que  les  divers  problèmes  ont  d'identique,  on  s'est  exposé 
à  perdre  de  vue  ce  qui  les  distingue  les  uns  des  autres.  Les  géo- 
mètres purs,  en  embrassant  avec  une  savante  monotonie  l'iniinie 
variété  des  détails  connus  dans  l'application  des  formules,  en  van- 
tant l'élégance  et  l'uniformité  de  leurs  méthodes,  en  y  pliant  peu  à 
peu  l'enseignement  tout  entier  de  laScience  dans  tous  les  pays,  ont 
acquis  à  leurs  procédés  préférés  une  autorité,  je  dirai  presque  une 
tyrannie,  sous  laquelle  les  méthodes  opposées,  plongées  dans  uu 
sommeil  que  nul  ne  troublait  plus,  semblaient  mourir  faute  d'ali- 
ments. 

On  raconte  que,  il  y  a  une  trentaine  d'années  à  peine,  un  profes- 
seur, curieux  des  vieilles  traditions,  avait  eu  recours  aux  méthodes 
du  géomètre  grec  Apollouius  pour  démontrer  par  la  Géométrie 
puie  les  propriétés  principales  des  sections  coui([ues5  ses  élèves. 
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avancés  déjà  dans  la  Science,  mais  habitués  à  rattaclier  toutes  leurs 
lecherclies  à  la  méthode  de  Descartes,  exclusivement  suivie  jusque- 
là,  furent  charmés  de  l'élégance  de  ces  idées  nouvelles  à  leurs  yeux 
et  de  la  facilité  inattendue  avec  laquelle,  disaient-ils,  l'application 
de  \ Al^ehre  à  la  Géométrie  pouvait  se  traiter  sans  yllgèbre. 

Trois  hommes  supérieurs  ont  réagi,  surtout  à  notre  époque, 
contre  celte  exagération  d'une  idée  grande  et  féconde  et  contre 
l'abandon  des  procédés  les  plus  fins  et  les  plus  brillants  de  l'esprit 
humain  :  M.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  pi'oprictés  projecdues, 
et  M.  Cliasles,  dans  ses  nombreux  et  admirables  écrits,  ont  gagné, 
vraisemblablement  pour  toujours,  la  cause  des  méthodes  qui  les  ont 
conduits  si  haut,  tandis  que  M.  Poinsot,  dans  une  série  de  Mémoires 
qui  resteront  d'impérissables  modèles  d'élégance  et  de  profondeur, 
montrait  que,  dans  la  Mécanique,  rien  ne  dispense  de  considérer 
les  choses  en  elles-mêmes,  sans  jamais  les  perdre  de  vue  dans  le 
cours  du  raisonnement.  L'étude  des  beaux  travaux  que  je  viens  de 
citer  serait  intéressante  et  instructive  à  plus  d'un  titre  ;  mais  chaque 
jour  voit  augmenter  le  nombre  des  lecteurs  sérieux  qui  les  consi- 
dèrent à  bon  droit  comme  classiques,  et  celui  qui  voudrait  aujour- 
d'hui chercher  à  les  défendre  contre  une  appréciation  inintelligente 
et  injuste  arriverait  une  trentaine  d'années  trop  tard.  Les  chefs- 
d'œuvre  sont  peu  à  peu,  quoi  qu'on  fasse,  acceptés  comme  ils  doi- 
vent l'être;  ils  ne  changent  pas  toujours  les  esprits,  mais  ils  s'im- 
posent à  leur  attention.  Nul  n'oserait,  par  exemple,  aujourd'hui 
contester  l'importance  et  la  hauteur  des  travaux  mécaniques  de 
Poinsot;  il  semble  évident  déjà  que  la  postérité  doit  placer  l'illustre 
auteur  de  la  Statique  bien  au-dessus  des  contemporains,  jadis  plus 
célèbres,  qui  l'ont  si  longtemps  méconnu.  Poisson  disait,  au  sein 
même,  je  crois,  du  Bureau  des  Longitudes  :  «  Si  Poinsot  se  présen- 
tait à  l'Ecole  Polvtechnique,  ma  conscience  ne  me  permettrait  pas 
de  l'y  admettre.  »  La  Section  de  Géométrie,  en  18  i3,  était  moins 
sé^•ère  dans  son  jugement  et  consentait  à  l'inscrire  au  troisième 
rang  sur  la  liste  des  candidats  à  la  succession  de  Lagrange  :.  l'Aca- 
démie le  nomma  et  lit  bien.  Une  exposition  de  l'ensemble  de  ses 
travaux  et  des  idées  neuves  cju'il  a  apportées  dans  la  Science  aurait 
été  alors  une  œuvre  utile  et  méritante;  sans  avoir  aujourd  hui  la 
même  raison  d'à-propos,  elle  offrirait  encore  un  intérêt  sérieux. 

Les  travaux  que  je  veux  signaler  aujourd'hui  sont  dus  à  un  esprit 
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lin  et  délicat  dont  l'analogie  avec  celui  de  Poinsot  m'a  souvent 
frappé.  Les  voies  qu'ils  suivent  sont  très-diiîerentes  :  la  science  de 
l'un  tend  à  la  pratique,  celle  de  l'autre  à  la  contemplation  ;  mais 
ils  ont  tous  deux  le  même  sentiment  profond  de  la  réalité-,  ils  té- 
moignent pour  les  routes  battues  le  même  éloignement,  poussé 
parfois  jusqu'à  l'injustice;  il  considèrent  tous  deux,  avec  un  dédain 
([ue  je  ne  partage  pas,  les  travaux  estimables  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ressemblent  au  devoir  d'un  bon  écolier,  et,  pour  ajouter  enfin  un 
dernier  trait  qui  leur  est  commun,  tout  ce  qui  dans  la  Science  ne 
leur  semble  pas  clair  n'existe  pas  à  leurs  yeux.  M.  Léon  Foucault  se 
sent  capable  d'inventer  ;  absorbé  par  l'exploitation  de  ses  idées, 
qu'il  creuse  consciencieusement,  sans  se  décourager  jamais,  il  ne 
se  croit  pas  toujours  le  temps  d'amasser  des  vérités  dont  l'usage 
semble  encore  lointain,  et,  pour  combler  les  lacunes  d'une  instruc- 
tion mathématique  très-solide,  mais  peu  étendue,  il  attend  systé- 
matiquement que  le  besoin  s'en  fasse  impérieusement  sentir. 

On  lit  dans  Galilée  un  passage  très-curieux  où,  après  avoir 
énoncé  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  déclare,  pour  toute 
démonstration,  que  quiconque  niera  le  théorème  ou  conservera 
seulement  le  plus  léger  doute  prouvera  qu'il  ne  comprend  rien  à 
la  théorie  des  machines.  M.  Foucault  prononce  avec  la  même  con- 
viction des  anathèmes  du  même  genre  contre  ceux  qui  contestent 
l'exactitude  de  ses  conceptions  5  il  va  tout  droit  où  le  conduit  sa  vue, 
et,  comme  il  est  fort  clairvoyant,  il  n'admet  pas  qu'on  le  soit  moins 
que  lui  :  ses  contradicteurs  sont  pour  lui  rebelles  à  la  vérité,  et  il 
les  accuse  de  nier  l'évidence.  S'il  se  trompait  souvent  ou  seulement 
(juelquefois,  on  pourrait  lui  reprocher  l'ignorance  volontaire  des 
l'ormes  classiques;  mais,  ses  assertions,  qui  ont  tant  occupé  les 
géomètres,  s'étant  toujours  trouvées  exactes,  je  vois  dans  cette  igno- 
rance même  la  preuve  d'un  mérite  original  et  très-supérieur. 

L 

La  première  invention  mécanique  de  M.  Foucault  est  l'éclatante 
démonstration  qu'il  a  donnée  du  mouvement  de  la  Terre,  en  le  ren- 
dant sensible  à  tous  les  yeux  au  moyen  d'un  pendule  librement 
suspendu  à  un  fil.  L'inlluence  que  la  rotation  dr  la  Terre  devrait 
cxci'cer  sur  les  phénomènes  observables  à  sa  surface  a  él(-  l'uuc  des 
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premières  objections  adressées  à  Copernic.  On  énumérait  des  con- 
séquences très-dures  à  admettre,  qu'il  semblait  impossible;  d'éviter 
après  avoir  accepté  le  principe;  mais  ses  partisans  ont  facilement 
dissipé  ces  vaines  et  chimériques  préoccupations  et  fait  triompher 
la  vérité  par  des  réponses  complètement  décisives.  Ils  ont  montré 
que,  malgré  la  rotation  de  la  Terre,  les  oiseaux  peuvent  s'élever 
au  plus  haut  des  airs  et  redescendre  tranquillement  vers  leur  nid 
sans  que  chaque  minute  les  en  éloigne  de  plusieurs  lieues,  qu'une 
pierre  lancée  verticalement  de  bas  en  haut  ne  doit  pas  retomber 
à  une  centaine  de  pas  vers  l'ouest,  et  qu'une  armée  peut  envoyer  des 
balles  et  des  boulets  de  canon,  des  ilèclies  même  et  des  javelots 
contre  un  ennemi  situé  à  l'est  sans  que  la  rotation  de  la  Terre  le 
dérobe  à  ses  coups.  Galilée  a  répondu  à  ces  objections,  mais  il  a 
légèrement  dépassé  le  but  :  suivant  lui,  tous  ces  phénomènes  sont 
absolunaent  illusoires,  et  le  mouvement  rapide  qui  nous  emporte 
tous  est  rigoureusement  et  mathématiquement  insensible. 

Si  la  Terre  était  entraînée  par  un  mouvement  de  translation, 
quelque  rapide  qu'on  voulût  le  supposer,  pourvu  qu'il  fût  uniforme, 
il  n'exercerait  aucune  iniluence,  petite  ou  grande,  sur  les  phéno- 
mènes qui  s'accomplissent  autour  de  nous;  mais,  la  Terre  tournant 
autour  de  son  axe,  cette  rotation  doit  produire  de  petites  perturba- 
tions qui  n'ont  été  analysées  que  plus  tard  et  peu  à  peu,  et  dont 
M.  Foucault  a  montré  pour  la  première  fois  les  elïèts  avec  une 
incontestable  évidence. 

\  arignon  parait  avoir  signalé  le  premier,  en  1707,  la  contradic- 
tion géométrique  des  lois  de  Galilée  sur  la  chute  des  corps  avec 
l'hypothèse  de  la  rotation  de  la  Terre  et  celle  d'une  pesanteur  con- 
stante; il  se  borne  à  montrer  que  la  réunion  de  ces  trois  hypothèses 
implique  contradiction,  sans  oser  décider  celle  qui  doit  être  modifiée 
et  sans  indiquer  même  ses  conjectures  ;  il  est  à  croire  d'ailleurs  cjue, 
s'il  se  fût  prononcé,  il  n'eût  pas  bien  choisi  :  son  Ouvrage  sur  la 
cause  de  la  pesanteur  le  montre  fort  mal  préparé  à  traiter  de  telles 
questions.  On  voit  sur  le  frontispice  une  petite  vignette  fort  élégante 
représentant  deux  personnages,  un  militaire  et  un  religieux,  auprès 
d'un  canon  braqué  vers  le  zénith  ;  ils  regardent  en  l'air  comme  poiu' 
suivre  le  boulet  qui  \ient  d'être  lancé.  Sur  la  gravvu'e  même  on  lit 
ces  mots  :  «  Retombera-t-il  P  w  Le  religieux  est  le  célèbre  P.  Mer- 
senne,  et  son  conqiagnon  est  M.  Petit,  intendant  des  fortifications. 
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Ils  ont  répété  plusieurs  fois  cette  dangereuse  expérience,  et,  comme 
ils  ne  furent  pas  assez  adroits  pour  faire  retomber  le  boulet  sur 
leur  tète,  ils  crurent  pouvoir  en  conclure  qu'il  était  resté  en  l'air, 
où  sans  doute  il  demeurerait  longtemps.  Varignon  ne  conteste  pas  le 
fait,  mais  il  s'en  étonne  :  «  Un  boulet  suspendu  au-dessus  de  nos 
tètes,  en  vérité,  dit-il,  cela  doit  surprendre!  »  Les  deux  expérimen- 
tateurs, s'il  est  permis  de  les  nommer  ainsi,  firent  part  à  Descartes 
de  leurs  essais  et  du  résultat  obtenu.  On  sait  que  l'intrépide  philo- 
sophe ne  demeurait  jamais  court",  c'était  un  oracle  toujours  prêt 
qui  répondait  à  tous  et  à  tout.  Il  ne  vit  dans  le  lait  supposé  exact 
qu'une  confirmation  de  ses  subtiles  rêveries  sur  la  pesanteur.  Plus 
d'un  siècle  après,  d'Alembert,  qui  analysa  très-nettement  le  phé- 
nomène, calcula  la  déviation  du  boulet,  en  faisant  abstraction  de  la 
lésistance  de  l'air.  Lin  projectile  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  une  vitesse  de  1800  pieds  par  seconde  doit  être  dévié  vers 
l'est  et  retomber  à  600  pieds  de  son  point  de  départ^  et  c'est,  sui- 
vant lui,  pour  l'avoir  cherché  trop  près  que  Mersenne  et  Petit  n'ont 
pas  retrouvé  leur  boulet.  Mais  cette  explication  n'est  pas  même 
admissible  :  la  résistance  de  l'air,  négligée  par  d'Alembert,  exerce 
une  très-grande  influence.  D'après  les  calculs  de  Poisson,  une  balle 
de  fusil  lancée  avec  une  vitesse  de  4<^o™  par  seconde,  qui  dans  le 
vide  retomberait  à  50™  de  son  point  d(;  départ,  ne  serait  déviée  dans 
l'air  que  de  quelques  centijnètres.  L'expérience  de  Mersenne  prouve 
donc  seulement  la  difficulté  de  lancer  un  boulet  dans  une  direction 
rigoureusement  verticale  :  une  balle  de  fu§il  serait  plus  facile  à 
diriger,  mais  l'erreur  de  pointage,  ajoutée  à  l'influence  des  courants 
d'air,  produirait  certainement  des  déviations  plus  considérables 
encore  que  celles  qu'il  faut  mesurer.  D'Alembert  indiqua  dans  la 
même  dissertation  les  effets  du  mouvement  de  la  Terre  sur  les  pro- 
jectiles lancés  dans  une  direction  quelconque  et  sur  la  chute  verti- 
cale d'un  corps  pesant  abandonné  à  lui-même.  Laplace  a  repris  la 
question  dans  la  iMccanique  céleste,  et  trouve  des  résultats  sem- 
blables. L'illustre  Gauss  s'en  est  également  occupé.  Poisson  enfin 
y  a  consacré  deux  longs  Mémoires,  dont  la  conclusion  générale  est 
que  les  déviations  sont  toujours  fort  petites  et  exigeraient,  pour 
être  constatées,  des  expériences  minutieuses,  presque  toutes  irréali- 
sables. 

Les  plus  célèbres  et  les  plus  exactes  oui  été  faites  en  i833,  dans 
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Jes  mines  de  Freyberg,  par  M.  le  professeur  Reecli.  Il  laissait  tom- 
ber librement  un  poids  et  mesurait  la  déviation  vers  l'est  ^  la  hau- 
teur de  chute  était  de  iSS""  :  la  moyeTine  de  cent  six  expériences  a 
donné  une  déviation  de  o'",028  environ  et  trop  faible  pour  être 
dégagée  avec  certitude  de  toutes  les  influences  perturbatrices,  en 
sorte  que  l'évidence  du  résultat  n'est  pas  assez  frappante  pour  fer- 
mer la  bouche  aux  incrédules.  C'est  à  l'occasion  de  faits  de  ce 
genre  et  des  déductions  logiques  qui  y  conduisent  que  Laplace 
écrivait  :  «  Quoique  la  rotation  de  la  Terre  soit  établie  avec  toute 
la  certitude  que  les  Sciences  physiques  comportent,  une  preuve 
directe  de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astro- 
nomes. »  Cette  preuve  sans  réplique,  M.  P'oucault  l'a  apportée  à 
l'Académie  des  Sciences  le  3  février  i85i,  et,  comme  l'avait  prévu 
Laplace,  elle  intéressa  vivement  les  astronomes  et  les  géomètres  : 
elle  n'apprit  à  personne  que  la  Terre  tourne  et  que  sa  rotation 
peut  modifier  les  phénomènes  dynamiques  à  la  surface,  mais  elle 
en  montra  un  effet  Irès-net,  très-facile  à  observer,  et  qui,  grandis- 
sant avec  le  temps,  ne  pouvait  être  ni  attribué  à  aucun  autre  prin- 
cipe ni  masqué  par  les  perturbations  accidentelles. 

Nous  croyons  devoir  reproduire  les  termes  mêmes  de  la  Commu- 
nication de  M.  Foucault  : 

«  Les  observations  si  importantes  ot  si  nombreuses  dont  le  pendule  a  e'te' 
jusqu'ici  l'objet  sont  surtout  relatives  à  la  durée  des  oscillations;  celles  que 
je  me  propose  de  faire  connaître  à  l'Académie  ont  principalement  porté  sur 
la  direction  du  plan  d'oscillation,  qui,  se  déplaçant  graduellement  d'orient 
en  occident,  fournit  un  signe  sensible  de  la  rotation  de  la  Terre. 

»  Afin  d'arriver  à  justifier  cette  interprétation  d'un  résultat  constant,  je 
ferai  abstraction  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre,  qui  est  sans  in- 
fluence sur  le  phénomène  que  je  veux  mettre  en  évidence,  et  je  supposerai 
que  l'observateur  se  transporte  au  pôle  pour  y  établir  un  pendule  réduit 
à  sa  plus  grande  simplicité,  c'est-à-dire  un  pendule  composé  d'une  masse 
pesante  homogène  et  sphérique,  suspendu  par  un  fil  flexible  à  un  point  ab- 
solument fixe;  je  supposerai  même  tout  d'abord  que  ce  point  de  suspension 
est  exactement  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  du  globe  et  que  les 
pièces  solides  qui  le  supportent  ne  participent  pas  au  mouvement  diurne.  Si, 
dans  ces  ciiconstances,  on  éloigne  de  sa  j)osition  d'équilibre  la  masse  du 
])endule,  et  si  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur  sans  lui  commu- 
niquer aucune  impulsion  latérale,  son  centre  de  gravité  l'cpassera  par  la 
verticale  et,  en  \ertu  de  la  vitesse  acquise,  il  sclèvcra  de  l'aiitic  côte  a  une 
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haiiteui-  presque  égale  à  celle  d'où  il  est  parti.  Parvenu  en  ce  point,  sa  vitesse 
expire,  change  de  signe  et  le  ramène,  en  le  faisant  encore  passer  ])ar  la  ver- 
ticale, un  peu  au-dessous  de  son  point  de  départ.  Ainsi  l'on  provoque  un 
mouvement  oscillatoire  de  la  masse  suivant  un  arc  de  cercle  dont  le  plan  est 
nettement  déterminé,  et  auquel  l'inertie  de  la  matière  assure  une  position  inva- 
liable  dans  l'espace.  Si  donc  ces  oscillations  se  perpétuent  pendant  un 
certain  temps,  le  mouvement  de  la  Terre,  qui  ne  cesse  de  tourner  d'occident 
en  orient,  deviendra  sensible  j)ar  le  contraste  de  l'immobilité  du  plan  d'os- 
cillation dont  la  trace  sur  le  sol  semblera  animée  d'un  mouvement  conforme 
au  mouvement  apparent  de  la  sphère  céleste,  et,  si  les  oscillations  pouvaient 
se  perpétuer  pendant  vingt-quatre  heures,  la  trace  de  leur  plan  exécuterait 
dans  le  même  temps  une  révolution  entière  autour  de  la  projection  verti- 
c.de  du  point  de  suspension. 

»  Telles  sont  les  conditions  idéales  dans  lesquelles  le  mouvement  de  rota- 
tion du  globe  deviendrait  évidemment  accessible  à  l'observation  ;  mais  en 
réalité  on  est  obligé  de  prendre  un  point  d'appui  sur  un  sol  mouvant;  les 
l)ièces  rigides  où  s'attache  l'extrémité  supérieure  du  fil  ne  peuvent  être 
soustraites  au  mouvement  diurne,  et  l'on  pouvait  craindre  à  première  vue 
que  le  mouvement  communiqué  au  fil  et  à  la  masse  pendulaire  n'altérât  la 
direction  du  plan  d'oscillation.  Toutefois  la  théorie  ne  montre  pas  là  une 
diniculté  sérieuse  et,  de  son  côté,  l'expérience  m'a  montré  que,  pourvu 
()ue  le  fil  soit  rond  et  homogène,  on  peut  le  faire  tourner  assez  rapidement 
sur  lui-même,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sans  influer  sensiblement  sur 
la  position  du  plan  d'oscillation,  de  sorte  que  l'expérience,  telle  que  je  viens 
de  la  décrire,  doit  réussir  au  pôle  dans  toute  sa  pureté. 

»  Mais  quand  on  descend  vers  nos  latitudes,  le  phénomène  se  complique 
d'un  élément  assez  difficile  à  apprécier,  et  sur  lequel  je  désire  bien  vivement 
d'attirer  l'attention  des  géomètres.  A  mesure  que  l'on  s'approche  de  l'équa- 
teur,  le  plan  de  l'horizon  prend  sur  l'axe  de  la  Terre  une  position  de  plus 
en  plus  oblique,  et  la  verticale,  au  lieu  de  tourner  sur  elle-même  comme 
au  [)ôle,  décrit  un  cône  de  plus  en  plus  ouvert;  il  en  résulte  un  ralentisse- 
ment dans  le  mouvement  apparent  du  plan  d'oscillation,  mouvement  qui 
s  annule  à  l'équateur  pour  changer  de  sens  dans  l'autre  hémisj)hère.  Pour 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  ce  mouvement,  ou  les  diverses 
latitudes,  il  faut  recourir  soit  à  l'Analyse,  soit  à  des  considérations  méca- 
niques et  géométriques  que  ne  comporte  pas  l'étendue  restreinte  de  cette 
JVote.  Je  dois  donc  me  borner  à  dire  que  les  deux  méthodes  s'accordent, 
en  négligeant  certains  |)hénomènes  secondaires,  à  montrer  le  déj)lacement 
angulaire  du  |)lan  d'oscillation  comme  égal  au  mouvement  angulaire  de  la 
Terre  dans  le  même  temps,  multiplié  par  le  sinus  de  l;i  latitude.    » 
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iNI.  Foucault  décrit  eusuite  l'expérience,  dont,  comme  chacun 
sait,  la  réalisation  est  des  plus  faciles.  Dès  la  séance  suivante,  un 
géomètre  habile,  membre  de  la  Section  de  Géométrie,  s'empressa 
de  montrer  «  comment  l'expérience  importante  de  M.  Foucault 
aurait  pu  être  indiquée  par  les  équations  du  mouvement  inter- 
prétées sans  inadvertance».  Les  équations  qui  auraient  pu  indi- 
quer l'expérience  de  M.  Foucault  avaient  en  ellèt  été  formées 
depuis  longtemps  :  elles  indiqueraient  bien  d'autres  choses  encore, 
si  l'on  savait  les  faire  parler;  mais,  interrogées  par  le  célèbre  géo- 
mètre Poisson,  elles  lui  avaient  répondu  que  «la  force  perpendi- 
culaire au  plan  d'oscillation  est  trop  petite  pour  écarter  sensible- 
ment le  pendule  de  son  plan  et  avoir  aucune  influence  appréciable 
sur  son  mouvement».  Dubuat,  Clairaut  et  Poleni  avaient,  avant 
Poisson,  étudié  mathématiquement  l'influence  du  mouvement  d(; 
la  Terre  sur  les  oscillations  du  pendule.  Le  phénomène  si  simple 
et  si  concluant  qui  a  tout  d'abord  frappé  M.  Foucault,  à  peine 
entrevu  par  Poleni,  était  resté  complètement  inaperçu  de  Clairaut 
et  de  Poisson. 

L'expérience  attira  l'attention  des  savants  les  plus  illustres, 
autant  et  plus  encore  peut-être  que  celle  des  ignorants 5  la  Table 
des  CofJiptes  rendus  de  l'Académie  porte,  en  1 85 1 ,  vingt-six  articles 
au.  mot  Pendule  :  il  n'y  en  avait  pas  un  seul  en  i85o.  MiVL  Binet, 
Sturm,  Poncelet,  Plana,  Bravais,  Hausleen,  Quel,  Dumas  en  ont 
fait  successi\emeul  le  sujet  de  leurs  études  analytiques.  Leurs  tra- 
vaux sont  de  grande  valeur,  sans  doute,  mais  l'explication  la  plus 
nette  et  la  plus  élégante  du  phénomène  reste  encore  celle  que 
M.  Foucault  donnait  à  ses  amis,  en  s'aidant,  pour  plus  de  clarté, 
d'une  petite  boule  de  bois  sur  laquelle  il  avait  tracé  les  lignes  qui 
l'ont  aidé  à  trouver  la  loi  du  phénomène. 

Si  l'expérience  pouvait  se  faire  au  pôle,  il  n'y  aurait  aucune  dif- 
ficulté ;  la  question  est  purement  géométrique  :  le  plan  d'oscilla- 
tion est  invariable.  L'observateur,  qui  tourne  avec  la  Terre  sans  en 
avoir  conscience,  doit  attribuer  à  ce  plan  fixe  un  mouvement  égal 
et  contraire,  et  le  voir  par  conséquent  exécuter  en  vingt-quatre 
heures  une  révolution  complète,  en  tournant  dans  le  même  sens 
que  les  étoiles.  Mais  à  toute  autre  latitude  la  difficulté  est  plus 
grande  :  le  plan  d'oscillation  ne  reste  pas  immobile.  On  peut,  en 
effet,  regarder  cointuc  évident  f[u'il  doit  être  constamment  vertical 
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et,  comme  la  verticale  change  de  direction,  qu'elle  décrit  en  vingt- 
quatre  heures  un  cône  plus  ou  moins  ouvert,  suivant  qu'on  est  plus 
ou  moins  près  de  l'équateur,  le  plan  qui  la  contient  à  chaque 
instant  est  nécessairement  un  plan  mobile  dans  l'espace.  Les  appa- 
rences sont  donc  produites  ici  par  la  combinaison  du  mouvement 
de  la  Terre  avec  le  mouvement  inconnu  que  va  prendre  le  plan  du 
pendule  et  qu'il  faut  déterminer.  Or,  pour  y  parvenir,  M.  Foucault 
invoque  un  principe  dont  la  démonstration  rigoureuse  n'a  pas  été 
donnée  jusqu'ici,  mais  qui  lui  semble  évident,  comme  à  Galilée  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  et  comme  à  Huygens  les  postulata 
sur  lesquels  il  a  fondé  la  théorie  du  pendule.  Le  plan  d'oscillation, 
tout  en  restant  vertical,  doit,  selon  ]SL  Foucault,  se  placer  à  chaque 
instant  de  manière  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  la  posi- 
tion qu'il  occupait  dans  l'instant  qui  précède.  Si  l'on  se  donne,  eu 
un  mot,  la  position  du  plan  d  oscillation  à  un  certain  moment, 
pour  savoir  ce  qu'il  est  devenu  après  vin  temps  très  court,  -,-  j, „ „ o „ » 
de  seconde  par  exemple,  il  faut  déterminer  la  position  nouvelle 
qu'a  prise  la  verticale  par  suite  de  la  rotation  terrestre  et  chercher, 
parmi  tous  les  plans  qui  passent  par  cette  direction,  celui  qui  forme 
avec  le  plan  primitif  le  plus  petit  angle  possible.  Cette  ingénieuse 
hypothèse  conduit  très-simplement  à  la  loi  tant  de  fois  confirmée  : 
la  rotation  du  plan  d' oscillation  est  pioportioiinelle  au  sinus  de  la 
latitude. 

La  belle  expérience  fut  rapidement  répétée  dans  l'Europe  en- 
tière. Les  professeurs  de  Florence  l'exécutèrent  dès  qu'ils  en  eurent 
communication  et,  par  une  association  bien  naturelle  d'admira- 
tion, opérèrent  à  côté  nième  de  la  tribune  de  Galilée.  Ils  voulurent 
ensuite  chercher  dans  les  procès-verbaux  inédits  de  l'Académie  del 
Cimento  si,  parmi  les  nombreuses  observations  faites  sur  le  pen- 
dule, il  ne  s'en  trouverait  pas  qui  eussent  trait  à  l'expérience  nou- 
velle. Ils  trouvèrent  en  elfet  les  lignes  suivantes,  écrites  par 
Viviani  :  Osseî'vammo  clie  tutti  i  penduli  da  un  soljilo  deviano 
d  al  primo  verticale,  e  senipre  per  il  medesimo  verso. 

L'assertion  est  très  claire.  Il  n'est  pas  supposable  que  les  aca- 
démiciens del  Cimento  n'aient  pas  cherché  la  cause  d'un  eifet 
aussi  extraordinaire;  mais  c'était  une  matière  délicate,  où  il  était 
dangejcux  de  prendre  parti  :  ils  avaient  connu  Galilée 5  les  aven- 
tures de  leur  illustre  compatriote  étaient  encoi-e  r('("eMt('s,  et  dci-- 
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rière  la  question  du  mouvomeiit  de  la  Terre  ils  enlrevoyaient  le 
Saint-Of'tice.  On  connaissait  son  aversion  opiniâtre  pour  certaines 
vérités,  et  la  critique  moderne  n'avait  pas  encore  révélé  toute  sa 
bienveillante  mansuétude.  Tout  en  gardant  le  silence  sur  la  cause 
présumée,  l'Académie  a  donné  dans  ses  Mémoires  imprimés  l'indi- 
cation, moins  précise  il  est  vrai,  du  même  pliénomène,  et  la  décla- 
ration d'une  ignorance,  peut-être  volontaix^e,  sur  la  nature  des 
causes  qui  le  produisent  ^  elle  propose  de  mesurer  le  temps  en 
comptant  directement  les  oscillations  d'un  pendule-,  mais  elle  con- 
seille de  le  suspendre  à  deux  fils,  parce  que  le  pendule  à  un  seul 
fil,  quelle  qu'en  soit  la  cause,  s'écarte  insensiblement  de  sa  direc- 
tion primitive,  et  son  mouvement  ne  se  fait  plus  bientôt  dans  un 
arc  vertical,  mais  par  une  spirale  allongée  dans  laquelle  les  vibra- 
tions ne  se  distinguent  plus.  Comme  le  remarque  d'ailleurs  avec 
équité  le  directeur  de  l'Institut  Polytechnique  de  Florence,  ces 
citations  inédites  ou  obscures  et  oubliées  n'enlèvent  rien  au  mérite 
du  nouvel  inventeur,  auquel  elles  étaient,  comme  à  tous  les  phy- 
siciens, restées  complètement  inconnues. 

Rien  n'est  plus  ordinaire  que  de  voir  des  inventeurs,  persuadés 
qu'ils  ont  atteint  le  but  aussitôt  qu'ils  en  ont  approché,  s'arrêter  en 
laissant  à  d'autres  le  soin  de  suivre  les  conséquences  de  leur  idée 
et  de  perfectionner  leur  oeuvre.  Un  premier  succès  éteint  leur  ardeui- 
et  satisfait  leur  curiosité.  D'autres  au  contraire,  plus  persévérants 
et  plus  forts,  regardent  lui  premier  résultat  comme  l'occasion  d'un 
nouveau  travail-,  ils  marchent  avec  ardeur  vers  les  vérités  entre- 
vues, en  montrant  incessamment,  par  l'heureuse  abondaneede  leurs 
développements  et  par  des  preuves  continuelles  d'habileté,  que  le 
hasard  n'est  pas  leur  guide. 

C'est  à  cette  seconde  classe  d'inventeurs  qu'appartient  l'auteur 
de  l'expérience  du  pendule.  Après  avoir  heureusement  résolu  un 
problème  réputé  si  difficile  et  mis  dans  une  lumière  éclatante  une 
expérience  inaperçue  jadis,  dont  il  ne  restait  que  quelques  traces 
obscures,  il  a  cherché  dans  des  combinaisons  nouvelles  des  preuves 
plus  sensibles  encore  du  mouvement  de  la  Terre,  et,  par  une  exacte- 
analyse  des  forces  mises  en  jeu,  il  est  parvenu  à  les  diriger,  en  leur 
faisant  produiredes  elfets  aussi  brillants  qu'inattendus.  Unhomme, 
enfermé  sans  boussole  dans  une  chambre  et  n'apercevant  pas  le  ciel, 
peut  lrou\  er  la  direction  du  nord  et  la  latitude  du  lieu  qu  il   oc- 
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cupe.  Tels  sont  les  résultats  extraordinaires  démontrés  et  réalisés 
aujourd'hui,  et  que  tous  les  savants,  il  y  a  vingt  ans,  auraient,  sans 
hésiter,  déclarés  impossibles. 

Frappé,  comme  tous  les  géomètres,  par  l'expérience  du  pendule, 
M.  Poinsot  avait  porté  son  attention  sur  le  moyen  de  la  rendre  plus 
nette  encore,  en  substituant  au  plan  idéal  dans  lequel  se  meut  le 
lil  un  objet  matériel  dont  la  rotation  de  la  Terre  déterminât  le 
mouvement.  La  disposition  qu'il  proposa  ne  semble  pas  réalisable, 
mais  elle  fut  peut-être  l'occasion  de  l'inventioii  du  gyroscope.  Le 
but  primitif  de  cet  instrument  est  de  suspendre  un  corps  de  telle 
sorte  qu'il  reste  indépendant  de  la  rotation  de  la  Terre  et  que  les 
supports,  tout  en  entraînant  son  centre  de  gravité,  ne  changent 
nullement  sa  direction  absolue  dans  l'espace.  11  est  clair  que  cette 
immobilité  réelle,  contrastant  avec  la  rotation  terrestre,  dont  nous 
n'avons  pas  conscience,  produira  un  mouvement  relatif  qui  mettra 
celle-ci  en  évidence;  mais  il  faut  pour  cela  que  le  système  de  sus- 
pension, permettant  au  corps  tous  les  mouvements  possibles  autour 
de  son  centre,  ne  puisse  par  cela  même  lui  en  imposer  aucun.  Les 
moyens  de  réaliser  celte  condition  sont  connus  depuis  longtemps; 
la  recherche  n'en  était  d'ailleurs  qu'un  jeu  pour  un  mécanicien 
aussi  expérimenté  que  ^L  Foucault,  et  son  gyroscope  y  satisfait 
avec  un  art  parfait.  8i  l'on  se  borne  cependant  à  suspendre  une 
masse  de  cette  manière,  l'expérience  ne  donne  aucun  résultat  ^  le 
mouvement  relatif  ne  se  produit  pas,  et  c'est  le  frottement  qui  l'em- 
pêche. On  ne  peut  en  effet  alfranchir  le  corps  de  toute  attache 5  si 
mobile  que  soit  le  support,  il  faut  bien  qu'il  soit  appuyé  sur  quelque 
chose,  et,  malgré  la  finesse  de  l'exécution,  le  frottement  intervient 
toujours  dans  le  mouvement  relatif  des  pièces  en  contact  pour  le 
ralentir  ou  pour  l'arrêter.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  d'autant 
j)lus  grave  que  les  forces  qu'il  s'agit  de  mettre  en  évidence  sont  plus 
petites,  M.  Foucault,  avant  de  suspendre  son  gyroscope,  lui  im- 
prime une  vitesse  de  deux  à  trois  cents  tours  par  seconde;  cette 
rotation  n'augmente  pas  la  pression  sur  les  supports  et  les  frotte- 
ments restent  les  mêmes,  mais  elle  accroît  la  résistance  qui  serait 
nécessaire  pour  empêcher  le  mouvement  relatif  que  l'on  veut 
observer,  et  l'axe  du  corps  peut  alors  s'arrêter,  en  semblant  par  là 
se  mouvoir,  puisque  tout  tourne  autour  de  lui. 

L'idée  de  faire  toui'ncr  un  corps  ytonv  alVermir  la  stabiliti-  de  son 
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orientaliou  dans  l'espace  est  extrêmement  ingénieuse;  elle  repose 
sur  un  principe  que  l'auteur  regarde  comme  évident,  et  qu'il  justifie 
d'ailleurs  par  des  expériences  très  faciles  et  très  claires.  Quelques 
explications  semblent  cependant  nécessaires  pour  le  mettre  dans 
tout  son  jour. 

Les  géomètres  anciens  ont  méconnu  la  loi  d'inertie  5  c'est  pour 
cela  que  la  Mécanique  est  une  science  toute  moderne.  Un  point 
matériel  isolé  se  meut  en  ligne  droite  et  d'un  mouvement  uniforme 
tant  qu'aucune  cause  étrangère  ne  vient  le  troubler.  Ncgo  ullinn 
inotuin  pevejinein  non  recLimi  a  Deo  conditiun  esse,  a  dit  Kepler, 
et  les  géomètres  ont  fait  de  cet  axiome  la  base  solide  de  la  science 
du  mouvement-,  toutefois,  en  voulant  appliquer  ce  principe,  on  ren- 
contre dès  les  premiers  pas  bien  des  difficultés.  Les  points  d'un 
même  corps  sont  solidaires,  leur  distance  doit  rester  invariable;  si 
donc  on  les  lance  dans  des  directions  diilérentes,  ce  qui  a  lieu  lors- 
qu'on imprime  au  corps  une  rotation,  il  faut  absolument  qu'ils 
réagissent  les  uns  sur  les  autres,  en  s'imposant  en  quelque  sorte 
des  concessions  mutuelles,  sinon  le  corps  se  brise  et  vole  en  éclats; 
c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  dans  une  machine  la  roue 
du  volant  se  trouve  lancée  avec  une  trop  grande  vitesse.  Mais  les 
corps  solides  des  géomètres  ne  se  brisent  jamais;  ils  trouvent  dans 
leur  rigidité,  inflexible  par  hypothèse,  la  force  nécessaire  pour 
écarter  incessamment  chaque  point  de  la  ligne  droite  qu'il  tend  à 
suivre  et  qui  le  séparerait  des  autres.  Le  mouvement  général  qui 
concilie  tout  est  fort  compliqué  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  irrégu- 
iier,  et  l'on  ne  s'en  fait  tout  d'abord  (pi'une  idée  fort  obscure. 
Poinsot  l'a  beaucoup  éclaircie;  c'est  Là  une  des  questions  qui  l'ont 
le  plus  occupé  et,  comme  il  le  dit  lui-même,  une  des  choses  qu'il 
a  le  plus  désiré  de  savoir  en  Mécaniqne.  Dans  le  cas  d'un  corps  ré- 
gulier tournant  autour  de  son  axe  de  figure,  le  phénomène  devient 
d'une  extrême  simplicité;  la  rotation  persiste  indéfiniment  avec  la 
même  vitesse  et  se  fait  toujours  autour  du  même  axe  tant  qu'au- 
cune influence  extérieure  n'intervient.  Pour  changer  la  direction 
de  l'axe,  il  faut  changer  celle  de  toutes  les  vitesses  qui  animent  les 
difierents  points;  l'eliort  nécessaire  grandit  avec  ces  vitesses,  (;t  l'on 
peut  faire  en  sorte  que,  dans  l'expérience  du  gyroscope,  les  frotte- 
ments qui  restent  les  mêmes  n'aient  plus  la  puissance  de  le  déve- 
lopper. Le  corps,  suspendu  comme  nous  l'avons  dit  et  animé  d'un 
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niouvenicnt  rapide  de  rolalion,  conservera  donc  la  hicrnc  direclioii 
dans  l'espace;  il  est  soustrait  ainsi  à  la  rotation  de  la  'J'erre,  sou 
centre  seul  y  participe  •,  mais,  selon  notre  façon  de  juger  les  choses, 
nous  verrous  son  axe  décrire  un  cône  de  révolution  avec  une  vitesse 
telle,  fpie  si  l'expérience  se  prolongeait  il  accomplirait  un  tour  en 
vingt-quatre  heures. 

Le  système  de  suspension,  légèrement  modifié,  permet  de  retirer 
peu  à  peu  à  l'instrument  la  liberté  absolue  qu'on  lui  laisse  dans  la 
première  expérience^  on  peut  à  volonté  fixer  l'axe  du  corps  dans 
un  plan  horizontal  ou  vertical  d'où  il  ne  peut  plus  sortir,  en  restant 
toutefois  absolument  libre  de  s'y  mouvoir  en  tous  sens.  Lorsque  le 
plan  choisi  est  horizontal,  l'axe  du  gyroscope  ne  peut  y  rester  en 
équilibre  qu'en  se  dirigeant  vers  le  nord,  et  c'est  autour  de  cette 
direction  qu'on  le  voit  immédiatement  osciller,  formant  ainsi  une 
sorte  de  boussole  mécanique  dans  laquelle  le  magnétisme  ne  joue 
aucun  rôle.  En  forçant  l'axe  du  gyroscope  à  rester  dans  le  plan 
méridien,  on  obtient  un  résultat  non  moins  remarquable  :  on  le 
voit  se  diriger  parallèlement  à  l'axe  du  monde,  et  il  donne  la  lati- 
tude approchée  du  lieu,  indépendamment  de  toute  observation  astro- 
nomique. 

A  ces  curieux  pliénomènes,  qu'il  a  expliqués  et  prévus,  M.  Fou- 
cault en  adjoint  un  grand  nombre  d'autres  dont  il  serait  malaisé 
de  faire  ici  l'énumération  et  qui  font  de  son  instrument  le  moyen 
le  plus  élégant  et  le  plus  net  détudicr  la  rotation  des  corps;  les  lois 
suivant  lesquelles  les  pliénomènes  se  composent  sont  rendues  vi- 
sibles eu  quelque  sorte,  et  l'autorité  infaillible  de  l'expérience  con- 
firme, quelquefois  même  à  l'avance,  les  déductions  très-assurées, 
mais  souvent  très-cachées,  de  la  Géométrie  la  plus  profonde. 

IL 

Tout  en  continuant  ses  travaux  sur  la  rotation,  M.  Foucault 
poursuivait  de  belles  recherclies  de  Physique  entreprises  depuis 
longtemps.  Je  ne  veux  parler  ici  que  de  ses  inventions  mécaniques, 
mais  toutes  les  parties  de  la  Science  sont  étroitement  unies  ;  les 
vérités  se  prêtent  une  clarté  mutuelle,  et  la  connaissance  profonde 
d'une  théorie  augmente  sur  tous  les  autres  points  la  puissance  et 
les  ressources  d'un  esprit  ingénieux. 
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M.  Foucault  avait  appliqué  sou  génie  invcutlfàla  coustructiou 
des  miroirs.  Les  lunettes,  dans  lesquelles  la  lumière  des  astres  est 
li'aasniise  à  l'oeil  par  réfraction,  étaient  préféiées  depuis  longtemps 
aux  télescopes,  dans  lesquels  elle  est  réfléchie.  La  construction  des 
miroirs  présentait  en  elFet  de  grandes  dillicidlés  :  les  moindres  iné- 
galités ont  sur  la  netteté  de  l'image  une  iniluence  bien  plus  grande 
Cjue  celle  d'une  incorrection  semblable  dans  la  construction  de  l'ob- 
jectif de  la  lunette.  La  substitution  du  veire  au  métal  dans  la  con- 
struction des  lunettes  a  été  un  véritable  événement,  dont  l'initiative 
appartient  en  grande  partie  à  ^L  Foucault.  Il  a  montré  l'étonnante 
efficacité  des  retouches  locales  pour  perfectionner  indéfiniment, 
sans  les  recommencer,  les  surfaces  de  verre,  qui  ensuite,  argentées 
chimiquement,  fonctionnent  à  la  manière  des  plus  beaux  miroirs 
et  donnent  à  leur  foyer  d'excellentes  images.  Pour  l'exploration  du 
ciel,  un  télescope  ainsi  constitué  peut  lutter  avec  une  lunette  achro- 
matique de  même  diamètre  et  coûte  environ  six  fois  moins.  La 
matière  du  miroir  est  en  verre  commun,  tandis  que  les  cristaux  de 
haut  prix  doivent  former  les  éléments  de  l'objectif  achromatique; 
le  miroir,  en  outre,  n'a  qu'une  surface,  et  l'objectif  en  a  quatre;  la 
distance  focale  de  la  lunette  étant  enfin  trois  ou  quatre  fois  plus 
grande  que  celle  du  télescope,  les  frais  de  montage  et  d'abri  sont 
augmentés  par  là  dans  une  proportion  qui  rend  l'achat  de  l'instru- 
ment inaccessible  aux  particuliers.  Le  télescope  sera  donc  souvent 
préféré  et  tend  chaque  jour  à  l'èti-e  davantage. 

Une  fois  construit  cependant,  il  faut  le  diriger  veis  le  ciel  pour 
y  contempler  l'astre  que  l'on  veut  étudier,  et,  comme  le  chauip  de 
la  vision  est  malheureusement  très  borné,  il  faut  lui  imprimer  un 
mouvement  continu  pour  suivre  les  astres,  qui,  se  déplaçant  à 
chaque  instant,  ne  seraient  visibles  dans  un  instrument  fixe  que 
pendant  quelques  secondes;  le  télescope  doit  donc  tourner,  comme 
les  astres,  d'orient  en  occident,  en  faisant  un  tour  en  vingt-quatr(! 
heures.  Si  l'on  songe  que  le  grand  télescope  construit  récemment 
pour  1  Observatoii-e  de  Marseille  pèse  icoo**»,  on  comprend  toute 
la  ditîiculté  d'un  tel  problème. 

La  solution  obtenue  par  un  mécanisme  d'horlogerie  serait  com- 
plètement insuffisante  ;  les  impulsions  successives,  séparées  néces- 
sairement par  des  temps  d'arrêt,  donneraient  à  la  lunette  un  trem- 
blement continuel,  en  faisant  pour  ainsi  dire  sautiller  l'astre  observé 
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aulour  du  lil  auquel  ou  doit  rapporter  son  uiouvcnieut,  cl  un  Ici 
instruinejit  ne  saurait  suOii'c  aux  observations  sciupuleuses  et  assi- 
dues de  nos  astronouies.  Les  systèmes  le  plus  liabituelleuient  em- 
ployés peuvent  être  couiparés  à  des  tournebroclics  plus  ou  moins 
perfectionnés  et  ne  donnent  aucune  précision.  11  faut  citer  néan- 
moins d'une  manière  spéciale  l'élégant  mécani-sme  appliqué  par 
Gambey  au  petit  équatorial  qu'il  a  construit  pour  l'Observatoire  de 
Paris  j  mais,  tout  en  aduiirant  cette  ingénieuse  solution,  les  con- 
structeurs l'ont  trouvée  généralement  trop  indirecte  et  trop  dispen- 
dieuse pour  cherclier  à  l'iuiiter.  A  Greenwicb,  le  nouvel  appareil 
est  mis  en  mouvement  par  un  mécanisme  dont  on  dit  beaucoup  de 
bien  et  qui  cependant  ne  semble  pas  pouvoir  être  adopté  :  c'est  une 
petite  turbine  à  eau  dont  la  valve  est  gouvernée  par  un  pendule 
conique  ;  mais  la  nécessité  d'un  cours  d'eau  et  la  possibilité  de  la 
gelée  sont  des  inconvénients  graves  devant  lesquels  la  plupart  des 
Observatoires  reculeront  très-certainement. 

Peu  satisfait  de  ces  appareils  et  de  quelques  autres  proposés  ou 
essayés  jusqu'ici,  M.  Foucault  ne  désespéra  pas  de  pouvoir 
résoudie  plus  simplement  ce  problème  si  difficile  :  il  y  est  parvenu 
à  l'aide  d'un  principe  dont  les  applications  doivent  s'étendre  dans 
toutes  les  brandies  de  l'industrie.  Tout  le  monde  connaît  les  boules 
massives  que  l'on  voit  tourner  dans  toutes  les  machines  à  vapeur 
et  qui,  s'écartant  lorsque  la  rotation  s'accélère,  diminuent  l'orilice 
d'admission  de  la  vapeur  en  modérant  la  force  dès  qu'elle  est  deve- 
nue trop  grande.  L'efficacité  de  cette  disposition  est  malheureuse- 
ment trop  douteuse  et  trop  lente  :  on  corrige  l'edet  que  l'on  veut 
combattre  en  lui  faisant  produire  un  effet  contraire  ^  les  deux 
causes  opposées  se  choquent  confusément,  mais  rien  n'établit  entre 
elles  un  équilibre  rigouicux  et  ne  balance  exactement  leur  contra- 
riété pourdonner  une  solution  précise.  La  vitesse,  d'ailleurs,  nejieut 
être  modérée  que  par  l'écartement  des  boules,  qui  en  suppose  l'ac- 
croissement préalable.  L'inégalité  est  donc  imparfaitement  corrigée, 
et  elle  n'est  pas  prévenue.  M.  Foucault,  profitant  d'une  idée  déjcà 
émise  parlhabih;  coustructeur  i\L  ]Meyei-,  de  .Mulhouse,  s'est  pro- 
posé de  rendre  la  vitesse  de  rotation  de  l'appareil  indépendante  de 
l'angle  d'écarlementet  dediminuer  pour  cela  le  poids  des  boules  par 
un  contre-poids  dont  l'action  augmentequand  l'écart  est  plus  grand; 
il  a  trouvé  les  conditions  précises  d'une  compensation  rigoureuse, 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  378 

cl  des  dlsposilions  diverses  permettent  de  les  réaliser  mathémati- 
quement avec  une  parfaite  justesse  :  il  suffirait,  par  exemple,  de 
l'aire  descendre  le  contre-poids  sur  la  courbe  tant  de  fois  rencontrée 
depuis  Huvgens  par  les  mécaniciens  géomètres,  et  que  l'on 
nomme  c)  cloïde.  Cette  disposition  donnerait  un  instrument  tliéo- 
ri([uement  parfait  connue  le  pendule  cycloïdal  d'IIuygens,  mais  il 
n'a  pas  plu  à  M.  Foucault  de  l'adopter  -,  c'est  chez  lui  une  maxime 
absolue  que  dans  un  appareil  durable  et  précis  on  ne  doit  employer 
ni  chaînes,  ni  cordages,  ni  poulies,  ni  courbes,  ni  coulisses,  ni 
galets,  ni  flotteurs,  ni  liquides,  rien  autre  chose  enfin  que  des 
contre-poids  guidés  par  des  droites  articulées.  C'est  à  ces  pièces 
solides  et  inflexibles  qu'il  réduit  ce  que  Fontenelle  appelait  la  ma- 
tière niacliinale.  A'acceptant  donc  ni  les  courbes,  ni  les  fils,  il  a 
remplacé  la  cycloïde  par  un  système  de  leviers,  préférant  à  la  per- 
fection théorique  une  disposition  plus  efficace  et  plus  solide,  qui, 
sans  atteindre  rigoureusement  le  même  but,  satisfait  pleinement  à 
toutes  les  convenances  de  la  pratique. 

L'organe  principal  du  régulateur,  étant  mis  en  relation  avec  la 
macliine,  indiquera  si  la  vitesse  est  plus  grande  ou  pUis  petite  que 
celle  qui  lui  convient.  Les  boules  seront  folles,  et  la  plus  légère 
variation  de  vitesse  les  forcera  à  s'élever  au  plus  haut  ou  à  se  rap- 
procber  jusqvi'à  toucher  la  tige.  On  pourra  dire  alors,  en  un  certain 
sens,  que  l'appareil  est  régulier  par  essence  et  capable  d'une  seule 
vitesse.  Mais  comment  lui  donner  la  force  nécessaire  pour  imposer 
cette  vitesse  toujours  égale  et  toujours  permanente,  et  communi- 
quer son  uniformité  ?  M.  Foucault  y  parvient  en  adaptant  aux 
boules  un  levier  qui,  guidé  par  elles,  ouvre  ou  ferme  la  communi- 
cation d'un  ventilateur  avec  l'air  extérieur,  en  lui  faisant  con- 
sommer plus  ou  moins  de  travail.  De  là  une  résistance  qui,  crois- 
sant aussi  rapidement  que  l'on  veut,  surveille  pour  ainsi  dire  la 
vitesse  avec  une  continuelle  vigilance,  la  gouverne  par  des  elloits 
toujours  eOîeaces  tant  qu'ils  ne  sont  pas  poussés  à  l'extrême,  et 
témoigne  de  sa  constance  en  conservant  les  boules  entre  les  limites 
d'écartement  arbitrairement  fixées.  Lorsque  l'une  des  limites  est 
atteinte,  l'appareil  abdicjue,  et  l'on  est  averti  de  son  impuissance  ; 
mais  jusque-là  le  remède  précède  le  mal,  la  résistance  n'attend  pas 
pour  s'accroître  que  le  changement  de  vitesse  se  soit  produit,  et  la 
machine,  fpii  semi)h'  douée  dune  prévovance  instinctive,  se  raidit 
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ou  se  rL'hiclie  avec  une  admirable  souplesse  pour  soulager  la  puis- 
sance motrice  ou  la  tenir  en  bride  en  lui  mesurant  la  résistance 
avec  la  plus  précise  exactitude. 

La  fonderie  de  Fourchambault,  l'usine  de  M.  Sautter,  construc- 
teur de  phares,  et  les  ateliers  de  la  maison  Cail  ont  appliqué  déjà 
le  régulateur.  Les  conditions  deviennent  ici  très  dillérentes  :  la 
force  motrice  étant  la  vapeur  et  non  un  poids,  il  est  facile  de  la  ré- 
primer directement  en  réglant  l'admission  à  l'aide  du  système  des 
boules  sans  recourir  à  l'emploi  du  ventilateur,  qui  ne  serait  d'au- 
cune utilité.  Le  succès  a  été  décisif:  on  peut  arrêter  tout  à  coup  le 
travail^  les  boules  sont  agitées  un  instant,  mais  la  machine,  sans 
ressentir  aucun  trouble,  continue  à  tourner  tranquillement  avec 
une  inflexible  régularité. 

]\L  Foucault  a  transformé  très-heureusement  sonappareil  en  vue 
d'une  application  plus  importante  encore.  Sur  les  bateaux  à  vapeur, 
les  régulateurs  ordinaires  sont  complètement  inellicaces;  l'action 
de  la  pesanteur,  dérangée  à  chaque  moment  par  les  oscillations  du 
navire,  ne  peut  plus  donner  de  résultat  utile,  et,  si  pour  quelques 
instants  seulement  la  tempête  soulève  l'hélice  au-dessus  de  l'eau,  la 
puissante  machine,  qui  conserve  sa  force  tout  entière,  ne  ren- 
contre plus  d'obstacles  et  lance  les  ailes  avec  une  violence  tellement 
furieuse,  qu'elles  se  brisent  parfois  en  retombant  sur  la  mer.  La  dis- 
position adoptée  concilie  l'exactitude  avec  la  simplicité  si  nécessaire 
et  si  dillicile  à  obtenir  dans  les  appareils  de  ce  genre.  Le  manchon 
auquel  sont  attachées  les  tiges  qui  portent  lesboules,  au  lieu  d'être 
fixe,  glisse  librement  le  long  de  l'axe,  et,  par  un  renversement  in- 
génieux, c'est  le  sommet  opposé  du  parallélogramme  articulé  qui 
sert  de  point  fixe.  Ce  système  oblige  lesboules,  cjuelque  soitl'écar- 
tement  des  tiges,  à  rester  dans  un  même  plan  horizontal  ^  leur  poids 
devient  alors  sans  influence  sur  le  mouvement,  et  l'effet  de  la  pe- 
santeur est  annulé.  Pour  que  le  cercle  décrit  par  elles  soit  tou- 
jours parcouru  dans  le  même  tenqis,  on  démontre  alors  très-aisé- 
ment que  la  force  centripète  qui  les  sollicite;  doit  être  proportionnelle 
au  rayon  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  à  la  distance  des  boules  à  l'axe, 
et  cette  condition  est  très-heureusement  et  très-simplement  remplie 
à  l'aide  de  ressorts  dont  l'énergie  augmente  avec  l'écartement,  et 
j)cnt,  dans  les  limiles  d'écart  que  j)ermet  la  machine,  lui  être  con- 
sidérée coMunc  [)r()j)  )rli()nnclle.   L'isoclironisiue    une  fois  oblenu. 
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on  arliève  do  résoudre  le  problème  comme  dans  le  cas  des  niacliines 
installées  à  terre. 

m. 

Pour  connaître  un  écrivain,  il  suffit,  a-t-on  dit,  d'en  lire  une 
page.  Ce  jugement,  qui  est  fort  juste,  peut  s'étendi-e  à  toutes  les 
œuvres  de  l'esprit  ^  \a  faculté  maîtresse^  comme  dit  M.  Taine,  ap- 
paraît dans  toute  production  originale  et  personnelle,  et,  pour  la 
retrouver  dans  les  autres  travaux  de  même  origine,  il  n'est  néces- 
saire d'aucun  parti  pris. 

La  Physique  a  occupé  M.  Foucault  plus  longtemps  que  la  Méca- 
nique et  avec  un  succès  presque  égal.  Ce  n'est  pas  mon  dessein  de 
passer  en  revue  ses  recherches  sur  l'Oplique  et  sur  l'Electricité; 
dans  des  sujets  divers,  on  retrouve  le  même  esprit,  et  j'aurais  peu 
de  traits  nouveaux  à  signaler,  dans  sa  manière  d'aborder  les  ques- 
tions et  de  les  résoudre. 

EuPiiysique  comme  en  Mécanique,  il  montre  plus  de  sagacité  que 
de  profondeur  :  il  ne  fait  pas  de  travaux  d'ensemble,  mais  des 
inventions-,  il  n'apporte  pas  de  théories,  mais  des  faits  décisifs  et 
inattendus  qui  éclairent  et  confirment  les  principes.  Sans  embras- 
ser dans  de  vastes  systèmes  l'universalité  des  causes,  il  étudie  la  na- 
ture, moins  pour  en  démêler  les  énigmes  que  pour  en  approprier  à 
notre  usage  les  forces  les  plus  cachées,  et  il  cherche  moins  curieu- 
sement enfin  à  contempler  la  lumière  et  à  la  montrer  qu'à  la  suivre. 
Jl  est  diflicile  aujourd'hui  d'enseigner  la  Physique  sans  le  citer  sou- 
vent avec  honneur  et  sans  manier  les  appareils  qu'il  a  inventés  et 
construits.  Ses  travaux  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ont  eu  un  grand 
retentissement-,  il  a  cherché  d'abord  à  faire  réussir  une  expérience 
très-importante,  mais  complètement  irréalisable,  imaginée  par 
Arago.  iJ'après  le  programme  de  l'illustre  physicien,  l'observation 
devait  porter  sur  un  rayon  de  lumière  réiléchi  par  un  miroir  tour- 
nant avec  une  vitesse  de  mille  tours  par  seconde  et  lancé  par  ce 
miroir  à  tout  hasard  pour  aller  rencontrer,  s'il  avait  ce  bonheur,  un 
autre  miroir  dont  la  rotation  n'était  pas  moins  rapide;  après  ces 
deux  iéilexions,  un  observateur  attentif  et  assidu  pouvait,  suivant 
un  calcul  de  M.  Babinet,  nourrir  l'espoir  fondé  d'apercevoir  le 
lavon  une  lois  en  trois  ans.dans  les  conditions  d  um;  bonne  cxpé- 
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rience.  L'appareil  avait  été  monté,  mais  ceux  qui  avaient  regardé 
n'avaient  rien  vu,  et  douze  ans  s'étaient  écoulés  sans  que  les  phy- 
siciens parvinssent  à  saisir  les  rayons  fugitifs  5  on  considérait  le 
projet  d'Arago  comme  une  ingénieuse  et  brillante  chimère.  M.  Fou- 
cault l'a  réalisé  ;  il  a  envoyé  le  rayon  dans  une  direction  fixe,  eu 
rendant  par  là  l'expérience  très-facile  et  très-sùre.  C'est  à  Arago 
que  revient  sans  contredit  l'honneur  des  belles  conséquences  qui 
s'en  déduisent  et  qu'il  avait  prévues  ;  mais  sans  M.  Foucault  nous 
les  attendrions  peut-être  encore.  Après  avoir  atteint  le  but  et  forcé 
l'admiration  des  plus  difficiles,  lui  seul  ne  fut  pas  satisfait.  «  Il  est 
douteux,  disait-il,  que  les  expériences  faites  à  la  surface  de  la  Terre 
puissentdélcrminer  jamais  la  vitessede  la  luuiière  avec  la  même  exac- 
titude que  la  discussion  des  observations  astronomiques.  »  Ce  doute 
l'a  tourmenté  pendant  treize  ans,  et,  de  perfectionnement  en  per- 
fectionnement, il  est  parvenu  enfin  à  assigner  une  vitesse  de 
^2000  lieues  par  seconde  que  les  physiciens  ne  contestent  pas,  et 
que  les  astronomes  les  plus  autorisés  acceptent  comme  base  d<; 
calculs  importants,  qui  ne  vont  à  rien  moins  qu'à  diminuer  de 
plus  de  I  million  de  lieues  la  distance  présumée  de  la  Terre  au 
Soleil. 

Citons  encore,  sans  v  insister,  puisque  la  Mécanique  seule  nous 
occupe,  rinterruptiou  des  courants  électriques  obtenus  en  faisant 
plonger  dans  un  bain  de  mercure,  recouvert  d'uue  couche  d'alcool, 
le  conducteur  mù  par  un  ressort  métallique  qui  vibre  sous  l'in- 
fluence d'un  électro-aimant  en  fermant  et  rétablissant  le  courant 
avec  une  régularité  parfaite  une  soixantaine  de  fois  par  seconde.  La 
substitution  de  cet  interrupteur  aux  pièces  solides,  qui ,  dans  les 
mêmes  conditions,  seraient  hors  de  service  en  quelques  minutes, 
est  l'une  des  inventions  qui  ont  permis  au  célèbre  et  habile 
M.  Kûhmkorff  la  construction  de  ses  beaux  appareils  d'induction. 
11  est  impossible  enfin  de  ne  pas  rappeler,  en  terminant,  l'appareil 
régulateur  de  la  lumière  électrique,  qui,  construit  d'abord  pour 
imiter  le  Soleil  dans  le  troisième  acte  du  Prophète,  a  été  trop  sou- 
vent employé  depuis  pour  que  l'on  songe  encore  à  en  citer  l'in- 
venteui-.  Ces  travaux  si  divers  montrent  tous  l'alliance  heureuse 
et  bien  rare  de  deux  qualités  que  M.  Foucault  possède  exeellcjn- 
nicnt  :  la  ])rali<jue  la  plus  délicate  et  la  plus  ingénieuse,  unie  aux 
vues  lliéori(]ues  les  plus  exactes  et  les  jtlus  sûres. 
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Les  industriels  ont  profilé  de  ses  inventions,  les  géomètres  les 
ont  prises  pour  ihèuies  de  calculs  justement  admirés;  mais  ses  as- 
sertions premières  ont  été  confirmées,  elles  suLsistent  dans  toute 
leur  étendue,  et  il  serait  injuste  d'oublier  ou  de  méconnaître  les 
idées  simples  dont  elles  sont  nées.  Quoique  la  renommée  de 
M.  Foucault  soit  égale  à  son  mérite,  on  n'a  pas  jusqu'ici  rendu 
pleine  justice  à  son  esprit  éuiineuinient  mathématique.  Les  Matlié- 
niatiques,  considérées  comme  un  pur  exercice  de  l'intelligence, 
l'avaient  d'abord  peu  attiré,  et  iln'est  pas  impossible  que  les  vérités 
abstraites  les  plus  curieuses  ne  lui  aient  seujblé  autrefois  que  de 
vaines  et  stériles  subtilités;  mais  il  a  bien  vite  reconnu  le  lien 
immédiat  et  sensible  qui  les  unit  aux  applications,  il  a  vu  en  elles 
la  source  d'une  lumière  supérieure  et  pure  cjui  éclaire  les  principes 
de  la  Physique  sans  en  corrompre  la  simplicité.  11  a  demandé  des 
conseils  et  des  inspirations  aux  beaux  travaux  de  Poinsot  :  le  com- 
merce de  ce  grand  esprit  a  élargi  les  vues  et  grandi  le  cercle  de 
ses  méditations.  Son  goût  tiès  prononcé  pour  la  logique  naturelle 
subsiste  toujours,  mais  il  n'est  plus  exclusif  :  les  procédés  de  pure 
intuition  ne  pouvaient  suffire  à  un  inventeur  aussi  actif  et  aussi 
bien  doué,  il  a  compris  que  toutes  les  vérités  s'éclairent  nmtuelle- 
ment  sans  se  gêner  jamais  et  que,  comme  l'a  dit  Fontenelle,  «  il 
est  plus  aisé  d'apprendre  les  Mathématiques  que  d'aller  loin  sans 
leur  secours  ».  ]\  ul  peut-être  ne  saurait  dire  avec  plus  de  précision 
jusqu'où  peuvent  conduire  les  cliemins  courts  et  faciles  qu'il  alfcc- 
tionne,  et  comment  les  principes  surs  et  infaillibles  de  la  tliéorie 
éclairent  un  esprit  bien  fait,  en  lui  servant  de  guide  et  de  flam- 
beau. Sans  eux  le  génie  le  plus  heureux,  conduit  seulement  par  sa 
pénétration  et  par  la  logicpie  naturelle,  demeure  suspendu  dans  une 
incertitude  continuelle  et  trouve  rapidement  des  bornes  étroites  aux- 
quelles M.  Foucault  s'est  heurté  autrefois,  mais  qu'il  a  francliies 
depuis  longtemps.  On  lui  a  reproché  de  manquer  de  rigueur,  et 
sans  rigueur,  nul  ne  le  conteste,  il  n'y  a  plus  de  Géométrie;  c'est 
là  une  fausse  accusation.  M.  Foucault,  on  ne  doit  pas  l'oublier,  ne 
professe  pas;  il  ignore  l'art  de  présenter  ses  inventions  selon  les 
formes  de  l'école  ;  il  persuade  contre  les  règles  et  ne  sait  pas  réduire 
démonslrativement  ses  contradicteurs  au  silence.  Cejiendant,  à 
prendre  ses  expressions  dans  la  juste  étendue  de  leur  sens  vérilabh', 
toutes  ses  assertions  sont  exactes  dans  les  lernies    mêmes  où  il  les 
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énonce  :  il  sait  toutes  les  routes  de  la  science  du  mouvement,  il  a 
pénétré  au  fond  de  ses  lliéoi^ies  les  plus  abstraites,  et,  pour  l'em- 
brasser tout  entière,  il  ne  lui  manque  que  la  manière  de  savoir. 
La  langue  algébrique  lui  est  peu  familière^  il  la  comprend,  mais  ne 
la  parle  pas,  et  ne  sait  trop  que  répondre  quand,  on  lui  montre  ses 
vérités  nouvelles  préexistant  dans  de  vieilles  formules  et  découvertes 
une  seconde  fois,  comme  le  disait  Poinsot,  par  la  méthode  qu'on 
lui  dit  être  la  bonne  et  la  véritable.  C'est  pour  cela  que,  sans  être 
plus  modeste  qu'il  ne  faut,  il  a,  je  crois,  besoin  qu'on  lui  répète 
très  haut  et  très  publiquement  qu'il  est  dans  une  voie  excellejite  et 
irréprochable,  et  qu'il  serait  bien  fâcheux  qu'il  en  changeât.  Ses 
travaux  n'empruntent  rien  aux  découvertes  récentes  de  la  science 
analytique;  la  savante  simplicité  de  ses  méthodes  aurait  été  acces- 
sible il  y  a  deux  cents  ans  :  c'est  là  son  originalité  à  notre  époque 
et  la  preuve  décisive  d'un  rare  mérite.  Lorsque  le  terrain  sur  lequel 
on  se  place  a  été  longtemps  parcouru  par  des  chercheurs  aussi 
instruits  qu'empressés,  il  faut  beaucoup  de  bonheur  pour  y  décou- 
vrir des  voies  nouvelles;  si  ce  bonheur  n'accompagne  pas  toujours 
le  talent,  on  comprend  que  sans  lui  il  serait  impossible,  et,  lors- 
qu'il est  plusieurs  fois  renouvelé,  le  sentiment  équitable  des  juges 
éclairés  lui  accorde  un  autre  nom  que  l'avenir  ne  contestera  pas, 
j'en  ai  la  conviction,  à  l'ensemble  des  travaux  de  AL  Foucault. 

Faut-il  pour  cela  le  choisir  pour  guide  et  conseiller  aux  jcnuies 
gens  qui  cherchent  leur  voie  de  suivre  son  exemple  et  d'appliquer 
la  méthode  d'étude  et  de  recherche  qui  lui  a  si  bien  réussi?  Ce  serait 
les  engager  dans  une  dilTicile  entreprise  et  oublier  qu'il  a  été  dit  : 
Qui  aime  lepëi  il  j périra.  L'étude  du  passé  est  le  guide  le  plus  sûr 
de  l'avenir.  A  aucune  éj)oque  peut-être  l'instruction  scientifique 
n'a  été  plus  fortement  organisée  que  de  nos  jours  :  nos  grandes 
écoles,  gardiennes  des  traditions  les  plus  élevées,  la  répandent  avec 
abondance  et  fortifient  leurs  élèves  par  des  exercices  continuels  et 
savamnient  gradués;  des  cours  publics,  conduisant  leiu's  auditeurs 
jusqu'aux  dernières  cimes  de  la  Science,  leur  permettent  de  satis- 
faire presque  sans  travail  une  légitime  et  nécessaire  curiosité;  les 
théories,  exposées  et  discutées  au  moment  même  où  elles  viennent 
de  prendre  naissance,  sont  rendues  claires  et  intelligibles  à  tous. 
On  signale  les  progrès  (pii  restent  à  accomplir,  les  calculs  qu'il 
stM'ait   utile  d'entreprendre,    h-s   expériences  (jui   décideraient   un 
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poiiil  douteux,  et  chacun  peut,  selon  ses  goûts,  ses  forces  et  son 
degré  d'instruction,  choisir  sa  tàclie  et  contribuer  à  l'œuvre  com- 
mune. Tout  travailleur  de  bonne  volonté  est  accueilli  avec  bien- 
veillance; on  lui  montre  la  trace  de  ceux  qui  l'ont  devancé,  en  lui 
livrant,  pour  l'aider  à  la  suivre,  toutes  les  richesses  Cju'ils  ont  ac- 
quises ;  des  juéthodes  sûres  et  longuement  éprouvées  lui  donnent 
en  quelque  sorte  la  certitude  du  succès;  il  peut,  s'il  le  veut,  avec 
de  tels  soutiens,  apporter  au  progrés  son  modeste  contingent  et 
faire  les  premiers  pas  dans  la  route  où  l'on  devient  célèbre.  Un 
débutant  doit  profiter  de  ces  précieux  secours  :  c'est  le  sevd  conseil 
prudent  que  l'on  puisse  lui  donner,  en  souhaitant  peut-être  tout 
bas  qu'il  se  sente  assez  fort  pour  ne  pas  le  suivre. 


ENESTRUM   (G).   —  FllAMSTAt.LMXG  \f  STRIDEN  OM  DET  ISOPERIMETRISKA  PRO- 

BLE.MET.  En  monognifi  af  Gustaf  Enestrùm.  (Upsala  Univcrsitels  Àrs^krift, 
187G).  —  Grand  in- 8°,  77  pages  ('). 

La  querelle  à  laquelle  a  donné  lieu  le  problème  des  isopérimètres 
a  déjà  été  racontée  par  Montucla  et  après  lui  par  d'autres  auteurs. 
Cependant,  cette  dispute  célèbre  étant  d'un  grand  intérêt  pour 
l'histoire  des  ÎMathématiqucs,  M.  Enestrôm  a  jugé  à  propos,  dans 
le  travail  que  nous  avons  sons  les  yeux,  d'en  donner  une  relation 
plus  détaiHée.  Il  a  fait  précéder  cet  historique  d'une  Introduction, 
contenant  une  Aotice  sur  le  problème  de  la  courbe  brachisto- 
clirone,  qui  a  contribué  pour  une  grande  part  à  faire  naître  cette 
polémique. 

Le  problème  de  la  brachistochrone  a  été  posé  pour  la  j^remière  fois 
par  Jean  Bernoulli  dans  les  u4cta  eruditoruin  de  1696,  et  des 
solutions  en  ont  été  données  vers  cette  époque  par  ?Se\vton,  Leib- 
nitz,  rilospital,  ainsi  que  par  Jean  etpar  Jacques  Bernoulli.  _M.  Ene- 
strôm expose  ces  diverses  solutions,  et  en  particulier  la  dernière, 
qui  est  la  seule  complète  et  purement  analytique,  et  qu'il  traduit 
avec  les  notations  modernes. 


(')  Histoire  (le    la  ([ueieUc  (tu   sujet   du  prohiènie  des  isopei  iinètrcs.    Monographie, 
jinr  G.  liiiesliOin.  [Àiiuales  de  l' L'iiiicrsité  d' i'psriL   i!^'7G.) 
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Abordant  ensiiile  le  cœur  du  suj('t,  il  donne  l'énoncé  du  problème 
des  isopériniètres  tel  ciu'il  a  été  formulé  par  Jacques  Bernoulli; 
il  entre  dans  quelques  détails  sur  les  circonstances  personnelles  qui 
ont  amené  la  position  de  la  question,  et  il  analyse  la  correspon- 
dance qui  s'établit  à  ce  propos  entre  les  deux  frères  et  qui  se  trouve 
en  grande  partie  dans  les  Acta  eruditoriun  et  dans  le  Journal  des 
Scaua/is  [i6c)y-iyoi).  Il  expose  ensuite  la  substance  du  travail  de 
Jacques  Bernoulli  ,  Annljsis  magni  prohlematis  isoperimetrici 
(Bàle,  1701),  dont  il  donne  une  transcription  en  notations  mo- 
dernes, et  il  rapporte  les  jugements  d'autres  critiques  sur  ce  travail. 
L'opinion  de  1\I.  Enestrôm  lui-même  est  que  le  Mémoire  de  Jacques 
Bernoulli  est  digne  des  plus  grands  éloges  et  que  personne  avant 
Euler  ne  l'a  égalé  pour  la  clarté  de  l'exposition. 

L'auteur  rend  compte  ensuite  des  deux  solutions  de  Jean  Ber- 
noulli, dont  la  première  fut  envoyée  en  1701  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  dans  un  paquet  cacheté  qui  ne  fut  ouvert  qu'en 
1706,  après  la  mort  de  Jacques  Bernoulli,  et  fut  insérée  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie.  La  seconde  fut  aussi  imprimée  dans  les 
Mémoires  ^ii.  la  même  Académie  pour  i^jiS.  M.  Enestrôm  fait  res- 
sortir à  cette  occasion  les  inexactitudes  delà  première  solution.  Il 
termine  en  résumant  les  résultats  des  recherches  précédentes,  dont 
nous  n'avons  pu  qu'indiquer  ici  les  traits  principaux,  et  il  en 
conclut  que  c'est  Jacques  Bernoulli  qui  doit  être  proclamé  le 
vainqueur  dans  cette  lutte;  car  c'est  lui  qui  a  donné  une  méthode 
appropriée  à  la  résolution  du  problème  des  isopérimètres,  tandis 
que  son  frère  n'a  fait  que  simplifier  cette  méthode;  c'est  lui  aussi 
qui  s'est  montré  supérieur  à  son  frère  parla  courtoisie  du  langag(;. 

Le  tableau  de  ce  combat  scienti(i<jue  est,  aux  yeux  de  l'auteur, 
d'un  incontestable  intérêt;  il  olfre  au  géomètre  une  méthode  (bien 
que  ce  ne  soit  certainement  pas  la  plus  féconde)  pour  la  solution 
du  problème  des  isopérimètres,  à  l'historien  un  épisode  impor- 
tant des  premières  phases  du  développement  du  calcul  des  varia- 
tions, et  à  tous  les  lecteurs  en  général  une  peinture  des  mœurs  du 
dernier  d(;s  «  âges  héroïques  de  la  Science  »,  le  xvii^  siècle. 
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ENESTRUM  (G.).  —  Differenskvlkylens  historia.  I.  (Upsala  Universitels 
Ârsskrift,  1879).  —  Grand  in-8°,  71  pages. 

L'auteur  indique  d'abord,  dans  son  Intioduction,  les  difficultés 
particulières  que  présente  l'exposition  de  l'histoire  du  Calcul  des 
différences.  Ce  calcul,  à  son  origine,  a  été  traité  en  connexion  avec  le 
Calcul  didérentiel  ;  plus  tard  il  a  été  reporté  dans  la  théorie  des 
séries,  etaujourd  liui  même  il  n'est  pas  encore  parvenu  complète- 
ment à  conquérir  sa  place  comme  branche  spéciale  de  Calcul.  De  là 
la  nécessité,  pour  celui  qui  veut  écrire  son  histoire,  de  rassembler 
des  matériaux  épars  de  tous  côtés 5  delà  encore  les  conséquences 
fâcheuses  que  ce  manque  de  liaison  semble  avoir  exercées  sur  son 
dé  veloppemen  t . 

Le  Chapitre  P'"  contient  l'analyse  des  travaux  qui  ont  préparé  la 
formation  du  Calcul  des  dilférences  et  qui  naturellement  ont  été  à 
peu  piès  insignifiants  jusque  vers  la  seconde  moitié  du  xvii*^  siècle. 
A  partir  de  cette  époque,  on  rencontre  principalement  quelques 
formules  d'interpolation  et  quelques  propositions  sur  les  séries,  où 
entrent  les  différences  et  où  l'on  fait  ressortir  en  même  temps  l'im- 
portance du  Calcul  différentiel  au  point  de  vue  de  la  méthode. 

M.  Enestrom  passe  ensuite  à  la  découveite  par  Taylor  du  Calcul 
des  différences  et  expose  avec  détail  les  recherches  que  ce  géo- 
mètre a  publiées  dans  son  Livre  intitulé  :  3Iethocliis  incrementorum 
directa  el  inversa  (i^i5)  et  dans  les  Philosopliical  Transactions 
[iniyY  II  ressort  de  là  que  Taylor  a  introduit  les  termes  incre- 
inentum  (=:  différence) ,  integralis  et  valor  successivus ;  qu'il  a 
donné  les  notations  pour  les  différences  et  les  intégrales, 

„,r=A«,r,      "[.v]  =  Z".r- 

qu'il  a  établi  le  tliéorème  pour  la  détermination  des  différences 
successives,  et  appelé  l'attention  sur  la  dépendance  mutuelle  entre 
les  différences  et  les  intégrales;  en  un  mot,  qu'il  a  jeté  les  fonde- 
ments de  la  méthode  générale  du  Calcul  des  différences.  11  a,  de 
plus,  fait  connaître  diverses  formules,  connue  celles  qui  donnent 

«„,    /0-+/M    ".,-/n    ^■^""K    A.r(-"'),    ^a-r, 
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Knfiii  Taylor  s  rsl  niciiie  occupa  de  la  ihéoiic  des  équations  aux 
différences-,  il  a  donné  une  méthode  d'intégration  pour  certaines 
équations  aux  différences  du  premier  ordre,  et  il  a  appliqué  le 
Calcul  des  différences  à  l'interpolation  et  à  la  sommation  des  séiies. 
D'autre  part,  on  peut,  avec  M.  Enestrinn,  reprocher  à  Taylor 
d'avoir  trop  insisté  sur  l'analogie  entre  les  dif(érences  et  les  diffé- 
rentielles; S(;s  notations  sont  souvent  peu  commodes  et  son  expo- 
sition manque  de  clarté.  Malgré  ces  observations,  auxquelles  on 
pourrait  encore  ajouter  quelques  autres  moins  graves,  M.  Ene- 
strom  estime  que  les  mérites  de  Taylor  comme  fondateur  du  Calcul 
des  différences  doivent  faire  oublier  les  imperfections  de  forme  qui 
rendent  si  pénible  la  lecture  de  ses  écrits.  Nous  ne  saurions  trop 
remercier  l'auteur  de  cette  intéressante  étude  d'avoir  surmonté  ces 
difficultés  et  de  nous 'avoir  facilité  la  connaissances  des  principales 
découvertes  du  géomètre  anglais,  qui  n'était  guère  connu  que  par 
la  série  qui  porte  sou  nom. 


OBSERVATIONS  sur  le  compte  rendu  du  Mémoire  de  Î\I.  AxDnihKF,  intitulé  : 
Des  affimtks  gkométriques  appliqlkes  au  problème  de  lv  construction 
des  courbes. 

M.  Bougaief  a  publié,  dans  le  Bullelin  des  Sciences  mnlliénia- 
tiques  et  astronomiques  (^SinwéG  1879,  p.  35  à  4i),  une  très-intéres- 
sante analyse  de  l'important  Mémoire  de  M.  Andréief.  Cette  ana- 
lyse renferme  une  inexactitude  qu'il  est  utile  de  signaler.  Il  y  est 
dit  (p.  40  fpi*-'  ^^-  Chasles  a  donné  une  méthode  de  construction 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont  connus,  et 
que  M.  de  Jonquières  a  établi  quelques  principes  particuliers  pour 
la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Cette  dernière  assertion  est  inexacte.  Dans  un  Mémoire  inti- 
tulé Essai  sur  la  qrnéral ion  des  courbes  geotnctriques  (  '  )  et  pu- 
blié dans  le  Tome  X\  1  des  jMèinoires  présentés  par  divers  savants 
à  V yicadéune  des  Sciences,  M.  de  Jonquières  a  exposé  un  mode 
général  et  uniforme  de  description  des  courbes  géométriques  d'ordre 

(')  Paris,   Ganlbipr-Villars.   iSjR. 
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quelconque  déterminées  par  un  nombre  sufOsaiilde  points,  cl  il  l'a 
appliqué  à  la  construction  de  toutes  les  courbes  à  points  doubles 
du  quatrième  degré,  à  celle  de  quelques  courbes  à  points  multiples 
du  cinquième  et  du  sixième  degré,  et  surtout  à  celle  de  la  courbe 
générale  du  qualrieme  ordre  déterminée  par  quatorze  points.  11  a 
donné  cinq  modes  dilîérents  de  description  de  cette  courbe.  Dans 
le  même  Mémoire,  il  a  expo-é  la  solution  de  quelques  questions 
relatives  aux  intersections  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  pai- des 
lignes  droites,  des  coniques  ou  des  courbes  du  troisième  ordre,  ainsi 
que  la  construction  des  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
douées  d'un  point  multiple  donné  de  position  et  d'espèce. 

Enfin,  dans  son  Mémoire  sur  la  généralisation  de  la  théorie  de 
l'iju^olution  ('),  il  a  donné  un  mode  de  description  de  la  courbe 
générale  du  ci/it/uiènie  ojdre  déternnnée  par  vingt  points. 

Nous  croyons  devoir  faire  remarquer  aussi  que,  dans  l'aperçu 
historique  sur  le  développement  graduel  de  la  tliéorie  des  trans- 
formations au  point  de  vue  purement  géométrique,  M.  Rougaïef  a 
omis  de  citer  le  Mémoire  de  M.  de  Jonquières  intitulé  :  De  la 
transformation  géométrique  des  figures  planes  et  inséi'é  aux 
JYoui^elles  annales  de  Mathématiques,  année  1864.  Ce  Mémoire 
avait  été  adressé  à  l'Institut  de  France  en  1809,  ainsi  que  le 
prouve  une  jNote  des  Comptes  rendus,  t.  XLIX,  p.  542. 

Ed.   Dewllf. 
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CONSTRUIRE  UNE  COURBE  RATIONNELLE  DU  QUATRIÈME  ORDRE  QUI  AIT 
DEUX  POINTS  DOUBLES  EN  „,  ET  a,  ET  QUI  PASSE  PAR  LES  SEPT  POINTS 
SIMPLES  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  ; 

Par  "\IM.  ED.  DEWL'LF,  I.ieuteuant-Colonel  du  Gcnic,  à  Bayonne; 
le  D-^  P.-H.  SCHOUTE,  Professeur  à  la  H.iye  (Hollande). 

I.   Le  problème  est  déterminé,    c'est-à-dire   qu'il  ne   peut  avoir 
qu'un  nombre  limité  de  solutions.   En  ell'et.  une  courbe  du  qua- 


(')  ÂniKiVi  rli  MatewtUlca.  Rouie,   lP.">f)- 
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li'iènie  ordre  est  détenniiiée  par  quatorze  coiulilions,  et  les  deux 
points  doubles  donnés  écpiivalent  à  six  conditions^  le  point  double 
dont  la  position  n'est  pas  donnée  équivaut  à  une  condition;  chacun 
des  sept  points  simples  donnés  équivaut  aussi  à  une  condition. 

Nous  ferons  usage  dans  cette  étude  des  notations  employées  et 
des  principes  développés  par  M.  de  Jonquières  dans  son  Essai  sur 
la  génération  des  courbes  géométrie/ ues  (*),  ainsi  que  de  la 
Uiéorie  des  tra/isj'ornialions  géomél/i(/ues  de  M.  Cremona  (^). 

II.  La  question  serait  résolue  si  l'on  connaissait  un  point  x  ren- 
dant projectifs  les  deux  faisceaux  de  coniques 

(r/i,  a,,  .r,  6)    [l,  •?.,  3,  4,  5], 
(r^,,  a,,  .r,  7)    [i,  2,  3,  /\,  5]. 

En  elfet,  le  lieu  géométricfue  du  quatrième  point  d'intersection  P 
de  deux  coniques  correspondantes 

(r/i,  a,,  .r,  6,   P  )      et      (r/,,  a,,  .r,  7,  P) 

de  ces  faisceaux  serait  une  courbe  C-,  satisfaisant  à  la  question.  On 
voit  aussi  que  la  question,  présentée  de  cette  manière,  est  dc'ter- 
niinéc,  car  on  a  deux  inconnues,  les  coordonnées  du  point  .r,  et, 
si  l'on  établit  la  correspondance  projective  des  deux  faisceaux  eu 
laisant  correspondie  les  coniques 

((7,,  a.,,  X,  6.  i)  et  (<7,,  «21  •''>  7>  0' 
((?,,  (7,,  .-r-,  6,  9.)  et  («i,  rt,,  .r,  7,  2), 
(<?|,  «2,  ■»',  6,  3)       et      («1,  a-i,  .r,   7,   3), 

on  dispose,  pour  les  déterminer,  des  deux  é(|uations  qui  expriment 
l'égalité  des  rapports  anliarmoniques 

(«1,  «2,  .r,  G)  [1,  2,  3,  4]      et      (r/,,  r/,,  .r,  7)   [i,  2,  3,  4], 
(«,,  «2,  .r,  6)  [i,  2,  3,  5]      et      (<?i,  a.,,  .r,  7)  [i,  2,  3,  5]. 

Les  cinq  faisceaux  de  coni(jues 

(^1,  a,,  G)  [i,  2,  3,  4,  5] 


(/ )    Mrniiihcs  j)rr.<:eiité.<i  i>nr  divers  savants  à  V  Acadêui'ie  des  Sciences,  t.  \\  F. 
('■■  )   tliillelin  des  Sciences  ninlliériia(i([iics.   iS'y}.   p.   aoj  et  siiiv. 
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déterminent  sur  une  droite  quelconque  /  cinq  séries  de  couples  de 
points  en  involution.  Supposons  le  point  x  connu;  les  coniques 

(«j,  «2,  X,  6,    l),       («1,  a,,  .r,  6,  2),      («1,  a,,  .r,  6,  3), 
(«1,  «2,  .r,  6,  4)i       (^11  ^2'  -^1  ^1  ^) 

appartiennent  respectivement  au  premier,  au  deuxième,  au  troi- 
sième, au  quatrième  et  au  cinquième  faisceau,  et  les  couples  de 
points  qu'elles  déterniinent  sur  /  appartiennent  respectivement  aux 
involutions  correspondantes.  En  outre,  ces  cinq  couples  de  points 
forment  une  involution,  parce  qu'ils  appartiennent  à  cinq  coniques 
du  faisceau 

(<7,,  «2,  .r,  6). 

Le  même  raisonnement  peut  être  appliqué  aux  cinq  faisceaux  de 
coniques 

(«1,  «2,  7)  [i'  2,  3,  4,  5], 

et  l'on  voit  aisément  que  les  cinq  couples  de  points  que  l'on  obtient 
ici  forment  une  involution  projective  avec  la  précédente. 

III.  Le  problème  ci-dessus  peut  donc  être  remplacé  par  le  sui- 
vant :  Sur  une  droite  l  on  a  deux  systèmes  de  cinq  involutions  ; 
on  demande  de  trouver  dans  chacun  des  systèmes  cinq  couples  de 
points  appartenant  respectivement  aux  cinq  involutions  et  satis- 
faisant aux  deux  conditions  suivantes  :  i  "  ^ue  dans  chaque  sys- 
tème les  cinq  couples  de  points  forment  une  involution;  2"  que  ces 
deux  nouvelles  involutions  soient  projectives. 

Que  l'on  prenne  un  cercle  INI,  un  point  O  sur  sa  circonférence, 
et  que  l'on  joigne  ce  point  O  aux  couples  de  points  de  l'une  des 
involutions,  on  obtiendra  un  faisceau  en  involution.  Les  couples 
de  rayons  conjugués  de  cette  involution  déterminent  sur  la  circon- 
férence M  des  arcs  dont  les  cordes  concourent  en  un  point  h.  Si 
l'on  fait  la  même  opération  pour  les  cinq  involutions  des  deux  sys- 
tèmes, les  cinq  involutions  du  premier  système  donneront  les  cinq 
points  Z>,,  ^2,  ^3,  ^4,  h^\  celles  du  second  système  donneront  les 
])oints  (i,,  ^2,  pg,  |3;,,  |3,. 

Bull,  des  Sciences  mntliéin.,  ■>.'  Série,  t.  III.  (SeptoniV)rP  1879.)  2^ 
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IV.   Imaginons  deux  points  p  et  tt  tels  que  les  faisceaux 

p[hi,  b,,  b.^,  b.^,  b.) 

soient  piojectifs.  Les  cinq  rayons  du  pixnnier  faisceau  déterminent 
sur  M  cinq  arcs  dont  les  extrémités  projetées  sur  /  donnent  cinq 
couples  de  points  formant  une  involution  ip  et  appaitenant  res- 
pectivement aux  cinq  iiivolutions  qui  correspondent  aux  cinq 
points  b;  de  même  les  cinq  rayons  du  second  faisceau  déterminent 
sur  /cinq  couples  de  points  formant  une  involution  i.  et  apparte- 
nant respectivement  aux  cinq  involutions  du  second  système^  et, 
comme  les  deux  faisceaux  p  et  tt  sont  projectifs  par  hypothèse,  les 
involutions  ip  et  It.  sont  aussi  projectivcs. 

Soient  .v,,  i,  et  s^,  t^  deux  couples  de  points  conjugués  de  l'invo- 
lution  ip\  les  coniques 

(<7i,  fl.,,  6,  .vj,  ?j)     et     (<7i,  «25  6,  .s-,,  ^) 

se  coupent  en  un  point  x\  le  faisceau  de  coniques 

(fl,,  a.-,,  6,  x) 

marque  sur  la  droite  /  l'involutlon  ip.  L'involution  /_  détermine 
de  même  un  point  ^.  Si  les  points  x  et  \  se  confondaient  en  un 
seul,  ce  point  fournirait  une  solution  du  problème. 

V.  Ce  problème  est  donc  encore  ramené  à  celui-ci  :  Combien 
peut-oji  troiwer  de  systèmes  de  points  p  et  r.  c/ui  donnent  des 
points  X  el'^  coïncidents? 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  découlera  naturellement 
de  l'étude  des  relations  qui  lient  les  points  x  et  /^,  p  et  7r,  tt  et  ^. 

YL  Système  des  points  p  et  tt.  —  Soit  p  un  point  quelconque. 
Si  l'on  décrit  par  les  points  (5,,  jSo,  (Sj,  (3.,  une  conique  Cj  capable 
du  rappoit  anharmonique  du  faisceau 

puis  par  les  points  p,,  jS^,  pu,  (3;,  une  coni(|ue  C^  capable  du  rap- 
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|)orL  auliarinonifjuc 

cosdcux  coniqiR's,  (jui  ont  en  commun  les  points  /3,,  |3o,  jSs,  se  cou- 
peront en  un  quatrième  point tt  tel,  que  les  rapports  anliarmoniques 
de  quatre  rayons  correspondants  quelconqvies  des  faisceaux 

P[h.  /^,  ^3,  ^,  ^^5)      et     ;t(,3,,  S„  P,,  P„  ;3,) 

sont  égaux.  Donc,  à  un  point  p  coriespond  un  seul  point  t:.  On  voit 
de  la  même  manière  qu'à  un  point  (juelconque  n  correspond  un 
seul  point  p. 

Quand  le  point/;  se  confond  avec  un  des  points  Z><(/=:  i,  2,  3,  4^  5), 
la  direction  pbi  étant  indéterminée,  la  position  du  point  tt  l'est 
aussi,  et  tous  les  points  de  la  conique  T i  circonscrite  au  quadrila- 
tère des  points  (3  autres  que  (3;  et  capable  du  rapport  an  harmonique 
du  faisceau  des  droites  qui  joignent  bi  aux  quatre  points  h  autres 
que  bi  satisfont  à  la  question.  Ainsi,  à  chacun  des  points  bi  corres- 
pondent tous  les  points  d'une  conique  déterminée  V i  circonscrite 
au  quadrilatère  des  quatre  points  [i  autres  que  (3,.  De  même,  à 
chacun  des  points  j3,-  correspondent  tous  les  points  d'une  conique 
déterminée  C/. 

11  est  facile  de  voir  que  les  cinq  coniques  F/  passent  par  un  même 
point  j3o,  auquel  correspondent  tous  les  points  de  la  conique  Co 
circonscrite  au  pentagone  ^1,  Z»2,  ^3,  ^.',,  ^5,  et  que  les  cinq  coni- 
ques C/  passent  par  un  même  point  b^^^  auquel  correspondent  tous 
les  points  de  la  conique  Fo  qui  passe  par  les  cinq  points  /S,,  jS,, 

INIaintenant,  quand  le  point /^  parcourt  une  droite  ([uelconque  /', 
le  point  TC  doit  parcourir  une  courbe  rationnelle  (unicursale), 
puisque  les  points  de  cette  courbe  correspondent  un  \\.  un  à  ceux 
de  la  droite  /'.  La  droite  /'  coupant  chacune  des  coniques  C/ 
(z=  I,  2,  3,  4^  5)  611  deux  points,  la  courbe  des  points  tt  passera 
deux  fois  en  chacun  des  points  [3,  et  cette  courbe  ne  peut  avoir 
d'autres  points  multiples  5   on   a  donc,  en  représentant  par  «  son 


degré  inconnu, 


6,      d'où     n  -^^  5. 


Donc,    quand   le  point  p  parcourt  une  droite  quelconque   l' ,   le 

■27. 
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poi/iL  t:  parcourt  une  courbe  Y-,  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  (3.  11  résulte  immédiatement  de  la  théorie  des  transforma- 
tions birationnelles  que,  quand  t:  parcourt  une  droite  quelconque  X, 
le  point  p  décrit  une  courbe  C ,  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  b. 

La  correspondance  des  points /7  et  û  est  birationnelle  et  du  cin- 
quième ordre;  les  points  fondamentaux  de  la  figui-e  [p)  sont  è„,  èj, 
^h  ^h  ^4'  ^5  5  f^t^'wx  de  la  figure  (-)  sont  p^,  /3;,  ^;,  (:jI,  '(J\,  p?  ('). 
La  jacobienne  des  courbes  du  réseau  Cg  se  compose  des  six  co- 
niques C/,  celle  du  réseau  F^  des  coniques  F/. 

On  sait  que,  quand  le  point /7  décrit  une  courbe  quelconque  C,„, 
le  point  TT  parcourt  une  courbe  Cg^i  ayant  des  points  d'ordre  o-ni 
aux  points  fondamentaux  (3  de  (tt),  etc.  (2).  Cette  i-emarque  nous 
sera  utile  plus  loin.  La  correspondance  entre  les  points  p  et  tt  a  été 
exposée  dans  tous  ses  détails  par  M.Rud.  Sturm  dans  un  Mémoire 
intitulé  Das  Problcni  der  Projecliviliit,  inséré  au  ïome  1  des 
Matliematische  Annalen. 

VIL  Système  des  points  p  et  x.  —  Par  un  point  quelconque  p 
et  deux  des  points  b^  b\  Qlb^  par  exemple,  traçons  deux  droites; 
elles  déterminent  sur  le  cercle  M  deux  arcs  dont  les  extrémités, 
projetées  du  point  O  sur  la  droite  /,  donnent  deux  couples  de 
points  .V,,  t^  et  .^o^  ^2-  Les  deux  coniques 

(a,,  «2,  6,  .s,,  /i',      («1,  «2.6,  .?,.  '2)» 

qui  ont  en  commun  les  points  <7,,  «2,  6,  se  coupent  en  un  qua- 
trième point,  qui  est  un  point  x.  Donc,  à  un  point  quelconque  p 
cojiespond  un  seul  point  x. 

Si  Ton  donne  le  point  x,  le  faisceau  de  coniques 

(r/,,  a,,   7^  x) 

détermine  sur  /  une  série  de  couples  de  points  en  involution. 
Projelons  ces  couples  du  |)oinl    a  sur  M;  chacun  d'eux  détermine 


(' )  La  notation  l>'  indique  qiio  le  point  1/  est  double. 

(')  Dk  JoNOi'iÉRF.s,  Noin'clles  Annales,  i°  série,  t.  III  [Dr  la  transformation  géomé- 
tri<iiit'.  etc.,  n"  11!'. 
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une  corde  et  toutes  ces  cordes  vont  concourir  en  un  point  /;.  Donc, 
à  un  point  x  ne  correspond  ^énér (dénient  qu'un  seul  point  p. 

Remarquons  que,  pour  déterminer  le  point/;,  qui  correspond  à  un 
point. r,  il  suffit  de  deux  coniques  quelconques  du  faisceau 

(fli,  «2,  6,  .r); 

on  peut  donc  choisir  pour  ces  coniques  deux  des  trois  couples  de 
droites  que  l'on  peut  tracer  par  les  quatre  points  «,,  a-^t  x^  6. 

De  cette  remarque  résulte  une  construction  très  simple  du  point />, 
qui  correspond  à  un  point  donné  x.  Projetons  du  point  O  sur  INI 
les  points  d'intersection  avec  /  des  droites  a,  flo^  «i  6,  aofi,  et 
nommons  ces  points  e,  2,  <?i,67  ^2  e-  Supposons  que  nous  prenions 
pour  déterminer  le  point  p  les  coniques  formées  parles  couples  de 
droites  «,  «o  et  xô,  a^6  cl  x a^  ;  il  faudra  projeter  sur  M  les  points 
d'intersection  avec  /  de  x6  et  de  xa.^^  joindre  le  premier  de  ces 
points  à  G), 21  le  second  à  e,^6  7  et  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
nouvelles  droites  sera  le  point  p  clierclié. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  les  rayons  pas- 
sant par  les  points  e,  o,  ^i,6  engendrent  deux  faisceaux  projectifs  ; 
le  point/?  décrit  donc  une  conique  passant  par  Ci^o  et  e,^o*5  on  voit 
aisément  que  cette  conique  passe  aussi  par  le  point  eo^c-  Donc, 
quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le  point  p  décrit 
une  cornque  circonscrite  au  triangle  et^o  e,^G  ^2,u- 

11  est  facile  de  voir  que,  quand  le  point  j?  décrit  une  droite 
quelconque,  le  point  x  décrit  une  conique  circonscrite  au  triangle 
a,  rto  6. 

La  correspondance  entre  les  points  p  et  x  est  donc  birationnelle 
et  du  second  ordre.  Les  points  fondamentaux  de  [x)  sont  e^o?  <?i  f>i 
^2,6  7  ceux  de  [p)  sont  «,,  ^25  6.  La  jacobienne  de  [x)  est  foiniée 
par  les  côtés  du  triangle  e)  2  ^i  e  ^2^65  celle  de  {p)  par  les  côtés 
du  triangle  a^  a^  6. 

Vin.  Système  des  points  Tt  et  i.  —  On  établirait  exactement  d(; 
la  même  manière  que  la  correspondance  entre  les  points  tt  et  ^  est 
birationnelle  et  du  second  ordre,  que  les  points  fondamentaux 
de  (tt)  sont  a^^  a.^^  7,  ceux  de  (^)  e^o^  <?i,7  5  ^2,-7  que  la  jaco- 
bienne de  (tt)  est  formée  par  les  droites  rt,<72,rti7,  «27,  celle 
de  f  ^"^  par  les  droites  e).2  ^i.T'  C\,i  '^2,75  ^1,7  ^2,7- 
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IX.  Sj  stè/ne  (les  poinls  x  et^.  —  A  lui  point  quelconque  x  cor- 
respond un  seul  point  />  de  la  transformation  [/>,  a]-;  <à  ce  point  p, 
considéré  comme  a|jpartenant  à  la  Iransformalion  [/?,  tu]'',  corres- 
pond un  seul  point  7r;  à  ce  point  7r,  considéré  comme  appartenant  à 
la  transfoi'mation  [r,  ^]-,  correspond  un  s»'ul  point  ^.  Donc,  à  un 
point  (laolconipie  x  correspond  un  seul  point  'i.  On  voit  de  la  même 
manière  qu'«  un  point  quelconque  ?  coifespond  un  seul  point  x. 

Quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque  /',  le  point  p 
correspondant  de  [x,  />]-  décrit  une  conique  C  passant  par  les 
trois  points  e,  j,  C)  o,  eo  g  et  im  passant  généralement  par  aucun 
des  points  fondamentaux  b.  A  cette  conique,  considérée  comme 
appartenant  à  [/7,  7^]',  correspond  une  courbe  C|„  ayant  six  points 
doubles  aux  points  [3,  mais  ne  passant  généralement  par  aucun  des 
points  fondanu'utaux  e,  o,  e,  7,  e-,  7.  A  cette  C,o  correspond  dans 
[7:,  ^]'-  un(;  courbe  Cjo  ayant  trois  points  décuples  aux  points  «,, 
«2,  y,  six  points  doubles  aux  points  |6'q,  (3',,  [3',,  (i'.,,  /s',^,  .'ig  qui  cor- 
respondent aux  points  (3  dans  la  transfoimation  [tï,  i^]-.  Donc, 
quand  le  point  x  /)arcourt  une  droite  quelconque,  le  point  ç  décrit 
une  courbe  rationnelle  de  l'ordre  20,  et  il  résulte  de  la  théorie 
des  transformations  birationnelles  que  la  correspondance  entre  les 
points  X  et  ^  est  birationnelle  et  de  l'ordre  20. 

Déteiinination  des  points  fondamentaux  et  des  jacobiennes  de 
la  transformation  \_x,  i\-^ .  —  Au  point  a^  de  (.r)  dans  \_x,  /^j- 
correspond  une  droite  fondamentale  de  [p).  A  cette  di^oite,  consi- 
dérée comme  appartenant  cà  (/;)  dans  [/>,  tt]^,  correspond  dans  [t:] 
une  C3  ayant  des  points  doubles  aux  points  [3.  A  cette  (>;;,  consi- 
dérée conmuî  appartenant  à  (tt)  dans  I^t:,  4]%  correspond  dans  (^) 
une  courbe  'P,o  ayant  des  points  quintuples  en  «i,  «o,  7  et  des 
points  doubles  en  [3'^,  (3',,  (3'.,,  [3,j,  [3',,  jS...  Donc,  le  point  a,  est  un 
point  fondamental  décuple  dans  la  figure  [x)  de  la  transformation 
[■3^",  2]-*S  fl  1(1^  courbe  <P,o  fait  partie  de  la  jacobienne  de  (|)  et  a 
un  point  qui/Uuple  au  point  a. 

Le  même  raisonnement  jnontre  que  les  points  r/o  et  ()  dans  la 
ligure  (j  ),  les  points  rt,,  a-^^  7  tlans  (;)  sont  des  points  fondamen- 
taux décuples  de  (.r)  et  de  (^),  et  que  la  courbe  i'ondamentale  qui 
corres[)ond  à   r/.',"   passe   cinq  fois  en  ce  point. 

R.e[)résen tons  par  Z>'p,  //, ,  //„,  //.,,  A',^,  //,  les  points  de  (.1)  (pii 
correspondent  aux  [joints  b  de  i p)  dans  [ /^  x  \- . 
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Au  point  h'i  de  (a  )  correspond  dans  la  figure  (/>)  de  [/?,  x]'  le 
point  hi.  Au  point  Z»/  de  (/>),  considéré  comme  appartenant  à  (/j) 
de  [/7,  7t]^,  correspond  dans  (7:)  une  courbe  fondamentale  Co. 
A  Co,  considérée  comme  appartenant  à  (tt)  de  [tt,  ^]-,  correspond 
dans  (^)  une  ^^^  ayant  des  points  doubles  en  rt),  «25  7-  Ainsi,  /e.v 
.sia:  points  h'  de  (.r)  .9o/i^  <fe.y  points  fondamentaux  quadruples 
dans  [a",  ^J-"  auxquels  correspondent  des  quarliijues  ayant  des 
points  doubles  en  «,,  r/2,  7. 

Représentons  par  e^  .,,  ef  . ,  e^^ .  les  points  de  [p)  qui  dans  [/;,  tt]-* 
correspondent  aux  points  e,^2î  ^1,71  <?2,7  de  (tt)  et  par  ej'.,,  e'[\, 
ef ^  les  points  de  (x)  qui  correspondent  aux  points  eP  de  (yj) 
dans  [/>,  x]^. 

Au  point  e,*^.,,  par  exemple,  de  [x]  correspond  dans  [p)  de 
[/',  x~\-  le  point  ^^2-  Au  point  e^  ^  de  (/?),  considéré  comme  ap- 
partenant à  [/?,  tt]'',  correspond  dans  (7:)  le  point  e^^^.-  Enfin,  au 
point  e^2i  considéré  comme  appartenant  à  (7:)  dans  [tt,  ^]-,  cor- 
respond une  droite  dans  (  ^  ) .  Donc,  les  trois  points  e*'  sont  des  points 
fondamentaux  simples  de  [x)  dans  [x,  H]-". 

En  résumé,  les  points  fondamentaux  de  [x]  dans  [.r,  ^]-*'  sont 
a\\  a]^,  6'«,  Z»;'',  Z»','',  Z»';,  Z-;'',  ^';',  Z/;*,  e,%,  <.7,  <,,-  Quant  aux 
courbes  fondamentales  correspondantes,  notons  seulement  que  celle 
qui  correspond  à  «[^  a  un  point  quintuple  en  a^  et  que  celle  qui 
correspond  à  «o  a  un  point  quintuple  en  ce  point.  Cette  remarque 
nous  sera  utile  dans  la  conclusion. 

X.  Conclusion.  — Puisque  la  transformation  \_x,  ^]-''  est  du  ving- 
tième ordre,  elle  a  «  +  2  =  22  points  àovih\ç.s, [Transformations 
géométriques,  p.  237).  Mais  il  faut  observer  qu'au  point  «,  corres- 
pond une  courbe  fondamentale  qui  a  un  point  (juintuple  on  «,  ; 
le  point  a^  doit  donc  être  compté  cinq  fois  au  nombre  des  points 
doubles  de  [a.*,  'i\-^^  et  il  en  est  de  même  du  point  «o.  Ces  deux 
points  ne  pouvant  satisfaire  à  la  question,  il  y  a  douze  courbes 
simples  du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double  en  chacun  des 
points  donnés  a,  et  rto,  un  troisième  point  double  en  un  des  douze 
points  ci-dessus  et  qui  j)asse?ît  par  les  sept  points  simples  i,  2,  3, 
4,  0,  6,  7. 

A  ces  douze  courbes  simples  il  convient  d'ajouter  la  courbe 
composée  formée  de  la  combe  du  troisième  ordre  déterminée  par 
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les  ïieul  points  donnés  a^^a^^  i,  2,  3,4>  ^^  tJ^  7  cl  par  la  droite  «j  a.^. 
Si  l'on  considère  que  les  courbes  du  quatrième  ordre  assujetties 
à  avoir  deux  points  doubles  en  deux  points  donnés  a^  et  «07  à  avoir 
un  troisième  point  double  de  position  non  fixée  à  l'avance  et  à 
passer  par  sept  points  simples  donnés  sont  déterminées  par  i3  ou 
i4 —  I  conditions,  on  voit  qu'elles  forment  un  faisceau  dont  la 
base  renferme  deux  points  doubles  communs  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau.  Le  nombre  des  points  doubles  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau situés  en  dehors  de  la  base  est  donc  donné  par  la  formule 

3(«  —  i)'  —  7/^» 
où 

Dans  ce  cas, 

3    «  —   I  )■'  —  ■J/y»  =   I  3. 

Le  résultat  trouvé  plus  haut  est  doue  vérifié. 

Nous  avons  présenté  au  Congrès  de  Montpellier  une  autre  solu- 
tion géométrique  du  problème  ci-dessus^  nous  renvoyons  pour  cette 
solution  au  Bulletin  de  l\issociation  francnise pour  V avamoinenl 
des  Sciences. 

XL  Détemdnalion  grapldque  des  douze  courbes  du  f/ualriènie 
ordre.  —  1°  Pour  déterminer  graphiquement  les  douze  points 
doubles  autres  que  «(  et  «o  de  la  transformation  [x,  ^J"",  il  faut, 
d'après  la  théorie  générale  des  transformations  géométriques  de 
M.  Cremona  (*),  tracer  deux  courbes  du  vingt  et  unième  ordre,  et 
ce  tracé  exige  celui  des  courbes  de  deux  faisceaux  du  vingtième 
ordre.  Celte  opération  est  impraticable,  à  cause  de  sa  complication; 
mais  on  peut  arriver  à  la  détermination  des  douze  points  cherchés 
par  un  procédé  beaucoup  plus  simple,  que  nous  allons  expos(îr. 

Nous  allons  clicrcher  les  points />  ou  les  points  rr  qui  conduisent 
à  ces  points  doubles. 

Prenons  un  point  jrquelcon(jue  que  nous  considérons  comuK!  appar- 
tenant successivement  aux  deux  figures  [x)et  {'E)  de  la  transforma- 
tion [.r,  i] .  Considéré  comme  apparlenantà  (a\  ce  pointa  pour  cor- 

(')    L»r.  rit.,    p.  'j.!;. 
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respondant  dans  la  ligure  [p]  dans  [p,  x]-  un  point  /7,  et,  considéré 
comme  appartenant  à  la  figure ( ^  ),  il  a  pour  correspondant  un  point 
TT  de  (tt)  dans  [tt,  ^]^  Si  les  points  p  et  7r  ainsi  obtenus  se  corres- 
pondaient dans  [/?,  t:]^,  le  point  x  serait  un  des  points  doubles 
cherchés. 

Puisqu'il  existe  douze  de  ces  points  doubles,  si  nous  prenons  un 
point  quelconque  P,  il  existe  douze  rayons  du  faisceau  de  droites, 
dont  le  centre  est  P,  qui  passent  par  ces  points  doubles.  Un  quel- 
conque /'de  ces  rayons,  considéré  comme  appartenant/»  la  figure  (a) 
dans  [/7,  a-]-,  a  pour  correspondant  une  conique  C2de(/^).Si  le 
rayon  /•  tourne  autour  de  P,  les  coniques  C2  correspondantes 
forment  un  iaisceau  dont  la  base  est  formée  par  les  points  e,  3,^,^6^ 
e,^6etlepointPp  correspondant  à  P.  A  ce  faisceau  de  conicjues  corres- 
pond danslafigure(7r)  de[/;,7:]-'unfaisceaude  courbes  Fioquiontdes 
points  quadruples  aux  six  points  (5  et  dont  ces  points  (3  et  le 
point  Pz,  correspondant  à  P,,,  forment  la  base.  Considérons  main- 
tenant le  faisceau  de  droites  P  comme  appartenant  à  la  figure  (  H) 
de  [^,îr]--  A  ce  faisceau  correspond  dans  (tt)  un  faisceau  de  co- 
niques Fo  dont  la  base  est  formée  par  les  points  e,^2i  ^t,--,  g-2,-  et  le 
point  P' ,  correspondant  à  P  dans  [^,  7:]^8i  nous  regardons  comme 
correspondantes  les  courbes  desfaisceaux  rioetFo  qui  correspondent 
à  un  même  rayon  du  faisceau  P,  ces  deux  faisceaux  engendrent  une 
courbe  F,2  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  t  qui  donnent  lieu 
aux  points  doubles  de  [x,  ^J-"^.  A  un  autre  point  quelconque  Q 
correspond  pareillement  une  nouvelle  courbe  F,  ^,  qui  renferme 
aussi  les  points  7r  qui  conduisent  aux  points  doubles  de  [x,  ^]-". 
Les  points  r.  cherchés  sont  donc  au  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  r,2  et  de  F',  o,  et  il  est  facile  d'éliminer  les  points  étrangers. 

2°  Cette  construction  peut  encore  èti'e notablement  simplifiée  eu 
choisissant  les  points  a,  et  a.^  au  lieu  des  points  quelconques  P  et 
Q.  En  eliet,  au  faisceau  de  droites  r/, ,  considéré  comme  appartenant 
à  (x)  dans  [a:,/?]%  correspond  dans  {p)  un  faisceau  de  droites  dont 
le  centre  est  co^e-  A  ce  faisceau,  considéré  comme  appartenant  à  (p) 
dans  [/>,  tt]*.  correspond  un  faisceau  de  courbes  F^  de  (tt). 

Les  points  ,6  sont  des  points  doubles  de  la  base  de  ce  faisceau, qui 
est  complétée  parle  pointqui  correspond  à  <?2,6  dans  (-). 

Au  faisceau  de  droites  <7i,  regardé  comme  appartenant  à  (  ç  )  dans 
[1,  tt]-,  correspond  un  autre  faisceau  de  droites  1. 
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Li'9  faisceaux  des  courlîes  F^  el  des  droites  X  cngeudrciil  une 
courbe  Ta  du  sixième  ordre,  si  J'oii  prend  eoinme  correspondants 
les  éléments  de  ces  faisceaux  qui  correspondent  à  un  même  rayon/' 
du  faisceau  a,^  et  cette  courbe  Fo  a  des  points  doubles  aux  six 
points  [j. 

On  trouve  de  la  même  manière  une  courbe  F'g  en  partant  du 
point  «2  ;  F'g  a  aussi  des  points  doubles  aux  points  p. 

Oes  deux  courbes  Te  et  F'g  ont  donc  en  commun  les  six  points 
douhles  fit  (jui  sont  (krangers  à  lu  question,  et  elles  se  coupent  en 
36  —  4x6=  12  autres  points,  ijui  sont  les  points  cherchés. 

3°  Les  courbes  Fo  et  F'g  sont  faciles  à  construire.  Ne  nous  occu- 
pons que  de  Fg. 

On  tonnait,  a  priori,  six  points  doubles  de  cette  courbe  :  ce  sont 
les  points  p  et  deux  points  sinijiles,  le  point  qui,  dans  (tt)  de 
[/;,  tt]'',  correspond  à  r?^  o  et  le  point  e-^^i-  Jl  suffit  donc  de  trouver 
sept  autres  points  simples  de  cette  courbe  pour  qu'elle  soit  entière- 
ment déterminée. 

A  oyons  d'abord  comment  on  peut  trouver  ces  sept  j)oints.  Il  faut 
pour  cela  tracer  deux  courbes  F-,  et  les  rayons  X  correspondants;  on 
obtiendra  ainsi  dix  points,  parmi  lesquels  ou  en  prendra  sept. 

4°  Constiuction  d'une  courbe  F;;.  —  On  connaît  six  points 
doubles  de  cette  courbe,  les  j)oints  {t)  et  un  point  sim[)le,  le  [)oint 
de  (t:)  qui  correspond  à  eo^o  dans  [p)  de  [/;,  tt]"'.  On  détermine  di- 
rectement un  autre  point,  et  la  construction  de  F^  est  alors  ra- 
menée à  la  solution  du  problème  suivant  : 

5°  Construire  une  courbe  du  ci/n/uième  ordre  dont  on  connaît 
six  jHjints  doubles  et  deux  points  simples.  —  Pour  plus  de  simpli- 
cité, nommons  «,  b^  c,  J,  e,  /  les  six  points  doubles  donnés,  i  et  2 
les  deux  points  simples  donnés.  Les  points  <^/.-,  />,  c,  </,  e,  f  déter- 
minent un  faisceau  de  cubiques  ayant  un  point  double  en  a  ;  les 
courbes  de  ce  faisceau  marquent  uni?  involution  du  second  ordre  sur 
une  transversale  passant  par /'.  Par  cliacun  des  couples  de  points 
conjugués  de  cette  involution  et  par  les  sept  points  /»,  r,  c/,  e,  f^ 
I,  ?.,  faisons  passer  de  nouvelles  cubiques  :  (;es  nouvelles  cubiques 
forment  un  faisceau  projectif  au  faisceau  («-,  /»,  c,  d^  ^•)  J)i  ^^ 
ces  deux  faisceaux  engendrent  une;  couibe  du  sixième  ordre  qui 
s(;  décompose  en  une  droite  et  la  couibt;  du  cincpiièine  ordie  elier- 
cliée. 
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il  nous  reste  doue  le  problème  suivant  : 

6°  Construire  une  courbe  du  sixième  ordre  dont,  on  connaît  six 
poi/its  doubles  et  Jieuf  points  simples. 

La  solution  de  ce  problème  se  trouve  indiquée  AawsV  Essai  sur  la 
généiation  des  courbes  i^éomct/i(/ues  de  INI.  de  Jonquières(  '  ).  JNous 
allons  la  développer  ici,  en  modifiant  la  démonstration  du  lemme 
sur  lequel  elle  repose. 

Soientrt,,rt2i«3  5''''.i<^/5^  '^'(i  les  six  points  doubles-,  i,2,3,4,^,677') 
8  et  9  les  neuf  points  simples  donnés.  Le  problème  serait  résolu  si  l'on 
connaissait  deux  points  x  elj  rendant  projectifs  les  deux  faisceaux 

(«1,   a,,    r/;3,   rt,,,   a-,  n^,    i,   .r]    [3,   4.    5,   G,    7,   8,   9], 
(«,,   «3,   a.^,  r/4,   «5,   <76,    2,  ,)■)    [3,   4»   5,  G,    7,   8,   9]. 

Que  par  les  sept  points  «, ,  «o,  «si  «^o  «s,  «o,  1 5  et  respectivement 
par  chacun  des  points  3,  4,  ^,  6,  7,  8,  9,  on  fasse  passer  sept  sé- 
ries de  cubiques  :  on  déterminera  sur  une  droite  L  passant  par  le 
points,  sept  séries  distinctes  de  couples  de  points  en  involution. 
Dans  chacune  des  sept  séries,  il  suffira  de  trouver  les  intersections 
de  deux  courbes  avec  la  droite  L  et  ces  intersections  peuvent  être 
détermijiées  parle  tracé  de  coniques  en  suivant  la  méthode  donnée 
par  M.  Chasles  (-). 

Pareillement,  si  par  les  sept  points  «,,  a^^  «3,  «/,.  «si  '^«i  2,  et 
respectivement  par  les  sept  points  3,  4-1  ^^  6,  7,  8,  9  on  fait  passer 
des  séries  de  cubiques,  on  détermine  sur  L  sept  autres  séries  de 
couples  de  points  en  involution. 

Actuellement,  si  l'on  détermine  les  sept  couples  de  points  A|  ,B,, 
A2,  B2,  ...  du  premier  système  et  les  sept  couples  de  points  A',  ,  B',  , 
x\'„ ,  B', ,  ...  du  second  système,  qui  sont  en  involution  dans  chaque 
système  et  qui  se  correspondent  un  à  lui,  la  question  sera  résolue, 
car  les  cubiques 

[a^,   a,,    a.^,   it.^,   a-,   /?„,    1,    Aj,    Bj), 
(«i,   <7,,   (73,   rt.,   r/;;,   <7e,    I,   A,,   B,], 

((7,,     C/2,     r/3,     r/j,     <7;;,     (76,      I,     A:i,     IÎ3), 


(')  Loc.  cit.,  §  IX,  p.  /|7,  deuxième  Section. 

('-)  Comptes  rendus  des  séances  de  i'Jcadé/i/ie  des   Scic/iccs.  t.   XI.I,  §  XI,  p.  1  nj5  ; 
(li'ceinbic  iSJ.î. 
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passent  évidemiiu'iit  par  un  même  pointa-,  et,  de  plus,  elles  eoires- 
pondeut  une  à  une  aux  sept  cubiques 

(c/,,     «2»     ^'S'      '''i'     '''S'      ''O)      2,     a',,      1^1,, 

(fl,,    r/.,,    r/3,    r/,,    a-^,    r/g,    2,    A'2,   B'2), 
(«,,    c/o,    (ïj,    «;,    ^7-,    «t.    ■-^■5    A'j,    B',  ), 


qui  passent  toutes  par  un  même  point  j}. 

Dans  chacun  des  systèmes,  il  suffira  de  considérer  trois  courbes 
et  de  construire  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion inconnus  des  deux  premières,  puis  la  droite  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  inconnus  de  l'une  de  ces  courbes  et  de  la  troi- 
sième. Ces  deux  droites  se  couperont  au  point  clierclié.  Ces  con- 
structions se  feront  par  la  mélliode  de  M.  Chasles  (  '  ). 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Etant  données  sur  une  droite  se/)/  séries  distinctes  de  cou/)/es  de 
points  en  involutio/i  fornuiiil  un  jueniier  système  et  sept  autres 
séries  de  couples  de  f)oints  en  involuiion  fornuint  un  second  sys- 
tème, on  demande  de  déterminer  quatorze  couples  de  points  con- 
jui^ués  appartetiant  aux  quatorze  séries  respectivement  et  jouis- 
sant des  jn-opriétés  suivantes,  savoir,  que  les  se/>t  couples  du 
premier  s}Stéme  soient  en  involution  et  correspondent  un  à  un 
aux  sept  couples  de  points  du  second  système,  qui  doivent  pareil- 
lement être  en  involution. 

Que  l'on  prenne  un  ceicle  M  et  sur  ce  cercle  un  point  fixe  O.  Les 
côtés  des  angles  sous  lesquels  ou  voit  du  point  O  les  couples  de 
points  conjugués  de  chacune  des  quatorze  séries  interceptent  dans 
le  cercle  des  cordes  qui  vont  toutes  concourir  en  un  même  point. 
Soient  Z>,,  hn^  Z>3,  Z»4,  br,^h(,,  h-,  les  points  ainsi  obtenus  pour  les 
sept  premières  séries,  /3,,  -i^-,  ^2-,  t'i-,  i^;;,  Ko,  [^-  les  points  donnés 
par  les  involulions  de  la  seconde  série.  Si  l'on  détermine  deux 
points  /)  et  7:  qui  rendent  projeclifs  les  deux  faisceaux 

(l)  P  J>\,    ^1,    /'i,    ^ii    ^;i.    ^c.    ''-'7), 

\  -^  1  ••       /l»      i^il       [■'■.it      ,^1'      ,''.i5      /«>      /-'■> 


')    CllASLî>,    loc.   rir..    ]>.    1193,    §    ^I.    TÀilii:n(|i 
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les  (jualorzc  diijites  ph  cl  t^[ù  interceptent  dans  le  cercle  des  cordes 
(|ui,  vues  du  point  O,  se  projetteront  sur  la  droite  donnée  suivant 
(juatorze  couples  de  points  qui  résolvent  le  problème  proposé. 

]Nous  avons    étudié   ci-dessus  (VI)  le  système  des  points  p  et  r. 
(|ui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p'b^,   h,,   h,,,   h,,   b,)     et     TTiSj,   S,,   S3,  p,,  p.). 

Supposons  maintenant  qu'à  chacun  de  ces  systèmes  de  points  h  et  [5 
viennent  s'ajouter  de  nouveaux  points  b^  et  (Sg,  et  proposons-nous 
de  trouver  les  couples  de  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

P  'J'I,    ^-'2.    I>z^    ^h'>    ^5,    f^f,). 


D'après  le  nombie  des  équations  dont  nous  disposons  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  des  points /?  et  r,  chacun  de  ces  deux 
|)oints  peut  occuper  un  nombre  simplement  infini  de  positions. 
Cela  veut  dire  que  chacun  des  points  p  et  ti  si;  trouve  respective- 
ment sur  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  le  degré. 

Les  points  />  et  r  qui  satisfont  à  la  question  rendent  projectifs  les 
deux  couples  de  faisceaux  que  l'on  obtient  en  prenant  un  quel- 
conque des  six  groupes  de  cinq  points  Z»  et  les  groupes  des  points  [î 
corres[)ondants.  Ainsi,  par  exemple,  ces  points  p  et  n  rendront 
projectifs  les  couples  de  faisceaux 

p[bi,  b„  ù^,   h,.  A,;,     et     77  (S„   S2,  p^,  S.,  p.,', 
p{bi,   b.^,   ^-3,   /;,,   b^'     et     77(5,,   5,,   S3,  p^,   Sj. 

]\ous  allons  démontrer  d'abord  que  la  courbe  des  points  p  passe 
|)ar  />o?  ^n  ^21  ^37  ^45  ^,0  ^6-  Pour  cela,  désignons  par  /;.,  et  tT;;  les 
[)oints  p  et  7:  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p{l>u   h,,  Z-3,   b,,   h,)     et     77(5,,   S„  P3,   S„   p,], 

par  />6  et  ;:,;  les  points  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[b^,   b,,   b^,  /a,   /;,;'      et     77 'S,,   p.^,   S3,   S;,   Sg). 

Au  point  &o  5  considéré  comme  point/7.j,  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  F,,  passant  par  (5, ,  [t^n^i^-'s-,^-;-,  ^r.-  A  ce  même  point  Z^o, 
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considéré  cojnmc  />«,  correspond  un  point  que  Ton  détermine  en 
décrivant  sur  |3,,  (3o,  ps,  /3/,  une  conique  capable  du  rapport  anliar- 
moniquc 

^0   [^\,     ''^2.     ^3»     ^^4) 

(cette  conique  est  précisément  Fo),  et  sur  (3,,  (So,  (3;,,  (ic  une  autre 
conique  capable  du  rapport  anliarmoni(]ue 

cette  conique  marque  sur  Fo  le  point  qui  dans  les  deux  transforma- 
tions [p-i^  Ti-iY  et  [/7g,  îTe]^  correspond  au  point  Z^o-  Un  raisonne- 
ment analogue  montre  que  les  points  Z»,,  />o,  /;;j,  Z>/,,  h^  et  les  autres 
points  Z>o  qui  s'adjoignent  aux  autres  groupes  de  cinq  points  h  sont 
sur  cette  courbe  des  points  p.  Il  en  est  de  même  des  points  (3  par 
rapport  à  la  courbe  des  points  tt. 

Faisons  passer  par  les  points  />,,  b.^^b^,  b;,  une  conique  quel- 
conque C  et  clierclions  en  combien  de  points  elle  coupe  la  courbe 
des  points  p. 

Soit /^  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Pour  trouver  son 
correspondant  dans  [/?;;,  7:5]%  décrivons  sur  jj,,  jS,,  (Ss,  (3-,  une  co- 
ni(|ue  F  capable  du  rapport  anbarmonique 

P  [Ih,  ^'it  '^i,  ^4). 

puis  sur  (3,,  [Sa,  /Sa,  |'3;;  une  conique  F'  capable  du  rapport  anbarmo- 
nique 

p{b^,  b.^,   b^,   b~^). 

Les  coniques  F  et  F"'  ont  trois  points  [3i,  (3o,  [6^  communs;  le  qua- 
trième point  d'intersection  sera  le  point  7:5  cliercbé. 

Le  point  correspondant  de  p  dans  [p&t  t.^^Y  s'obtient  en  décrivant 
sur  |3,,  iSa,  jSs,  (3/,  la  conique  capable  de 

P[f^\,    ^2J    lh^    ^-'4) 

(c'est  la  coni([ue  F  ci-dessus),  puis  sur  (3,,  (jo,  Pa,  ^6  la  conique  ca- 
pable du  rapport  anbarmonique 

p[^i->   ^2.   Z^*:»»   ''''«)> 
Cette  seconde  conifjue  marquera  sur  F  le  point  ;t,;  cliercbé. 
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Les  points  xr-,  et  nv,  situés  sur  la  mcmc  coniquci  F  sont  gcncralc- 
nienl  dillérents  entre  eux.  Mais  la  eonique  I"  est  lioniograpliique  de 
la  eonique  C,qui  |)asse  par  />,  Z»,,  b-^f  ^.t,  ^i,  *^'t-  '^  ^'^  point  ttj  de  F 
correspond nnseul  poiiil  /?  d(;  C,  et  par  suiteun  seul  j)oint  tTu  de  F.  De 
niènie,àun  pointTie  tle  F  correspond  un  seul  point  7:5  de  cettemènie 
courbe.  Les  points  t:^  et  Ttg  marquent  donc  des  divisions  projcctives 
sur  F,  et  ces  divisions  ont  deux  points  doubles.  Donc  il  n'existe  sur 
la  conique  C  que  deux  points  autres  que  b,^  Z»2,  ^3,  ^4  delà  courbe 
des  points  j)  qui  satisfont  à  la  question,  et  à  ces  deux  points  corres- 
pondent deux  points  de  F.  Nous  concluons  donc  que  les  courbes 
cliercliées  des  jioi/its  p  et  r.  ijid  rendent  projeclifs  les  faisceaux 

p[bi)     et     T:(pi){i—\,  2,  3,  4,  5,  6) 

sont  deux  courbes  du  troisième  ordre  passant  respect ii^eiiie/it  par 
les  points  Z»,,  bo-,  b^^  Z»j,  Z'3,  b^  et  par  les  six  points  [jq  qui 
vie?inent  s^ adjoindre  à  chacun  des  six  groupes  de  ciiiij  points,  b,  et 
par  les  points  [j^ ,  jS-i,  (^j,  (jj,  jSg,  |3e  et  les  six ])oints  |3o  (pd  viennent 
s'ad joindre  aux  groupes  de  cinq  points  ^i(^i  ^=  i,  2,  3,  /\,  5,  6). 

Gela  établi,  il  nous  sera  facile  de  trouver  les  systèmes  de  points  p 
et  77  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p{bi,  b,,   ^3,   h.,,   b^,   b^,  ^-), 

~  \?\i    [■'i')    Ha»    i^4»    i^5»    (""g»    ('-]• 

Le  problème  est  déterminé  \  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  so- 
lutions, parce  que  nous  disposons  d'autant  d'équations  qu'il  y  a 
d'inconnues. 

Pour  que  ces  deux  points  p  et  r.  rendent  projeclifs  les  faisceaux 

p[b^)     et     77(S,-)(/=i,  2,  3,  /(,  5,  G,  7), 

il  suffit  qu'ils  rendent  projc^ctifs  en  même  temps  les  deux  couples 
de  faisceaux 

p[b,,   b,,   b„   b„   b,,    b,),     7t(3„   [i„   %,  p„   %,  pe), 
et 

p[b,,      b,,      b,,      b,,      b,,      b,),  77(3,,      .6,,      P,,     %,      %,     ^). 

Or,  les  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les  deux  premiers 
faisceaux   appartiennent  respectivement  aux  courbes  C:i  et  Fn-  De 
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inèinc,  les  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  le  troisième  et  le 
quatrième  faisceau  appartiennent  à  deux  courbes  C^  et  Y\  .  Les 
courbes  C3  et  C',  ont  en  commun  les  points  ^j,  ho-,  ^3,  ^/,,  ^5, 
ainsi  que  le  point  boqm  s'adjoint  au  groupe  commun  b,,  Ao,  b^i  bi-,  b^ 
et  se  coupent  par  conséquent  en  trois  autres  points  /7o,  p'^-,  Pg-  Les 
courbes  Fo  et  T'^  se  (^oupent  aussi  en  trois  points  ~o,  t:,,,  tt'q  autres 
cjue  les  points  j5  (  '  ).  En  outre,  cliacun  des  points  j)n  correspond  à  un 
des  points  tt^,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Donc  il  y  a  trois  couples 
fie  points  p  et  7:  </ui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p{bn    />2,    b.,    f',,    l>,-    f\,   ^7]      et     7T.S,,    S„    6„    S„    S,,   %,    p,]       (^). 

Jl  résulte  de  là  qu'//  existe  trois  courbes  du  sixième  ordre 
f/ui  ont  six  points  doubles  donnés  et  r/ui  passejit  en  outre  par  sept 
points  simples  donnés. 

Nous  avons  -trouvé  plus  liaut  (XL  3°)  dix  points  simples  de  la 
courbe  du  sixième  ordre  au  lieu  do  sept  (jue  nous  cbercliions  5  un 
des  trois  points  non  utilisés  jusqu'ici  servira  à  reconnaitre  celle 
des  trois  solutions  qu'il  faut  choisir. 


(')  Ces  trois  points  se  construisent  par  des  intersections  de  coniques,  en  suivant  la 
méthode  de  M.  Chasles,  Comptes  rendus,  décembre  i8S5,  p.  rigo.  ■ 

(')  Voir,  au  sujet  de  ces  deux  dernières  questions,  dp:  Jonquikrf.s,  lac.  cit.,  p.  22, 
et  Ri'D.  Stl'rm,  loc.  cit. 
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B.  BONCOMPAGNI.  —   Lettera  inedita  di  Carco- Ficoerico  Gaiss  a  Sofia 
Germain.  Fireiize,  calrogralia  ed  auiogiafia,  Acliillo,  Paris,  1879. 

La  Leltix"  inédite  de  Gauss  dont  M.  le  prince  Boncompagni  vient 
de  publier  sous  ce  titre  une  reproduction  pliotolitliograpliicjue  (' ) 
est  datée  de  «  Brunsvie,  ce  3o  april  1807,  jour  de  ma  naissance  ». 

Les  circonstances  qui  onl  précédé  cette  Lettre  sont  fort  roma- 
nesques. Sophie  Germain  avait  lié  correspondance  avec  Gauss  sous 
le  pseudonyme  d'un  amateur  nommé  Leblanc  (*  ).  (jauss  répondait 
sous  le  couvert  du  savant  orientaliste  Silvestre  de  Sacy  (^). 

Pendant  la  campagne  de  Prusse,  un  ami  de  la  famille  Germain, 
le  général  Pernety,  fut  chargé  de  diriger  le  siège  de  Breslau.  Sophie 
Germain  en  proiita  pour  recommander  au  général  l'illustre  géo- 
mètre, qui  reçoit  bientôt  mille  politesses  du  gouverneur  de  la  ville 
de  Brunswick  et  d'un  chef  de  bataillon  nommé  Chantel,  dépêché  à 
cet  effet.  Etonné,  Gauss  demande  naturellement  à  qui  il  est  rede- 
vable de  ces  gracieusetés.  On  lui  nomme  une  femme  :  il  ne  la  con- 
naît point.  On  écrit  alors  à  Paris,  et  tout  s'éclaircit  par  une  Lettre  de 
Sophie  Germain  (  '  ). 

La  réponse,  comme  on  peut  le  prévoir,  débute  par  les  plus 
chaudes  félicitations  et  par  les  témoignages  de  la  plus  vive  recon- 
naissance. 

Vient  ensuite  une  importante  critique  de  ces  deux  théorèmes 
trop  généralement  énoncés  par  Sophie  Germain  : 

«  Si  la  somme  des  puissances  Ai"'"''^de  deux  nombres  cjuelconques 
est  de  la  îor ïae  hh -{- nff\  la  sonime  de  ces  nombres  euz-mèmes 
sera  de  la  même  forme  ». 


(')  L'histoire  du  recueil  autograplie  dont  elle  est  extraite  sera  prochainement  ex- 
posée par  l'éditeur. 

(')  OEuvres  philosophiques  (le  Sophie  Germain.  Édition  Stupuy.  Paris,  1879,  p.  298- 
Zoi. 

{')  Ibid,,   p.  3o2. 

(*)  On  voit,  par  le  début  de  la  réponse,  que  cette  Lettre  fut  écrite  le  20  février 
1807. 

Bull,  des  Scieiic<-s  miithém.,  2'  Série,  t.  III.  (Octolirc  187c).)  r>.8 
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«  Si  ruu  des  j'acicuis  de  la  formule^  >  -f- 7/^:;  (//cLaiil  un  nombre 
premier)  est  de  la  forme  (i,o,  ;z),  l'aulre  appartient  nécessaire- 
ment à  la  même  forme    >). 

Enfin,  nous  remarquons  dans  cette  Lettre  les  deux  énoncés  sui- 
vants : 

I.  Soit/^  un  noiubre  premier  de  la  forme  3/?  4-  i.  Je  dis  que  ?.  (c.  a  d. 
-f-  2  et  —  2]  est  résidu  ciibicpie  de  p,  si  /;  se  réduit  à  la  forme 

J".T  -}-  ?.  ;.1T  ; 

(pie  9.  est  non-residu  cubique  de/?,  si  ^p  se  redint  a  cette  forme.  P.  E. 

7,    i3,    If),   3i,   3;,    'Î3,  ()i,  ^^7,   73,   79,  97. 

Vous  ue  trouvères  que 

3i  =  4  ~+  -Il     \^  =  '^^  +  -7 
et 

2  ^  4'  (  mod.  3 1 1,     2  ^  ( —  9)'  (  mod.  43  ). 

II.  Soity;  un  nombre  premier  de  la  forme  8/?  H-  i .  Je  dis  que  -i-  2  et 
—  2  seront  résidus  ou  non-residus  biquarrés  de  p  suivant  ce  que  p  est  ou 
n'est  j)as  de  la  forme 

Par  ex.  parmi  les  nombres 

17,   4i,   73,   89,   97,    II 3,    137, 

vous  ne  trouvez  que 

73  =  9-^-64,     89  =  25+64,     ii3  =  49  +  ^4' 
et 

25*^  2  (mod.  73).      5' ^  2  ;mod.  89),      20''^  2  (  mod.  1 13). 

La  forme  de  ces  énoncés  est  certainement  inédite.  Le  premier  se 
trouve,  sous  une  forme  beaucoup  plus  générale,  démontré  dans  le 
célèbre  Mémoire  de  Jacobi,  De  residuis  cuhicis  coinmentatio  nu- 
//jrvo.vrt  (');  le  second  a  été  communiqué  par  Gauss  à  la  Société 

(•)  JoiuiKil  ,1c  Crcllo,  1.  ?,  p.  (iG-G(r,   i8!7- 
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Royale  de  Gottingue  en  iSaS  (  '  )  tt  démontré  dans  le  YP  VoIuhk- 
des  jS ouveaiuT  Commentaires  (  -). 

Les  autres  passages  de  cette  Lettre  peuvent  être  facilement  éclair- 
cis  et  commentés. 

Les  notes  savantes,  dont  toutes  vos  lettres  sont  si  richement  remplies, 
m'ont  donné  mille  plaisirs.  Je  les  ai  étudiées  avec  attention,  et  j'admire  la 
facilité,  avec  laquelle  vous  avez  pénétré  toutes  les  branches  de  l'Arithmétique, 
et  la  sagacité  avec  laquelle  vous  les  a\ez  su  généraliser  et  perfectionner. 

Outre  la  Lettre  qui  est  l'objet  de  cet  article,  nous  possédons  de  la 
correspondance  de  Gauss  et  de  Sophie  Germain  : 

i**  Une  Lettre  de  Sophie  Germain  signée  Leblanc^  non  datée, 
probablement  la  première  de  toutes  (^)^ 

2° Une  Lettre  de  Gauss,  datéede  Brunswick  le  20  août  i8o5  (^). 

3"  La  réponse  de  Sophie  Germain  [^  )•, 

4"  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  16  juin  1806,  en  réponse  à  la 
précédente  (''j^ 

5°  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  19  janvier  1808  (  ^  ). 

Entre  la  première  et  la  seconde  des  pièces  que  nous  venons  de 
citer,  il  y  a  une  lacune  évidente  pour  le  lecteur  5  entre  la  quatrième 
et  la  cinquième,  il  faut  placer  d'abord  la  Lettre  de  Sophie  Ger- 
main, datée  du  22  février  1807,  à  laquelle  Gauss  fait  allusion  au 
début  de  sa  Lettre  du  3o  avril  ;  on  peut  supposer  ensuite  une  ré- 
ponse à  cette  Lettre  du  3o  avril.  Ces  vides  seraient  fort  regrettables 
si  les  quelques  fragments  inédits  qui  se  rapportent  aux  Discjuisi- 
tiones  ariihmeticœ,  dans  les  papiers  de  Sophie  Germain,  ne  nous 
offraient  un  moyen  à  peu  près  sûr  de  les  combler. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  —  au(juels  pour  le  dire  en 


(')  Gottinglsche  gelehrte  Anzeigen,  der  erste  Baïul  auf  das  Jahr  iSaô,  cité  par" 
Jacobi  (De  résidais  cuhicis  commentatio  numeiosa)  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  2, 
p.  66,  lignes  io-i3;  182-;. 

(-)  Gauss  TVerke,  1^"  Band,  p.  Gj  et  suivantes. 

(^)  OEuvres  pliilosophiqups  de  Sophie  Gennnin.  Édition  Stiipiiy,  p.  2q8. 

(♦)  Ibid.,  p.  3o6. 

(■*)  Ibid.,  p.  3o8. 

{,•*)  Ibid.,  p.  302. 

'/)  Ibid..  p.  3 18. 

28. 
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passant  je  dois  surtout  la  heureuse  situation,  dont  j'ai  jinii  pendant  la  vie 
de  notre  duc,  le  [sic]  victime  malheureux  de  son  attachement  fidel  [sic]  à 
la  maison  de  Prusse 

Ce  duc  est  le  duc  Cliarles-Guillaumc-Ferdiiiand,  né  le  9  oc- 
tobre 1735  et  luortellenieut  blessé  à  la  bataille  d'Auerstaedt  (1806), 
c'est  à  lui  que  sont  dédiées  les  Disqiiisitioiies  aiithmeticce. 

Soit />  un  nombre  premier.  Soient  les/p  —  i  nombres  inférieurs  à  p  par- 
tagés en  deux  classes 

A...  1,0,3,4,       .    .,     \[p~i). 

B...|(/;+i),     i(/^  +  3),     li/^-f-5   ,      ...,     p—i. 

Soit  a  un  nombre  quel([uonque  non  divisible  par  p.  Multipliés  tous  les 
nombres  A  par  a,  prenés  en  les  moindres  résidus  selon  le  module  p, 
soient,  entre  ces  résidus,  y.  appartenants  à  A  et  Ç  appartenants  à  B  de  sorte 
que  «  +  g  =  \  [p  —  I  ).  Je  dis,  que  a  est  résidu  quarré  de/?  lorsque  6  est 
pair,  non  résidu  lorsque  Ç  est  impair. 

On  peut  tirer  de  cette  proposition  plusieurs  conséquences  très  remar- 
quables; entre-autres,  elle  donne  le  moïen  d'étendre  l'induction,  par  laquelle 
on  rassemble  des  cas  S[)eciels  du  théorème  fondamental  aussi  loin  qu'on  vent, 
ce  qui  ne  pourroit  se  faiie  par  les  méthodes  exposés,  art.  lOG-lSV. 

J'ai  donné  dans  mon  ouvrage  deux  démonstrations  rigoureuses  de  ce  fa- 
meux théorème,  et  j'en  possède  encor  trois  antres  toutes  entièrement  diffé- 
rentes entre  elles;  deux  d'entre  elles  même  peuvent  être  conduites  de  deux 
différentes  manières  chaqu'une:  ainsi  je  pourrois  soutenir  que  je  pcus  le  dé- 
montrer de  sept  manières  différentes.  ].es  autres  démonstrations  que  je  pre- 
fererois  pour  l'elegance  aux  deux  données  dans  mon  ouvrage,  seront  publiées 
aussitôt  cpie  j'y  trouverai  l'occasion. 

Des  trois  démonstrations  ultérieures  que  Gauss  mentionne  dans 
ce  passage,  la  première  a  été  communiquée  à  la  Société  lloyale  des 
Sciences  de  (xùttingue,  le  i5  janvier  1808,  et  imj)rimée  dans  le 
XVP  volume  des  Comiticiildifes  de  cette  Société  (  '  )  ;  la  seconde  a 
été  communiquée  à  la  même  Société  le  24  août  18 1 8  et  imprimée 
dans  le  Volume  I  de  ses  Noitvaaux  Coiiunentaires  (  -)  ^  la  troisième 


(«)  C.-F.  C.aiiss  Jl'erlir,  t.  II.  p.  /|-S.  (',oUiii(;iie,   1808. 
(')  llnd.,  t.  II,  p.  17-^',;    1811. 
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a  été  coiniiiiiniquéc  le  lo  février  1817  et  imprimée  dans  le  1\^  Vo- 
lume des  jyoïn'eaax  Comvienlaiies  ('). 

A  propos  des  eorrections  suivantes  aux  Disquisitioiies  arithme- 
ticœ  : 

Page  i46  [cas  (4)]1-  21  lises  comme  il  suit  :  «  Facile  vero  perspicitnr, 
ex  ista  aequatione  deduci  posse  liaec  a'p'R/i,  .  .  .[v.],  dzakRa' .  .  .  [S], 
ziza/iRp.  ,  .  (7).  Ex(a]  seqiiitur,  perindeiitin  (2I,  /i  vel  iitriiisque  <?',  y/ vel 
neutrius  rtsiduum  esse.  Sed  casus  prior  itieo  est  impossibilis,  qiiod  ex  //  R^' 
et  (6)  sequerctiif  <?R  r/'  conlra  liypoth.  Quam()l)rem  iK^X'ssario  est //N/» 
adeoque,  per  (y)  a^p.  Q.  E.  D.  » 

Au  reste  à  la  page  i44  i'  ^^  trouve  une  faute  d'impiessiou  non  indi- 
quée, savoir  art.  139,  ligne  3,  au  lieu  dezizoN/p,  il  faut  lire  ±  a R/-». 

On  peut  remarquer  que  le  second  lapsus  a  été  corrigé  dans  la 
traduction  française  (-). 

J'aurois  repondu  plus  tôt  à  votre  lettre,  mais  la  découverte  d'une  nouvelle 
|)lanete  par  Mr.  Olbers  m'a  un  peu  distrait. 

Cette  nouvelle  planète  est  Vesta,  entrevue  pour  la  première  fois, 
comme  on  sait,  le  29  mars  1807  (•''). 

Par  le  j)remier  essai  que  j'ai  fait  sur  son  orbite,  je  trouve  son  mouvement 
considérablement  plus  vite  que  celui  de  Cerès,  Pallas  et  Junon,  savoir 
978"  par  jour.  L'inclinaison  de  l'orbite  de  7°6'.  L'excentricité  o,  i. 

Les  cliilli'es  exacts  sont  pour  le  moyen  mouvement  d(;  \  esta 
909,978'',  })0ur  son  inclinaison  7°5'49"5  5,  pour  son  excentricité 
o,o975o5(''). 

Je  viens  d'achever  un  ouvrage  étendu  sur  les  méthodes,  qui  me  sont 
])ropres,  à  déterminer  les  orbites  des  planètes.  Mais  quoique  je  l'aie  eciit  en 
allemand,  je  trouve  beaucoup  de  difficulté  d'y  engager  un  libraire. 

11  s'agit  dans  ce  passage  du  fameux  Ouvrage  de  Gauss  imprimé 


(')  C.-F.  Gauss  ll'crke.  t.  Il,  p.  iSg-iGi;   iSiS. 

Cj  Recherches  arithmétiques,  trail.  Poullet-Delisle.  Paris,   18(17,  p.  io3. 
(')  y4stroiioniisclies  Jalirbuch  fi'ir  Berlin,    1807,  p.  Jii. 

(')  Moiiatliclic   Currcspoiulcii: ,    liaiitl   X\',    \t.    j(jo-(iot)  ;  Jiiiii    1807.   Gauss   IlerAe. 
t.  VI,  p.  J87. 
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eu  latin  sous  le  titre  :  Theor'ia  motus  corpo/u/n  cœlestiuni  in  sec- 
Lîonibus  conicis  soleiii  ninhientium.  Hamburgi,  sunitibus  Friderici 
Perthes  et  J.-H.  Besser,  1809.  Dans  une  Lettre  datée  du  19  jan- 
vier 1808,  Gauss  écrit  à  Sophie  Germain  (  '  ). 

f>'()u\  rage  sur  le  calcul  des  orbites  des  planètes  dont  je  vous  ai  parlé 
dans  ma  dernière  lettre  est  enfin  sous  presse.  J'espère  qu'il  sera  achevé 
dans  quelques  mois.  .Te  n'ai  pas  redouté  la  peine  de  le  traduire  en  latin  afin 
(pi'il  puisse  trouver  un  plus  grand  nombre  de  lecteurs. 

Ces  curieux  détails  et  les  précieuses  remarques  que  nous  avons 
citées  constituent  pour  M.  le  prince  Boncompagni  un  nouveau  titre 
à  la  reconnaissance  des  géomètres.  C.  H. 


GRAM  (J.-P.).  —  Om  R.'Ekkeudviklinger,  bestemte  vid  Hj.elp  af  de  mindste 
KvAnuATERS  Metuode  {^).  —  Kjobenhavn,  1879.  In-8°,  122  pages. 

Soit  donnée  la  forme  d'une  série  convergente  à  coefficients  in- 
connus, qui  doit  représenter  soit  une  fonction  qui  prend  des  valeurs 
données  pour  certaines  valeurs  de  l'argument,  soit  une  fonction 
donnée,  et  supposons  cju'on  veuille  se  contenter  d'un  nombre  de 
termes  de  cette  série  iîxé  d'avance.  L'auteur  s'est  proposé  de  déter- 
miner les  coefficients  de  manière  que  la  série  donne  alors  la  meil- 
leure approximation  aux  valeurs  données  ou,  dans  un  intervalle 
donné,  à  la  fonction  donnée,  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement  si 
l'on  prend  les  coefficients  des  premiers  termes  de  la  série  infinie  c|ui 
représenterait  exactement  la  fonction.  L'auteur  regarde  comme  la 
meilleure  l'approximation  où  la  somme  des  carrés  des  diiïérences 
des  valeurs  données  o  et  de  celles  qui  résultent  de  la  série,  ces 
carrés  étant  multipliés  par  les  poids  v^,  est  un  minimum-,  dans  le 
cas  d'une  fonction  continue,  la  somme  sera  remplacée  par  une  in- 
tégrale définie. 

L'auteur  résout  son  problème  en  substituant  aux  fonctions  qui 


(')  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain.  Édition  Stiipiiy,  p.  Sao. 
(')  Sur  des  développements  en  séries  au  moyen   de  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Thèse  soulenue  à  l'Université  de  Copeitliagup,) 
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forment,  au\  coeflicieiits  inconniis  pi(";s,  les  tenues  de  la  série 
donnée,  des  fonctions  linéaires  ^  de  ces  fonctions  données,  cjui 
dépendent  encore  du  poids  c  et  cjui  satisfont  à  la  condition 


^'' ■;',•;';;  =  '>, 


la  somme  2  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  Targument  poin* 
lesc[uelles  on  connaît  les  valeurs  o  de  la  fonction  cherchée.  En  fai- 
sant usage  de  ces  nouvelles  fonctions  i|/,  il  faut  prendre  le  noinbie 
demandé  de  termes  de  la  série  suivante  : 


■;..,i;  .'■;;., 


-"'T'i  -''"T'a  -''"r'ï 

Cette  série  s'appelle  une  série  d'interpolation. 

Si  le  nombre  des  termes  est  égal  à  celui  des  valeurs  données  o, 
l'expression  trouvée  sera  exacte.  On  peut  se  demander  si  la  même 
chose  a  lieu  dans  le  cas  où  la  série  doit  représenter  une  fonction 
continue  donnée,  si  l'on  prend  un  nombre  iniini  de  termes.  Cela 
dépend  de  certaines  conditions  de  convergence  discutées  par  l'auteur. 

L'auteur  applique  les  développements  trouvés  à  des  fonctions 
continues  données.  La  série,  d<;vant  remplacer  dans  l'intei-valle 
depuis  o  à  I  (et  d'autres  intervalles  donnés  peuvent  se  réduire  à 
celui-ci)  une  série  développée  suivant  des  puissances  de  j-,  sera 
développée  suivant  des  fonctions  sphériques.  Les  séries  de  Fourier 
et  les  développements  suivautdes  fonctions  de  Bi'ssel  ou  des  fonc- 
tions cylindriques  sont  aussi  des  séries  d'interpolation.  Ces  déve- 
loppements utiles  se  présentent  ainsi  d'un  point  de  vue  commun. 

L'auteur  applique  ensuite  sa  méthode  à  des  fonctions  dont  les 
valeurs  sont  données  pour  des  arguments  équidistants  et  à  des 
égalisations  de  résultats  numériques  trouvés  par  observation. 


HEIBERG   (.I.-L.).  —    Qu.kstiones  Aiu:inMi:i)i:.i:.  Inest  de  arena^   numéro  li- 
bellus.  —  Hauniie,  1H79.  In-8",  168  pages  en  latin  et  3o  pages  en  gioc  ('). 

L'auteur  philologue,  qui  prépare  une  édition  grecque  des  œuvres 


-(')   1  liùb  '  !»miteuuL'  à  ITiiixoi-j  ité  do  (jopeiilKiniii 
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d'ArcliiiiK'dc,  s'occupe  ici  de  la  vie,  des  éciils,  des  iiiaeliiiies,  de 
l'Aritlimélique  et  du  dialecte  du  grand  géomètre  grec,  et  ajoute, 
couiine  spécimen  de  l'édition  qu'il  se  propose,  sa  restauiation  du 
texte  grec  du  M<''inoire  sui'  le  nombre  des  grains  de  sable  i^Avena- 
ria^.  Le  Cliapitre  sur  l'Arithmétique  d'Archimède,  où  il  expose  et 
critique,  par  exemple,  les  dillérentes  hypothèses  sur  le  calcul  des 
racines  carrées  d'x\rchimède,  montre  qu'il  possède  les  connaissances 
mathématiques,  et  en  particulier  des  Mathématiques  de  l'antiquité, 
indispensables  [)our  la  tache  qu'il  s'est  proposée. 


KLEIN  (F.).  —  Weiti^he  UiNTEhsuchungkx  iber  das  Ikosakdeu.  —  Malliem. 
Ann.,  t.  XII,  p.  ;)o3-jGo. 

GORDAN  (P.).  —  Ueber  die  Auflosuxgen  ieb  GLEicuUiNGKN  5-TEN  Grades, 

—  Math.  Aiin.,  t.  XIll,  p.  875-404. 

KLEIN  (F.).  —  Ueber  die  Transformation  der  ei.liptiscuen  Functionen  und 
DIE  ÂLKLësiNG  DER  Gleiciiungen  5-ten  Grades.  —  Malli.  Ann.,  t  XIV ,^ 
p.  1 1  t-  t;?.. 

On  a  rendu  compte  dans  le  BulleLiii  des  recherches  faites  anté- 
rieurement sur  les  formes  binaires  qui  se  reproduisent  par  des 
transformations  linéaires  ;  on  a  indiqué  comment  l'étude  de  la 
forme  binaire  du  douzième  degré,  représentée  géométriquement 
par  les  douze  sommets  d'un  icosaèdre  régulier,  se  relie  étroite- 
ment à  la  théorie  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré  (  '). 
C'est  cette  connexion  même  entre  les  deux  qu(îstions  que  M.  Klein 
et  M.  Gordan  ont  prise  pour  point  de  départ  de  leurs  reclierches 
sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans  le  premier 
des  Mémoires  dont  nous  rendons  compte,  on  montre  comment  les 
soixante  mouv(!ments  de  lotatioii  qui  ramènent  l'ieosaèdre  sur  lui- 
même  se  décomposent  en  douze  sous-groupes  et  comment  on  est 
ainsi  conduit  à  une  résolvante  du  cinquième  degré.  La  liaison    de 


('  )  D'un  autre.  côl(';,  ces  recherches  trouvent  une  application  directe  dans  la  théorie 
des  équalions  linéaires  du  second  ordre  int((iral)les  algébriquement. 
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celle  dernière  avec  les  racines  de  Vcc/uation  icoscuklrif/ue  conduit 
aux  développements  a]gél)riques  o])tenus  par  MM.  Kronecker  et 
Hriosclii  et  dont  une  partie  était  restée  sans  démonstration,  et  four- 
nit une  méthode  très  simple  qui  ramène  au  problème  de  l'ico- 
saèdre  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré. 

Dans  son  Mémoire,  M.  Gordan  obtient  explicitement  l'expres- 
sion des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  au  moyen  des 
irrationnelles  icosaédriques,  et  cela  sous  une  forme  appropriée  au 
calcul  numérique.  Les  méthodes  algébriques  étant  ainsi  exposées 
et  poussées  sullisamment  loin,  ]M.  Klein,  dans  le  dernier  Mémoire, 
tourne  ses  efforts  du  côté  des  fonctions  elliptiques;  ])Our  appro- 
Ibndir  la  question,  il  est  nécessaire  de  donner  à  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques  une  base  nouvelle  :  le 
travail  de  M.  Klein  sert  ainsi  de  transition  à  des  recherches  vdté- 
rieures  (  '  ). 

On  peut  dire,  en  premier  lieu,  comme  résultat  définitif  de  ces 
divers  travaux,  que  la  forme  binaire  du  douzième  degré  représentée 
géométriquement  par  l'icosaèdre  constitue  la  base  véritable  d'une 
théorie  rationnelle  de  l'équation  du  cinquième  degré.  En  second 
lieu,  les  remarques  qui  suivent  ne  sont  pas  sans  importance  pour  la 
théorie  des  équations  algébriques. 

1°  Le  fondement  de  toutes  les  recherches  sur  les  équations  algé- 
briques se  trouve  dans  la  théorie  de  Galois  ;  mais  cette  théorie  ne 
iburnit  pas  tous  les  éléments  dont  on  a  besoin  pour  le  problème  de 
la  résolution.  Deux  équations  peuvent  avoir  le  même  groupe  (au 
sens  de  Galois)  sans  qu'il  soit  possible  de  passer  rationnellement 
de  l'une  à  l'autre,  et  la  résolution  d'une  des  équations  peut  être 
essentiellement  plus  lacile  que  celle  de  l'autre  :  par  exemple,  l'équa- 
tion icosaédiique  est  une  équation  du  soixantième  degré,  dont  le 
groupe  embrasse  soixante  substitutions  ;  elle  est,  au  sens  de  Galois, 
sa  propre  lésolv aille  •,  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  en 
lui  adjoignant  la  racine  carj'ée  de  son  discriminant,  a  le  même 
groupe  5  mais  il  n'est  pas  possible  de  la  réduire  à  une  équation  ico- 
saédrique  tant  qu'on  ne  lui  a  pas  adjoint  au  moins  une  telle  racine 
aillée,  laquelle  n'a  aucune  iniluence  sur  le  caractère  du  groupe  de 


(')   Uehcr  die  Ti ansfurmaiion  'j-Ccii    Ordiuiiig  (1er  cllipcischcit  Funclionen  (Math. 
Ami.,  t.  XIV). 
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Galois.   Un   travail  de  M.  Kronecker,  de  1861,   conlieiit  déjà  d»is 
résultats  analogues. 

2°  La  théorie  des  invariants  joue  également  un  rôle  important 
dans  les  mêmes  reclicrches;  mais  les  choses  ne  se  passent  pas  comme 
pour  les  équations  des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés  5 
pour  ces  équations,  il  est  avantageux  de  regarder  le  premier 
membre  comme  une  forme  binaire  et  d'étudier  cette  forme  dans  le 
sens  delà  théorie  des  invariants.  C'est  de  cette  façon  que,  dans  les 
travaux  de  M.  Brioschi  et  de  M.  Hermite,  est  traité  le  premier 
membre  de  l'équation  du  cinquième  degré,  dont  les  invariants  ser- 
vent de  point  de  départ  aux  recherches  ultérieures.  Mais  les  mé- 
thodes qui  réussissent  pour  les  équations  dont  le  degré  est  inférieur 
à  5  ne  présentent  plus  le  même  avantage  quand  on  veut  les 
appliquer  aux  écjuations  de  degré  supérieur.  Les  racines  de  l'une 
des  premières  équations  jouissent  en  elîét  de  cette  propriété  de 
pouvoir  se  permuter  au  moyen  de  transformations  linéaires  bi- 
naires, ce  qui  n'a  plus  lieu  pour  l'équation  du  cinquième  degré.  Il 
est  beaucoup  plus  avantageux  de  relier  les  équations  de  degré  supé- 
rieur à  des  l'ormes  qui  se  rej)roduisent  pai  des  transformations  li- 
néaires, mais  qui  ne  sont  plus  nécessairement  binaires.  Pour  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  il  existe  encore,  en  iait,  une  telle  forme 
binaire;  seulement  elle  est  du  douzième  degré.  Le  système  qui,  au 
sens  de  la  théorie  des  invariants,  appartient  à  cette  forme,  et  qui 
d'ailleurs  possède  le  caractère  leplus  simple,  joue  dans  ces  recherches 
le  rôle  le  plus  important. 

1.  L'icosaèdre  est  une  forme  binaire  déterminée  du  douzième 
ordre /(y)),  rio)  =  o,  dont  le  système  complet  se  réduit  au  hessien  H 
et  au  déterminant  fonctionnel  (y, H)  =  T,  dont  le  carré  s'exprime 
linéairement  au  moyen  de^^  et  de  H-'  ;  on  peut  donner  à  /  la  forme 
canonique 

(i)  /=>;,v;,:v:r-f-ii.;v;f-.r'). 


et  1  on  a 


T-=  12/'— i-i^IP. 


On  peut  énoncer  ainsi  le  problème  fondamental  :  Klaiil  données 
IfiS  valeurs  de  f  cl  r/eT,  tiouver  les  valeurs  correspondantes  de  y,  1, 
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■n-i,.  Une    fois  ce  problème  résolu  pour  la  forme  canonique,  il  l'est 

aussi  pour  la  forme  générale.  Le  rapport  /;  =  —  dépend,  à  cause  de 

l'équation  (i),  d'une  équation  du  soixantième  degré;  c'est  cette 
équation  que  l'auteur  appelle  équation  ico.saédrique.  Elle  a  la  forme 
suivante,  (juand  on  emploie  la  forme  canonique  : 


f3' 


const.,      ou      l'-ao-^^ - 


X. 


Dans  le  cas  général,  au  contraire,  elle  est 


3  bis 


5.i44.HM-/;i,/:,) 


X, 


où  B  est  un  invariant  rationnel  et  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefticienls  de  y,  X  est  le  paramètre  de  l'équation  icosaé- 
drique.  La  propriété  capitale  de  cette  équation  consiste  en  ce  que 

les  soixante  racines  r,  =  —  se  déduisent  d'une  racine  quelconque  au 

moyen  de  substitutions  linéaires,  indépendantes  de  X.  Pour  la  forme 
canonique,  les  racines  sont 


■-•  h 


G,        CO,        [z  +  t*]Z',        (î^-+ 

d'où  l'on  déduit  les  soixante  substitutions 


/ 


i'f„ 


r,    =  —  —, 

Y, 


-z    ^Z~t 
■C  —  Z'[^ 


i^ 


a,  V  =  O,  I,  2,3,  4)- 

Ces  substitutions,  au  moyen  de  transformations  linéaires,  don- 
nent l(;s  substitutions  correspondantes  pour  la  forme  générale.  De 
ce  groupe  de  soixante  substitutions  d'une  variable  unique  /;  on  peut 
déduire  un  groupe  de  soixante  couples   de  substirutions  binaires  à 
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délerniinant  +  i ,  en  lemplai^ant  y;  i^ar  —  et  r!  par  -^  et  en  séparant 

les  numérateurs  et  les  dénominateurs. 

Toute  fonction  des  racines  de  Téqualion  icosaédrique  peut,  au 
moyen  des  formules  (4),  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  racine. 
Ces  substitutions  (4)  forment  le  groupe  de  Galois  pour  l'équation 
icosaédrique.  On  obtient  immédiatement  les  résultats  suivants  au 
moyen  de  la  représentation  conforme  (Schwarz,  Journal  de 
Borchardt,  t.  70)  .  La  sphère  des  •/;  est  décomposée  par  les  plans  de 
symétrie  de  l'icosaèdre  en  cent  vingt  triangles  alternativement  égaux 

et  svmélri(jues  dont  les  anglessont  -•>   -=•>    -•,   les  soixante  triangles 

d'une  espèce,  les  soixante  triangles  de  l'autre  représentent  les  demi- 
plans  positifs  ou  négatifs  desX.  Les  soixante  racines  d'une  équation 
icosaédrique  sont  toujours  représentées  pai-soixante  points  liomolo- 
guesdes  triangles  correspondants  et  les  permutationsdans  le  groupe 
de  Galois  s'obtiennent  par  les  soixante  rotations  qui  ramènent  l'ico- 
saèdre sur  lui-même.  Au  moyen  de  ces  soixante  rotations,  on  peut 
former  des  sous-groupes  de  2,  3,  5,  4i  ^1  "^^  12  substitutions,  dont 
les  trois  premiers  appartiennent  au  type  de  la  division  du  cercle, 
les  trois  suivants  au  type  de  la  double  pyramide,  et  le  dernier  au 
type  du  tétraèdre.  Les  groupes  de  points  qui, pour  ces  sous-groupes, 
restent  invariables  fournissent  des  résolvantes  de  l'équation  de 
l'icosaèdre,  et  les  degrés  de  ces  résolvantes  sont  respectivement 
3o,  20,  12,  1  j,  10,  6,  5. 

On  obtient  une  résolvante  du  sixième  degré  au  moyen  des  six 
couples  de  points  opposés  de  l'icosaèdre.  Soit  'i/(7;,,y32)  =  o  un  tel 
couple  de  points,  dont  le  déterminant  soit  égal  à  -f-  j,  c  ==  ç.'-  sera 
une  fonction  à  six  valeurs,  racin(!  de  l'équation 

-1;  _  I n/:}'  -h  1 44H 3  -+-  5/-  =  o. 

I^e  discriminant  de  cette  équation  est  égal,  sauf  un  facteur  nu- 
niéri(}ue,  à  T'.  Lorsque  l'on  donne,  comme  on  l'a  supposé,  la 
vabur  de  T,  on  connaît  ainsi  la  racine  qualiièuie  du  discriminant^ 
dans  les  autres  cas,  la  racine  carrée  de  ce  discriun'nant  est  con- 
nue rationnellement.  Cette  équation  est  un  easspécialde  l'équation 
du  multiplicateur  de  Jacobi  pour  la  transformation  du  cin(|uièine 
ordre  dans  la  théorie  des  fonctions  cllipti(|ucs,  et  c'est  là  le  point  de 
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tlt'parl  dos  reclicrclies  de  M.  Kroiictker  sur  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  ciuquième  degré. 

La  résolvante  du  eiuquième  degré  correspond,  au  sous-groupe  du 
type  du  tétraèdre.  Pour  un  tel  sous-groupe,  douze  rotations  laissent 
invariables  deux  tétraèdi'es  réguliers  T|  et  Tj  formant  ensemble  les 
arêtes  d'un  euboïde  (  TPilrJel)  W,  puis  un  octaèdre  t  et  l'agrégat 
des  douze  points  correspondants.  INIais  pour  les  fouclions  les  plus 
simples  Cjui  soient  racines  de  la  résolvante  du  cinquième  degré,  on 
doit  évidemment  clioisir  ^(yîi,-/;^)  et  Y^  (>5i  1^2)7  parce  que  ce  ne  sont 
pas  les  fouctions  Ti(y3),y;o)  et  To(y5i,  yjo)  qui  se  reproduisent,  mais 
bien  leurs  cubes.  On  obtient  les  cinq  octaèdres  ^(yj,  ,yjo)  au  moyen 
de  l'équation  du  cinquième  degré 

(6)  «»— io/V-4-45{/--i2T  =  o, 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  résolvante  de  Brioscbi  pour  l'équa- 
tion de  Jacobi  du  sixième  degré  5  quant  à  l'équation  en  W,  elle  est 

( 7 )  W-^  4-  40/MV-  —  79.0/HW  H-  I o/'H-  =  o. 

Des  valeurs  de  t.^  et  de  W.,  on  déduit,  par  le  procédé  suivant,  une 
résolvante  générale  dont  les  racines  j  satisfont  aux  conditions 
S  }  ;=:  o,  Sj  -  =  o  .  Posant 

/  7,=  24/2  — 7//^,  ^t': 

où  À,  a  sont  des  constantes  arbitraires,  on  obtiendra  une  équation 
du  cinquième  degré 

(9)  .)-■'+ 5A;)- -4-5Br  +  C  =  o, 

dont  les  coefiicients  dépendent  seulement  du  paramètre 

H' 

X=i728^. 

En  cboisissantle  i-apport  -  de  l'acon  que  K  =  o,  ce  qui  exige  la  ré- 
solution d'une  équation  du  troisième  degré,  cette  équation  prendra 
la  forme  donnée  par  Jerrard. 


4i4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Pour  étudier  J'équalion  générale  (du  sixième  degré)  du  niullipli- 
caleur  de  Jacobi,  équation  qu'il  introduit  dans  la  seconde  Partie  de 
son  Mémoire,  M.  Klein  part  encore  du  problème  icosaédrique  sous 
la  forme  canonique  : 

Etant  donne  un  icosaèdre  sous  lajorme  canonique,  ainsi  que 
les  valeuT's  numériques  des  installants  simultanés  que  possède  cet 
icosaèdre,  joint  à  une  certaine  forme  quadratique 

q  =  A,./-;H-2AoJri.'-2—  Aa-rj, 

oji   se  propose  de  déterminer  les  coefficients  de  cette  dernière 
forme. 

Le  système  simultané  se  compose  du  discriminant  x\  =  A^H- Ai  Ao 
de  la  forme  quadratique  et  de  trois  formes  B',  C,  D,  entre  les- 
quelles existe  une  relation.  Le  problème,  en  lui-même,  admet 
soixante  solutions,  et,  si  l'on  connaît  une  des  formes  quadra- 
tiques qui  constituent  ces  solutions,  on  obtient  les  cinquante-neuf 
autres  en  appliquant  à  x^^x-,  les  cent  vingt  substitutions  binaires 
ieosaédriques. 

On  n'obtient  ainsi  que  soixante  formes,  parce  qu'à  une  substi- 
tution binaire  en  correspond  une  autre  obtenue  en  cliangcanl  seu- 
lement le  signe  des  variables.  Ce  groupe  de  substitutions  est  encore 
le  groupe  de  Galois  du  nouveau  problème. 

En  regardant  les  coefficients  de  la  forme  quadratique  comme  les 
coordonnées  trimétriques  d'un  point  d'un  plan,  on  obtient  une 
figure  liée  étroitement  à  la  représentation  plane  de  la  surface  dia- 
gonale du  troisième  ordre  de  Clebsch. 

Si  la  forme  quadratique  est  le  carré  d'un  binôme,  en  sorte  (jue 

<7  =  AjT  J  +  aAy.ï'i^;;  —  An-Zo  =  'Jn-t'i  —  fiiX^^, 

le  point  Aol  A|  t  A.,  se  trouve  sur  la  conique  A  =  o,  dont  les  points 
représentent  le  système  de  quantités  y,,  ',/]•}..  La  forme  B  ==  o  repré- 
sente un  système  de  quinze  droites  obtenues  en  joignant  les  six 
points  fondamentaux  qui  répondent  à  la  séparation  de^en  facteurs 
du  second  degré  \  cette  figure  forme  dix  bexagones  de  Brianclion. 
Les  courbes  B'=o,  C  =  o  ne  s'interprètent  pas  aussi  simple- 
ment; mais,  à  l'aide  de  l'équation  A  =  o,  on  peut  les  modilier  de 
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manière  qu'elles  aient  aux  points  fondamentaux  des  points  mul- 
tiples de  l'ordre  le  plus  élevé  possible.  On  obtient  ainsi  deux  ex- 
pressions D  et  Cqui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  courbes  de 
degrés  6  et  lo,  d'espèces  4  t^t  O5  ayant  aux  points  fondamentaux  : 
la  première,  des  points  douJjles  \  la  seconde,  des  couples  de  points 
de  rebroussement  (points  quadruples) . 

L'équation  du  sixième  degré  de  Jacobi  est  définie  par  les  équa- 
tions 

(=  — A)«  — 4A(z  — A)5+ioB(3  — A)3  — C(c  — A)  +  5B^  — AC=o, 
sj z^T=  A(,  -\-  £''Ai  H-  £-''A,  ; 

la  racine  quatrième  de  son  discriminant  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  égal  à  D.  Ainsi,  le  problème  icosaédrique  se  confond 
avec  la  résolution  de  l'équation  de  Jacobi,  en  adjoignant  à  cette 
dernière  la  racine  quatrième  de  son  discriminant. 

Pour  elfectuer  le  calcul,  on  montre  que  les  racines  de  l'équation 
quadratique 

q  =  ki-r  ^  H-  2  Ao-i'i.''i  —  ^2-'*'\  =^  O, 

si  on  les  désigne  par  —>—?  dépendent  des  équations  icosaédrîques 

dont  les  paramètres  X,,  Xo  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
v/T,  B,  C,  D. 

Le  calcul  de  ces  paramètres  s'ellectue  complètement  au  movcn 
d'une  équation  cjuadratique,  et  l'on  obtient  finalement 

i   A„=v;,r„      k,=,  —  r.,-i„ 

I   Ao —  • 

Dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Klein  expose  une 
méthode  nouvelle,  fondée  sur  l'équation  icosaédrique,  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  cinquième  degré  dans  lesquelles  la  somme 
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des  racines  el  celle  de  leurs  carrés  sont  iinlles,  ainsi  (jue  cela  a  lieu 
dans  l'équation  (9),  obtenue  précédenmient  comme  une  résol- 
vante. 

Toute  équation  du  cinquième  degré  peut  être  ramenée  à  c<'tt(; 
forme  au  moven  de  transformations  rationnelles.  L'auteur  emploie 
les  considérations  géométriques  qui  suivent.  Les  cinqracines  j)  01  jn 
")•-•>  JKsi  T"'.  tl  u.nc  équation  du  cinquième  degré,  liées  entre  elles  par 
récpialion  de  condition  2j  1=  o,  sont  regardées  colnnie  les  coor- 
données pentardTicjiies  d'un  point  de  l'espace,  pouvant  prendre  en 
général  cent  vingt  positions  dillérentes  obtenues  parla  ])ermutation 
des  cinq  racines^  les  permutations  reviennent  à  des  eollinéations 
de  l'espace.  Si  maintenant  on  a  aussi  ij-  =  o,les  cent  vingt  points 
sont  situés  sur  une  svnface  ip  du  second  degré;  les  génératrices  de 
cette  surface  sont  transformées  comme  il  suit  parles  cent  vingt  eol- 
linéations :  pour  les  soixante  eollinéations  qui  résultent  de  permu- 
tations paires  des  racines,  chaque  faisceau  se  reproduit 5  pour  les 
soixante  autres  eollinéations,  les  deux  faisceaux  s'écliang<;nt.  Les 
génératrices  d'une  même  espèce  constituent  une  multiplicité  ra- 
tionnelle de  première  dimension,  susceptible  d'être  représentée  au 
moyen  d'un  paramètre  \.  Une  collinéation  qui  ramène  sur  lui- 
même  u»iaisceau  de  génératrices  revient  <à  une  transformation  li- 
néaire de  \.  Il  suit  de  là,  d'après  un  théorème  général,  que  les 
soixante  valeurs  de  \  relatives  aux  soixante  génératrices  d'un  même 
ensemble  dépendent  d'une  équation  icosaédrique.  Les  paramètres 
des  génératrices  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  j.  Ces  paramètres  sont  choisis  de  façon 
que  l'équation  icosaédrique  se  présente  sous  forme  canonique;  cela 
étant  fait,  on  a  les  racines  7  en  fonction  rationnelle  des  racines 
de  cette  équation,  ou  en  fonction  rationnelle  d'une  seule  de  ces 
racines. 

La  forme  canonique  du  paramètre  se  déduit  de  l'étude  des 
groupes  particuliers  de  générati-ices  ch;  chaque  faisceau,  de  ces 
groupes  fpii,  au  lieu  de  soixante,  comprennent  douze,  vingt  et 
trente  droites.  On  parvient  ainsi  <à  former  l'équation  icosaédrique 
au  moyen  des  eoeflicients  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans 
les  formules  finales  pour  les  racines  y  entre  la  racine  carrée  du 
discriminant  de  l'équation  du  cinquième  degré,  et  ainsi  cette  ra- 
cine carrée,  qui  n'a  aucune  inilueuce  sur  le  nombre  des  substitutions 
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du  groupe  de  Galoîs,  est  nécessaire  pour  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré. 

Tlelativemcnt  à  la  résolution  d'une  équation  icosaédrique,  il 
convient  encore  dédire  qu'elle  peut  s'obtenir,  ainsi  qu'on  Icnnontn; 
dans  les  §§  7-9  de  la  première  Section,  au  uioycn  d'une  série  hy- 
pergéométrique,  par  le  quotient  de  deux  solutions  particulières  de 
l'équation  différentielle  liypergéométrique. 

II.  Dans  le  travail  de  M.  Gordan,  la  relation  entre  l'équation 
icosaédrique  et  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  où 
l'on  suppose  nulles  les  sommes  des  racines  et  des  carrés  des  racines 
est  établie  de  telle  façon,  que  les  expressions  qui  entrent  dans  les 
formules  se  présentent  comme  les  covariants  d'une  certaine  forme 
doublement  binaire,  dont  l'auteur  cherche  d'abord  à  constituer  le 
système  complet. 

Représentons  par  70  l'icosaèdre 

par  ^  ,  sa  forme  hessienne,  par  73  le  déterminant  fonctionnel 
dejo  ^'t  dej^i  5  71,  7  25J)  3  forment  le  système  complet  relativement 
aux  cent  vingt  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire  à  toutes  les  fonc- 
tions entières  qui  ne  changent  point  par  les  substitutions  icosaé- 
driques. 

Si  maintenant  on  considère  une  forme  avec  deux  séries  de  va- 
riables j"<  ,j^"2  et  a',,  Xo,et  qu'on  applique  aux  j  une  de  ces  substi- 
tutions et  aux  X  la  substitution  obtenue  en  changeant  la  racine 
cinquième  de  l'unité  e  en  e-,  on  peut  se  demander  quelles  sont 
celles  de  ces  formes  qui  se  reproduisent  par  cette  transformation 
simultanée  et  chercher  à  constituer  le  sj  stème  complet  au  moyen 
duquel  pourront  être  composées  toutes  les  formes  jouissant  de  cette 
propriété. 

On  obtient,  comme  forme  de  jnoindre  degré  en  x  et  t!n  7  , 

(12)  f'=y\-r]x,-+-r]y^.r\  -\-  rxj\  ■>]  —r^Jr^xl. 

On  se  propose  ensuite  de  trouver  les  covariants  de  y,  en  suppo- 
sant qu'on  fasse  subir  aux  variables  x  et  j  des  transformations 
linéaires  indépendantes  l'une  de  l'autre.  En  employant  le  procédé 

Bull,  (/es  Scie/ic^x  riiathéni.,   T'  Série,  l.  III.  (Octobre  iS-r).j  29 
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roiimi  sous  lo  nom  de  I  rbcrsi-Jnclyun^,  on   pose  syinboliquemenl 

F  =  fl^  a;      et      '1-  =  h':^  'p'[ , 
( F,  '!> ]-,.^  =  [ab )"'■  ((''-'■  b"}-'-  ;  «3  ■'■  c/.'--'  'i>"-f-. 

On  obtient  trente-six  formes,  dont  toutes  les  autres  sont  des  fonc- 
tions entières  ;  ces  trente-six  formes  s'expriment  rationnellement  au 
moyen  de  cinq  d'entre  elles. 

Pour  l'équation  du  cinquième  degré,  il  v  a  Hl'U,  ainsi  qu'on  l'a 
vu  précédemment,  de  considérer  les  sous-groupes  du  type  du  té- 
traèdre. Pour  les  sous-groupes,  trois  formes  Ibndamentales,  que 
nous  désignerons  par  ^,,^^2,  .^3,  et  qui  sont  du  sixième,  du  huitième 
et  du  douzième  degré,  restent  invariables.  On  peut  maintenant  cher- 
cher le  système  complet  des  formes  avec  deux  séries  de  variables 
qui  se  reproduisent  ([uand  on  fait  subir  à  y  et  à  x  deux  de  ces  trans- 
formations, dont  la  seconde  se  déduira  de  la  première  par  le  chan- 
gement de  e  en  £-  -,  la  forme  la  })lus  simple  à  laquelle  on  parvienne 
est  la  forme  bilinéaire 

(  1  3  )  Z=  —  J'i  { -^1  -i-  -'i  '  -r-  .'•■2  (  "^1  —  •'^s  )  • 

En  appliquant  le  même  procédé  que  précédemment  (  Leherscl/ie- 
J)ung)  aux  formes  ^,,  §■>•,  gs-,  X,  ou  obtient  un  système  d(;  vingt 
Ibrmes  5  h;s  formes  icosaédriques  peuvent  être  composées  avec  elles; 
elles  s'expriment  toutes  rationnellement  au  moyen  de  cinc]  d'eMtr(* 
elles  .  On  a  en  particulier  l'équation 

(  1 4  )  /.  ■  ^  5//.'  -  5  YA  —  ^^o, 

dans  lacpiclle  1rs  Ibi-mcs  icosaédiicjues  o  et  'l  sont  dé'linies  par  h'S 
('(pialions 

(i5;  ?  =  §f//;i.i    -^ --jaL/^?  1.1- 

En  regardant  /  «-onime  inconnue,/,  a>.  ^  comme  données,  et  en  ap- 
pliquant à  X  et  à  r  les  cent  vinj^t  subsiilulions,  on  obtient  les  cinq 
racines  de  Técpiation  (ij) 

(16)  y.,-—  —  î'.t'iJi  -i-  î-'-riV,  —  :   '.'ojl  —  ^•'■'■^Jî- 

Mais  le  produil  des  (lidi'Triiccs  <lc  ci^s /,.  (-gnl   ;i   l.i    racine  e.uiéc  (hi 
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discriminant  de  l'équation,  est  une  l'orme  A  (jue  l'on  peut  eonstrniri' 
avec  les  formes  du  systèuie  icosaédrique. 

Regardant  cette  racine  carrée  comme  donnée,  on  peut  déduire 
des  relations  du   s\stèine  icosaédrique  une   forme   C    à  l'aide   de 

laquelle  on  peut  déterminer  le  rapport-^  par  une  équation  icosaé- 

J  1 

drique,  puis  trouver  /^  sous  forme  rationnelle. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  IM.  Gordan  reprend  la  question  avec 
la  forme  de  Jerrard  et  établit  la  connexion  de  sa  solution  avec  celle 
de  iM.  Hermite. 

JII.  Dans  le  troisièjue  IMémoire,  M.  Klein  établit  cette  connexion 
d'une  manière  nouvelle.  Le  point  de  départ  de  ses  recliei"clies  est 
dans  une  certaine  représentation  géométrique  delà  dépendance  du 

rapport  des  périodes  o)  =  —  de  l'intégrale  elliptique  /  —- ^  et  l'inva- 
riant absolu  —de  la   l'orme   binaire  biquadratique  /  (.r  ).  Si  c(;t 

invariant  parcourt  un  demi-plan  positif  (on  négatif),  0;  se  meut  sur 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  formés  par  des   arcs  d(;  ci'rcle.   Aux 

souimets  de  ce  triangle,  dont  les  angles  sont:^,  -?  o,  correspondent 

les  valeurs  de  J,  savoir  o,  i ,  oc  .  Le  plan  des  r>),  d'après  le  principe  de 
symétrie,  est  entièrement  recouvert  de  tels  triangles,  ainsi  que 
\L  Dedekind  l'a  montré  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  modu- 
laires. Ces  ligures  triangulaires  jouent  le  même  rôle  dans  la  théorie 
de  la  transformation  que  les  parallélogrammes  dans  celle  des  fonc- 
tions doublement  péiiodiques.  Soit  J'  l'invariant  d'une  intégrale 
elliptique  se  déduisant  de  la  précédente  par  une  transformation 
du  /z"""""  ordre,  n  étant  un  nombre  premier.  J'  et  J  sont  liés  entre 
eux  par  une  équation  du  (/z -|- i)'^"""  degré  ;  la  considération  du 
triangle  permetd'étudier  le  système  de  ramification  (/^e/c:^ve/.»7f«ij'^j 
de  J',  regardé  comme  fonction  de  J.  L'espèce />?  de  la  surface  de 
Riemann  à  employer  est  nulle  pour  n  =.  2,  3,  5,  7,  i3,  et  l'on  peut 
ainsi  exprimer  Jet  J'en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t.  Ces 
fonctions  raticmnelles  se  déterminent  complètement  par  la  multi- 
plicité de  certains  fadeurs,  en  sorte  cpi'il  y  a  là  une  méthode  nou- 
velle pour  l'étude  des  équations  de  ti^ansformation.  Pour  11  =  ,">, 
y,   i3,  on  a  les  équations  qui  suivent,  équations  où  l'on  suppose  J 

9(). 
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et  J' exprimés  de  la  même  façon  au  moyen  de  t  et  de  t',  et  où  1  on  a 
donné  les  relations  entre  t  et  :'  : 

Transformation  du  cinquième  ordre, 


j  :  j  —  I  :  I  —  (  T-  —  1  o  T  -f-  5  z' 

:  (t-  —  9,?.T  M-  liS)  (r^  —  4"  ~~  '  )^  •  —  l'j'iSz, 
rr' =fi5; 
Transformation  du  septième  ordre, 

.]:.T-  I  :  i=(t5+i3t  +  49;;;t2  +  5t  +  i  ' 

:  ( T*  +  i4 -■'  +  f)3 T-  +  70 r  —  7 )-  :  17 2<s T , 

Transformation  du  treizième  ordre, 

J  :  J  —  I  :  1 

:  (--  H-  Gt  -4-  l3)  (t''+  IOt'--}-  ^Gt'  -\-  I08t^-I-  I2?.t'+  38t  —  I  j^ 

:  17287, 

Tr'=i3. 

La  variable  t  est  nne  fonction  de  q  =  e"'"  qui,  dans  les  cas  con- 
sidérés, est  égale  à 

125M-,     49M-,      i3M, 
où 


M  :^  A  r/'"  Il  \i-rj 


^ï 


M.  Klein  av.  pose  ensuite  la  question  suivante  :  Quelle  est  la 
relation  de  l'équation  de  .Tacohi  du  sixième;  ordre  et  de  l'équation 
icosaédrique  avec  l'équalion  de  transformation  ainsi  obtenue  pour 
//  =  5? 

Le  passage  de  l'équation  de  Jaeobi  du  sixième  degré,  dans  le  cas 
où  A  =  o,  se  fait  immédiatement  en  posant  r  =  z^  dans  l'équation 
obtenue  pour  n  ^=  V  (Mitre  J  el  r  et  en  prenant  les  racines  cubiques 
des  denv  membr«îs. 
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On  obtient  ainsi 

■y/A 

l'-quation  qui  a  été  utilisée  par  M.  Kronecker  dans  sa  résolution  de 
l'équation  du  cinquième  degré,  qui,  toutefois,  se  présente  dans  son 
travail  sous  une  forme  plus  compliquée,  parce  qu'il  considère  le 
module  A-  au  lieu  des  invariants  rationnels  g^  et  ù^. 

Pour  l'équation  icosaédrique,  elle  s'obtient  en  formant  la  résol- 
>  ante  de  Galois  de  l'équation  qui  relie  J  et  J'  (  pour  //  =  5  ),  et  c'est 
de  plus  la  forme  la  plus  simple  de  cette  résolvante.  Sa  racine, 
regardée  comme  fonction  de  J,  se  ramifie  de  façon  que,  des  soixant»^ 
feuillets  de  la  surface  de  Riemann  il  y  en  ait  trois,  quatre  et^cinq 
<|ui,  respectivement,  se  réunissent  pour  J=  i,  2,  00  . 

Par  suite,  p  est  encore  nul,  et  l'on  peut  obtenir  la  résolvante  de 
Galois  sous  sa  forme  la  plus  simple  en  introduisant  comme  incon- 
nue la  fonction  y},  qui,  sur  la  surface  de  Riemann,  ne  prend  qu'une 
fois  cliaque  valeur,  et  l'on  trouve  l'équation  icosaédrique 


La  relation  entre  rj  et  w  se  représente  géométriquement  de  la  façon 
suivante:  y;  se  meut  sur  un  des  cent  vingt  triangles  aux  angles  ^■. 

-5  '■=  que  les  plans  de  symétrie   de  l'icosaèdre  découpent   sur  la 

sphère  lorsque  w  se  meut  sur  un  des  triangles  dont  nous  avons  pré- 
«édeniment  explicjué  la  formation.  Analytiquement  cette  relation 
s'obtient  au  moyen  de  la  formule  connue 

r,i  -^  I  -4-  r/-  —  y''—  r/'^ —  q^^ —  ^28  _(_  _     _ 


La  signification  de  l'équation  icosaédrique  dans  la  transformation 
du  cinquième  degré  se  trouve  ainsi  complètement  établie^  finale- 
ment M.  Klein  déduit  de  la  théorie  de  l'icosaèdre  les  formules  uti- 
lisées par  MM.  Hermite  et  Brioschi  pour  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré.  Il  reste  à  prouver  que  pour  les  irrationnelles 
icosaédriques  existent  des  équations  modulaires.  Or,  si   J  et  J'  sont 
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liés  par  une  Iraiislormatioii  du  z/"'"'-'  ordre,  /i  étanl  un  uundjre  pri - 
luier  différent  de  f^  il  y  a  aussi  entre  les  irrationnelles  icosaé- 
driqucs  correspondantes  /;,  r/ une  équation  du  i n -h  ij"""'"  degré.  En 
prenant  /i  =  2,  on  tombe  sur  une  équation  du  troisième  degré  qui 
fournit  le  moyen  de  passer  de  l'icosaèdre  à  la  forme  de  Jerrard  ei 
résout  ainsi  la  question  posée. 


HATTENDORFF  (K.).  —  Algebrvischk  Analysis.  Hannover,  1877.  —  lii-S", 
■298  pages. 

M.  Hattendorii'  se  plaint  dans  sa  Préi'ace  du  dédain  que  professent 
pour  les  métliodes  purement  algébriques  les  étudiants  en  Mathéma- 
tiques, qui,  à  peine  sorlis  du  (jymnase,  veulent,  sans  avoir  reeu 
la  préparation  sulîlsante,  aborder  de  suite  le  Calcul  infinitésimal. 
Son  Livre  est  destiné  à  leur  faciliter  cette  préparation. 

Il  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  la  première  est  consacrée  aux 
nombres  réels,  la  seconde  aux  nombres  complexes. 

Après  avoir  introduit  la  notion  de  limite,  M.  Hattendorii"  aj)- 
plique  cette  notion  à  la  détermination  de  la  mesure  du  cercle, 
regardé  comme  limite  de  polygones  réguliers  inscrits  ou  circon- 
scrits dont  le  nombre  de  cotés  augmente  indéfiniment,   à  la  déOni- 

sin.T^ 
tion  du  nombre  tt,  à  la  reclierche  de  la  valeur  limite  de  ijour 

.V 

,r  =  o  ,  à  la  définition  du  nombre  <?,  obtenu  sans  l'intermédiaire  de 
la  série,  comme  la  limite  de     i  -t-  —  )    >  pour  ///  infini. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  séries  tant  à  termes  positifs  qu  à 
termes  ])Ositifs  ou  négatifs  ;  la  règle  de  convei"g(;nce  de  Gauss,  dans 
toute  sa  généralité,  aurait  pu  être  donnée  dans  ce  Chapitre.  Puis  il 
introduit  les  séries  doublement  infinies,  dont  on  devrait,  aussi  bien, 
dire  quelques  mots  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales-,  le 
théorème  sur  la  multiplication  d<\s  séries  trouve  là  sa  place  natu- 
relle. 

Vient  ensuit!,'  la  définition  des  fonctions  conlinueset  uniformes: 
les  fonctions  entières,  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  (b;  la  variable,  tant  (pi'elles  sont  convergentes,  soni 
ronlinues. 
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Ces  préliminaires  établis,  ou  passe  à  l'étude  des  louctious  simples 
(i+x)'",  rt'',  log.r,  siuj",  cosx,  arcsina',  arccos^x',  arctangx  et 
des  séries  qui  les  représenleut. 

Telles  sont  les  matières  eontcnues  dans  la  première  Partie. 

L'introduction  des  nombres  couiplexes  exige  desdélinitions  nou- 
velles pour  les  opérations  élémentaires,  pour  la  fonction  expo- 
nentielle et  la  fonction  logarithmique,  les  fonctions  circulaires^  la 
l'onction  exponentielle,  dont  la  détinilion  est  le  point  de  départ  de 
toutes  les  autres  définitions,  est  regardée  comme  la  limite,  pour  711 
infini,  de 


11  est  ensuite  nécessaire  d'étendre  aux  nombres  complexes  la 
notion  des  séries  infinies,  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
fonction  d'une  cjuantité  complexe  et  par  la  continuité  d'une  telle 
fouction,  d'étendre  enfin  les  notions  ainsi  acquises  aux  fonctions 
et  aux  séries  simples  déjà  étudiées  5  enfin,  tout  en  restant  dans  le 
domaine  de  l'Algèbre,  il  convient  d'introduire  la  notion  de  dérivée; 
et  de  montrer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  cette  science  5  les 
propositions  fondamentales  sur  la  possibilité  de  développer  en 
série  une  fonction  continue  et  uniforme  et  sur  la  forme  de  ce  dé- 
veloppement trouvent  là  leur  place. 

M.  Hattendoriï  passe  ensuite  à  l'étude  des  produits  infinis 5  sina; 
et  cosx  sont  mis  sous  cette  forme.  (Quelques  mots  sont  même 
consacrés  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  la  transfor- 
mation, par  une  méthode  due  à  Cauchy,  des  produits  qui  ligurent 
au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ces  fonctions  en  séries  in- 
iinies. 

Après  la  décomposition  en  facteurs,  vient  nalurellement  lu 
décomposition  en  fractions  simples.  C'est  dans  ce  Chapitre  que 
sont  placés  le  théorème  sur  la  variation  du  logaiithme  d'une  fonc- 
tion dont  la  variable  indépendante  ou  plutôt  le  point  qui  la  figure 
décrit  un  contour  simple,  et  le  théorème  fondamental  sur  la  décom- 
position en  facteurs  d'une  fonction  entière,  qui  peut  en  être  regardé 
comme  une  conséquence^  on  peut  ensuite  aborder  la  décomj)osi- 
lion  des  fractions  rationiudles,  et,  plus  généralement,  du  cpiotient 
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de  deux  produits  iniinis^  l'application  à  la  fonction  tangx  est  tout 
indiquée. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fractions  continues. 


MELANGES. 

SUR  LES  SYSTÈMES  DESMIQUES  DE  TROIS  TÉTRAÈDRES  ; 
Par  m.  CVPARISSOS  STEPHAINOS. 

Les  systèmes  de  trois  tétraèdres  formant  trois  surfaces  d'un  fais- 
ceau du  quatrième  ordre,  systèmes  qu'on  peut  appeler  dcsmiqiies 
(de  Ssap.-/),  faisceau),  jouent  dans  la  Géométrie  de  l'espace  le  même 
rôle  que  les  systèmes  de  quatre  triangles  appartenant  à  un  même 
faisceau  de  cubiques  dans  la  Géométrie  du  plan. 

Cependant,  tandis  que  ces  derniers  systèmes  ont  été  l'objet  .des 
recherclies  de  plusieurs  géomètres  et  que  leurs  propriétés  sont 
maintenant  bien  connues,  l'existence  des  systèmes  desmiques  de 
trois  tétraèdres  à  peine,  autant  que  nous  savons,  a  été  entrevue. 

Dans  le  présent  travail,  nous  avons  tenté  d'exposer  quelques- 
unes  des  propriétés  les  plus  remarquables  d'un  système  desmique 
de  trois  tétraèdres,  en  nous  réservant  de  compléter  cette  étude, 
dans  une  certaine  mesure,  une  autre  fois,  à  l'aide  de  considérations 
différentes. 

PuEMlkllES  l'ROI'TlIÉïl^S  n'upj  SYSTÈME  OESMIQVE  DE  TROIS  TÉTRAi;DRES. 

1.  On  remarque  sur  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  des- 
mique douze  sommets  E,  douze  faces  F  et  dix-huit  arêtes  G  (  '  ). 


(•)  Il  convient  de  not(M'  ici  (nic  la  rccliorclie  que  nous  allons  entreprendre  se  rap- 
porte à  des  tétraèdres  n'ofl'rant  aucune  pai'ticiilarilé  projective  dans  la  disposition  de 
leurs  (aces. 

Nous  n'examinerons  donc  pas  ici  les  faisceaux  i>onctuels  de  cùnes  concentri(iues  du 
<|uatriènie  ordre  comprenant  trois  cônes  formés  de  quatre  plans.  Nous  remarquerons 
seulement  rpi'on  arrive  à  des  faisceaux  de  ce  [jenre  en  projetant  d'un  point  de  l'espace 
la  section  plant;  d'un  faisceau  comprenant  trois  tétraèdres  proprement  dits. 


MÉLANGES.  4-26 

Nous  dirons  qu'un  point  E  et  un  plan  F  sont  opposés  lorsqu'ils 
forment  deux  éléments  opposés  d'un  des  tétraèdres  A,  B,  C-,  nous 
appellerons  de  même  deux  droites  (j  opposées  lorsqu'elles  forment 
deux  arêtes  opposées  d'un  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Nous  emploierons  aussi  quelquefois,  pour  abréger,  les  expres- 
sions un  couple  de  droites  G,  un  couj)le  d'arêtes  d'un  tétraèdre, 
au  lieu  de  ces  autres  un  couple  de  droites  G  opposées,  un  couple 
d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre. 

2.  Les  seize  droites  L  formant  l'intersection  commune  des 
trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  desmique  sont  distribuées 
par  quatre  sur  les  douze  plans  F.  Par  chacune  de  ces  droites  L 
passent  .trois  plans  F  appartenant  respectivement  aux  tétraèdres 
A,  B,  C. 

Par  le  point  d' intersection  e  de  deux  droites  L  situées  dans  un 
plan  F  passent  toujours  deux  autres  droites  L.  Ces  quatre 
droites  L  prises  deux  ci  deux  déterminent  six  plans  F,  groupés 
en  trois  paires  ;  les  plans  de  ces  paires  appartiennent  respective- 
nients  aux  tétraèdres  A,  B,  C  et  se  coupent  suivant  trois  droites  G 
passant  par  e. 

Toute  droite  L  est  rencontrée  par  neuf  autres  droites  L,  situées 

par  trois  sur  les  trois  plans  F  passant  par  la  première  et  convergeant 

aussi  par  trois  vers  trois  points  e  situés  sur  la  première. 

r       7      •    •  r  j  16.3 

Les  droites  LiSe  rencontrent  donc  (ptalre  par  quatre,  en — -. —  =  i  2 

4 

points  e. 

T  9. ,  3 

3.  Sur  toute  droite  (i  se  trouvent  — -^  =  2  points  e.  Les  huit 

droites  L  passant  par  ces  deux  points  sont  situées  par  quatre  sur 
les  deux  plans  F  dont  l'intersection  est  formée  par  la  droite  G 
considérée. 

Par  ces  mêmes  points  passent  deux  à  deux  les  faces  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  auxquels  n'appartient  pas  la  droite  G  considérée, 
de  manière  que  les  arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  passent  par  l'un  de 
ces  points  sont  opposées  à  celles  qui  passent  par  l'autre. 

Pour  que  deux  tétraèdres  déterminent  un  faisceau  du  qua- 
trième ordre  comprenant  un  troisième  tétraèdre,  il  faut  donc  que 
chacune  des  arêtes  de  l'un  rencontre  deux  arêtes  opposées  de  l'autre, 
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ou  bien  il  faut  ifue  clicufiie  couple  d' arêtes  opposées  de  l'un  s dp- 
puie  sur  un  couple  d'arêtes  opposées  de  l'autre. 

On  peut  dire  de  deux  tétraèdres  ollVant  entre  eux  cette  dernière 
disposition  qu'/A"  s' apjyuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

4.  Considérons  maintenant  un  point  e[e^)  et  les  trois  droites  (j 
appartenant  respectivement  aux  tétraèdres  A,  B,  C  et  passant  pa»- 
ce  point.  Sur  chacune  de  ces  trois  droites  se  trou\c  un  nouveau 
point  e  par  lequel  passent  les  droites  G  opposées  aux  deux  autres  : 
ces  trois  points  e|,  e^,  e^  forment  donc  un  triangle  dont  les  trois 
côtés  Ca^s,  636,,  Cl  ^2  coïncident  respectivement  avec  les  droites  G 
opposées  aux  trois  droites  eoP),  Po<?2  5  ^0^3-  Les  quatre  points  e©,  e,, 
eo,  es  forment  ainsi  les  sommets  d'un  nouveau  tétraèdre,  dont  les 
trois  couples  d'arêtes  opposées  appartiennent  respectivement  aux 
tétraèdres  A,  H,  C. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  nouveaux  tétraèdres  a.,  Z»,  c,  ayant 
pour  sommets  les  douze  points  e. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  deux  quelconques  des 
tétraèdres  d'un  système  desmique  s'appuient  entre  eux  par  leurs 
arêtes.  jNous  découvrons  maintenant  de  plus  que  les  couples  d'arêtes 
de  deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  appuyés  sur  un  même  couple 
d'arêtes  du  troisième  s'appuient  aussi  entre  eux  de  façon  à  formel- 
avec  ce  troisième  couple  les  six  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre. 

Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même  fais- 
ceau du  (juatrieme  ordre,  il  faut  donc  que  de  leurs  arêtes  se  compo- 
sent trois  nouveaux  tétraèdres  rt,  />,  c,  ayant  avec  cliacuji  des 
premiers  un  couple  commun  d'arêtes. 

o.  Par  chacune  des  quatre  droites  L  situées  sur  une  face  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  passe  une  face  de  chacun  des  deux  autres 
tétraèdres.  Deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  sont  donc  situés 
en  homologie  l^ou  enpersjieclive)  de  quatre  manières  différentes  ; 
les  quatre  faces  du  troisième  tétraèdre  sont  les  hases  de  ces  hoiiui- 
logies  {  '  ) . 


C)  La  seule  mention  qiio  nous  connaissions  de  deux  tétraèdres  situés  en  perspec- 
tive de  quatre  niiiuiéres  difTerentcs  se  trouve  dans  le  Rloinoire  de  Cremona  :  Teorrini 
stereof/irlrici  r/tri  quati  si  dediicono  le  proprictn  dclV  esngraninio  di  Pascal,  n"  .31 
(B.    Accnil.  ilci  l.'nuri.  Mrin .  dclla  ila^sc  di  Scirnzr  fi^,.  iikiIciii.  c  luitut.,   1^77}- 
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liÉciPuoQLEMEAT  :  Lorstjiie  deux  tétraèdres  sont  situés  en  lioino- 
logie  de  quatre  manières  dij^érentes,  le  tétraèdre  formé  par  les 
quatre  bases  d'homologie  appartient  au  faisceau  déterminé  par 
les  deux  premiers.  En  cfTet,  les  seize  droites  suivant  lesquelles  les 
quatre  bases  d'homologie  coupent  les  faces  de  l'un  de  ces  tétraèdres 
coïncident  avec  les  droites  suivant  lesquelles  les  mêmes  bases  cou- 
pent les  faces  de  l'autre. 

6.  Tâchons  maintenant  de  préciser  la  nature  des  quatre  liomo- 
logies  suivant  lesquelles  on  peut  faire  correspondre  entre  eux  deux 
tétraèdres  d'un  système  des  inique. 

Dans  toute  correspondance  homologique  entre  deux  espaces, 
deux  droites  homologues,  si  elles  ne  se  confondent  pas,  se  rencon- 
trent en  un  point  coïncidant  avec  son  homologue,  situé  dans  la 
base  d'homologie,  et  déterminent  un  plan  coïncidant  aussi  avec 
son  homologue,  passant  par  le  centre  d'homologie.  Une  droite  ne 
peut  être  sa  propre  homologue  que  si  elle  appartient  à  la  base 
d'homologie  ou  si  elle  passe  par  le  centre  d'homologie.  On  sait  de 
plus  que  pour  qu'une  homologie  soit  involutive  il  suffit  que  deux 
éléments  distincts  de  l'espace  se  permutent  entre  eux  par  elle. 

Conformément  à  cela,  dans  toute  correspondance  homologique 
entre  deux  tétraèdres  A  et  B  d'un  système  desmique,  à  tout  couple 
d'arêtes  de  A  correspond  celui  des  couples  d'arêtes  de  B  sur  leqviel 
il  s'appuie.  Le  tétraèdre  a  déterminé  par  deux  couples  homologues 
a  de  plus  deux  arêtes  appartenant  au  troisième  tétraèdre  C  du  sys- 
tème et  coïncidant  avec  leurs  homologues.  En  eifet,  l'une  de  ces 
deux  arêtes  est  située  sur  la  base  d'homologie  et  joint  deux  sommets 
de  a  correspondant  à  eux-mêmes,  tandis  que  l'autre  passe  par  le 
centre  d'homologie  et  forme  l'intersection  de  deux  faces  de  a  cor- 
respondant à  elles-mêmes. 

Le  tétraèdres  se  transforme  donc  en  lui-même,  de  sorte  que  ses 
deux  autres  sommets  situés  sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'homo- 
logie se  permutent  entre  eux  et  que  ses  deux  autres  faces  passant 
par  l'arête  appartenant  à  la  base  d'homologie  se  permutent  aussi 
(uitre  elles. 

JNous  reconnaissons  ainsi  que  : 

Les  quatre  correspondances  Iwmologiques  de  deux  des  té- 
traèdres A,  B,  C  d'un  sjsfème  desmique  doivent  être  involuli^'cs. 
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7.  Nous  venons  de  voir  comment  dans  toute  correspondance  lio- 
niologique  entre  les  tétraèdres  A  et  B,  aussitôt  qu'une  arête  de  C 
est  située  sur  la  base  d'iiomologie,  l'arête  opposée  passe  par  le 
centre  d'homologie.  On  en  déduit  que  : 

Dans  toute  correspondance  liomologique  de  deux  des  té- 
traèdres d'un  système  desnn(/ue,  ayant  pour  base  une  face  F  du 
troisième  tétraèdre,  le  centre  d'iiomologie  coïncide  auec  le  soni- 
met  E  opposé  à  cette  face. 

De  ce  fait  il  s'ensuit  que  : 

Les  points  E  opposés  aux  trois  plans  Y  passant  par  une  droiteh 
sont  situés  sur  une  même  droite  A. 

Ces  droites  A  sont  donc  au  nombre  de  seize  et  convergent  par 
quatre  aux  quatre  sommets  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C.  Par 
conséquent  : 

Les  sommets  de  trois  tétraèdres  appartenant  à  un  même  fais- 
ceau ponctuel  du  quatrième  ordre  forment  trois  enveloppes  de 
la  quatrième  classe  appartenaiit  à  un  même  faisceau  tangentiel. 

8.  A  ce  même  fait  se  rattachent  les  particularités  suivantes  : 

Deux  sommets  quelconques  d'un  1  Deux  faces  quelconques  d'un  des 
des  tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparés   |   tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparées  har- 

moniquement  j)ar  les  arêtes  opposées 
des  deux  autres  tétraèdres  sur  les- 
quelles s'appuie  la  droite  d'intersec- 
tion G  (le  ces  deux  plans. 

Deux  quelconques  des  trois  plans  F 
passant  \>av  une  droite  L  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième plan  F  et  le  point  E  opposé  à 
ce  plan. 


harmoniquement  par  les  arêtes  op- 
posées des  deux  autres  tétraèdres  sur 
lesquelles  s'appuie  la  droite  G  joi- 
gnant ces  deux  sommets. 

Deux  quelconques  des  trois  ])oints 
M  situés  sur  luie  droite  A  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième point  E  et  le  plan  F  opposé  à 
ce  point. 


téti\aî;dres  ArrcvÉs  EKxnE  eux   pau   levrs  arêites. 


9.   Nous  avons  supposé  jusqu'tà  présent  qu'il  était  possible  de  con- 
struire trois  tétraèdres  appartenant  à  un  même  faisceau;  nous  avons 
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été  conduit  ainsi  à  un  certain  nombre  de  propriétés  de  ces  tétraèdres 
et  reconnu  entre  autres  (n°  3)  que  deux  quelconques  de  ces 
tétraèdres  doivent  s'appuyer  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

Il  convient  donc  d'examiner  ici  les  propriétés  de  deux  tétraèdres 
A  et  B  appuyés  entre  eux  par  leurs  arêtes.  Cette  étude  nous  con- 
duira ensuite  au  résultat  important  que  deux  tétraèdres  offrant 
cette  disposition  appartiennent  toujours  à  un  système  desmique  de 
trois  tétraèdres. 

10.  jNous  allons  d'abord  montrer  comment,  étant  donnés  le 
tétraèdre  A  et  un  sommet  Bo  de  B,  on  peut  construire  ce  second 
tétraèdre  d'une  manière  unique. 

Le  tétraèdre  B  aura  pour  arêtes  passant  par  Bq  trois  droites  H,, 
Bo,  B3  appuyées  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  op- 
posées de  A.  Les  plans  Bo  B3,  B3  B, ,  B,  Bo  en  seront  ainsi  des  faces. 

Considérons  la  section  du  tétraèdre  A  par  un  de  ces  plans,  Bo  B3 
par  exemple  :  les  traces  des  quatre  faces  de  A  sur  ce  plan  déter- 
minent un  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  sommets 
opposés  sont  formés  par  les  traces  des  arêtes  opposées  de  A.  Des 
trois  diagonales  de  ce  quadrilatère,  deux  passent  par  Bq  et  coïnci- 
dent avec  les  droites  Bo  et  B3,  tandis  que  la  troisième  B',  s'appuie 
sur  les  deux  arêtes  opposées  de  A  que  Bi  rencontre.  Il  convient  de 
remarquer  ici  que  B',  coupe  les  droites  Bo  et  B3  en  des  points  déter- 
minés simplement  par  les  points  où  chacune  de  ces  droites  ren- 
contre les  arêtes  de  A;  ainsi,  par  exemple,  le  point  (B3B',)  est  le 
conjugué  harmonique  du  point  Bq  par  rapport  aux  deux  points  de 
rencontre  de  la  droite  B3  avec  deux  arêtes  opposées  de  A. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  droites  B', ,  B',,  B',,  situées  respective- 
ment dans  les  plans  B0B3,  B3B,,  B,  Bo  et  appartenant  de  plus  à  un 
même  plan.  En  eiî'et,  ces  droites  se  rencontrent  deux  à  deux  sui- 
vant trois  points  distincts  (B'^  B3),  (B'gB',  ),  (B'i  B'J  situés  respec- 
tivement sur  les  droites  Bi,  Bo,B3  et  coïncidant  avec  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  Bo  par  rapport  aux  couples 
d'arêtes  de  A  que  ces  droites  rencontrent. 

Les  droites  B',,  B',,  B'3,  appuyées  respectivement  sur  des  arêtes 
de  A  rencontrées  par  B,,  Bo,  B.t,  forment  avec  ces  dernières  droites 
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les  six  arêtes  du  télraèdrc  B.  Ce  tétraèdre  est  ainsi  déterminé  d'uiu; 
manière  unique. 

ii.  Comme  la  disposition  mutuelle  des  deux  tétraèdres  A  et  B  a 
été  définie  avi  moyen  de  droites  (leurs  arèt(;s),  qu'on  peut  consi- 
dérer soit  comme  séries  de  points,  soit  comme  axes  de  faisceaux  de 
plans,  il  s'ensuit  qu'à  toute  propriété  relative  à  des  sommets,  des 
arêtes  et  des  faces  des  deux  tétraèdres,  correspond,  suivant  le  prin- 
cipe de  dualité,  une  autre  propriété  relative  à  des  faces,  des  arêtes 
et  des  sommets  de  ces  mômes  tétraèdres. 

Ainsi,  étant  donné  le  tétraèdre  A,  nous  pouvons  procéder  h  la 
construction  du  tétraèdre  B,  en  partant,  non  plus  d'un  de  ses  som- 
mets, mais  d'une  de  ses  faces,  car  nous  pouvons  d'abord  construire 
les  trois  arêtes  de  B  situées  sur  la  face  donnée  et  ensuite  ses  trois 
autres  arêtes  passant  par  ses  trois  sommets  ainsi  déterminés. 

12.  De  même  ijne  deux  sommets  f/uelco/u/iies  de  B  sojit  séparés 
Iinrmo7ii(/ueme//t  par  les  deux  arêtes  de  A  <iue  rencontre  l' arête 
de  B  détermîtiée  par  ces  deux  sommets  (n"  10),  de  même  deux 
faces  c/uelco7igues  de  B  sojit  séparées  hannoni(/nement  j)ar  les 
deux  arêtes  de  A  que  rencontre  l'arête  de  B  suivant  Uujuelle  se 
coupent  ces  deux  faces. 


Il  suit  de  là  que  : 

Le  plan  polaire  do  tout  sommet 
(le  B,  i)ar  rappoit  au  tétraèdre  A 
considéré  comme  surface  du  qua- 
trième ordre,  coïncide  avec  la  face 
(le  B  opposée  à  ce  sommet. 


Le  point  polaire  de  toute  face  de  B 
par  rapport  à  l'enveloppe  de  la  (pia- 
tiième  classe  foi-mée  par  les  sommets 
de  A  coïncide  avec  le  sommet  de  B 
opposé  à  cette  face. 


l'.n  un  mot,  le  tétraèdre  V»  est  autopolaire  par  rapport  au 
tétraèdre  A,  et,  comme  les  deux  tétraèdres  A  et  B  sont  liés  entre 
eux  par  des  relations  réciproques,  on  peut  dire  que  les  deux 
tétraèdres  A  et  W  sont  (uitopo/aircs  entre  eux. 

On  peut  démontrer  de  plus  que,  réciproquement,  pour  (pi  un 
tétraèdre  soit  autopolaire  par  rapport  à  un  autre,  il  faut  (pie  ces 
deux  tétraèdres  s' appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

1»{.    f,f  tt'-lraèdrc  B  se  transforiiir   en  lui-même   dans  clidcunc 
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(les  trois  hoinologies  iiwolulis'es  gauches  (  '  ),  ayant  /)oiir  axes  les 
divers  couples  d' arêtes  opposées  de  A.  Deux  somniels  de  B  sont 
lioiiiologues  suivant  une  de  ces  hoinologies  s'ils  sont  séparés  har- 
monique nient  par  les  axes  d'hoinologie,  et,  par  conséquent,  s'ils 
déterminent  une  arête  de  B  appuyée  sur  ces  axes  ^  de  même,  deux 
laces  de  B  sont  homologues  si  elles  sont  séparées  harmoniquement 
par  les  deux  axes  d'homologie,  et,  par  conséquent,  si  elles  se  cou- 
pent suivant  une  arête  de  B  appuyée  sur  ces  axes. 

On  déduit  de  là  que  tout  couple  d' arêtes  opposées  de  B  est  sr- 
paré  hanuoniquement  par  chacun  des  couples  d' arêtes  de  A  qu'il 
ne  rencontre  pas  ;  c'est-à-dire  que  sur  toute  droite  appuyée  sur  le 
premier  couple  et  l'un  de  ces  derniers  sont  déterminés  deux  couples 
de  points  séparés  harmoniquement  entre  eux. 

14.  Lorsque  deux  couples  d'arêtes  dun  tétraèdre  s'appuient  res- 
pectivement sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre,  les  droites  de 
ces  quatre  couples  sont  situées  sur  une  même  surface  du  second 
ordre  dont  chaque  système  de  génératrices  renferme  un  couple 
d'arêtes  de  chacun  des  deux  tétraèdres. 

Supposons  maintenant,  de  plus,  (|ue  les  couples  d'arêtes  de  ces 
tétraèdres  appartenant  à  un  même  système  de  génératrices  soient 
séparés  entre  eux  harmoniquement,  et  examinons  la  disposition 
mutuelle  des  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres. 

On  sait  que,  si  deux  droites  s'appuient  sur  deux  arêtes  opposées 
d'un  tétraèdre  et  sont  en  outre  séparées  harmoniquement  par  deux 
autres  arêtes  opposées  du  même  tétraèdre,  elles  sont  séparées  aussi 
harmoniquement  par  le  troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  (-  ). 
On  peut  démontrer  de  plus  facilement  que,  si  deux  droites  sojit 
séparées    harmoniquement    par     deux    couples     d'arêtes    d^un 


(' )  Nous  avons  cru  pouvoir  désigner  sous  le  nom  d'homologie  gnitclie  toute  ho- 
mographie entre  deux  espaces  dans  laquelle  les  divers  points  de  deux  droites  fixes 
[axes  d'homologie')  non  contenues  dans  un  même  plan  correspondent  à  eux-mêmes,  ' 
à  cause  de  l'analogie  remarquable  qu'on  découvre  entre  cette  correspondance  et  Yho- 
mologie  de  Poncelet.  Staudt  a  examiné  les  propriétés  de  ces  correspondances  dans 
la  Géométrie  der  Lage  (n"  230,  etc.)  et  les  Beitriige  zur  Geom.  der  Lnge  (§  G),  et 
donné  le  nom  A&  geschaart-imolutorisches  System  à  un  espace  dont  les  éléments  sont 
associés  en  paires  par  l'eliet  d'une  homologie  iiivolutii-e  gauche. 

(')  Staidt,   Ticitriige  zur  Gro/ii.  der  T.agr,   n"  ^fi. 
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tétraèdre,   elles  .s  appuient  sur  le  troisième  coujtle  d  arêtes  du 
même  tétraèdre. 

Il  résulte  de  là  d'abord  que  tout  couple  d'arêtes  de  l'un  des 
tétraèdres,  appartenant  à  la  surface  du  second  ordre,  est  séparé 
harmoniquement  par  le  couple  d'arêtes  de  l'autre  qui  n'appartient 
pas  à  cette  surface*,  puis  on  voit  que  les  deux  couples  d'arêtes  de 
ces  tétraèdres  qui  ne  sont  pas  situés  sur  la  suiface  du  second  ordre 
s'appuient  l'un  sur  l'autre.  On  peut  donc  conclure  que  : 

Lorscpie  deux  couples  d'arc'tes  d'un  tétraèdre  s'appuient  res- 
pectivement sur  deux  couples  d' arêtes  d'un  autre  et  que  ceux  de 
ces  quatre  couples  qui  ne  se  rencontrent  pas  sont  séparés  entre  eux 
harmoniquement,  les  troisièmes  couples  d' arêtes  de  ces  tétraèdres 
s' appuient  aussi  entre  eux. 

CONSTRUCTIOIN    EFFECTIVE    n'tN    SYSTf:ME    HESMIQtE 
nE    TROIS    TÉTRAÈDRES. 

15.  Lorsque  deux  tétraèdres  A  et  B  s'appuient  entre  eux  par 
leurs  arêtes,  tout  couple  d'arêtes  de  A  détermine  avec  le  couple 
d'arêtes  de  B  sur  lequel  il  s'appuie  quatre  points  et  quatre  plans 
formant  les  sommets  et  les  faces  d'un  nouveau  tétraèdre  ayant 
pour  arêtes  les  droites  de  ces  deux  couples.  On  obtient  ainsi  trois 
nouveaux  tétraèdres  «,  Z»,  c,  dont  cbacun  contient  un  nouveau 
couple  d'arêtes  5  ces  trois  nouveaux  couples  doivent  appartenir  à  un 
même  tétraèdre  C  si  les  tétraèdres  A  et  B  sont  situés  en  perpective 
de  cpiatre  manières  différentes  (n"^  4,  5). 

Considérons  deux  des  tétraèdres  «,  /^,  c\  puisque  deux  couples 
d'arêtes  de  l'un  s'appuient  respectivement  sur  deux  couples  d'a- 
rêtes de  l'autre,  et  qu'en  outre  de  ces  cjuatre  couples,  apparte- 
nant aussi  aux  tétraèdres  A  et  B,  ceux  qui  ne  se  rencontrent  pas 
sont  séparés  entre  eux  harmoniquement  (n''  13),  il  s'ensuit  que  les 
couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  n'appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  et  B  s'appuient  l'un  sur  l'autre  (n**  14).  Cela  étant  vrai 
pour  deux  quelconques  des  tétraèdres  a^  Z»,  c,  on  voit  que  : 

Les  arêtes  de  ces  tétraèdres  a,  />>,  c  qui  n' appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  et  B  forment,  en  effet,  les  arêtes  d'un  nou\'eau 
télrdi'di c  ('. 
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Le  tétraèdre  C  s'appuie  manifesteuient  par  ses  arêtes  sur  cha- 
cun des  tétraèd/es  A  et  B. 

16.  Cousidôrons  niaintenaiit  l'iiomologie  involulive  ayant  pour 
centre  un  des  sommets  de  C  et  pour  base  la  face  opposée  à  ce  som- 
met, et  arrêtons-nous  en  particulier  sur  deux  arêtes  opposées  de  C, 
dont  l'une  va  passer  par  le  centre  d'iiomologie,  tandis  que  l'autre 
est  située  sur  la  base  d'iiomologie.  Ces  deux  arêtes  de  C  déter- 
minent avec  les  deux  arêtes  de  A  sur  lesqu(;lles  elles  s'appuient  un 
des  tétraèdres  «,  Z»,  c,  qui  se  transforme  en  lui-même.  En  eifel , 
d'abord  les  sommets  de  ce  tétraèdre  situés  dans  la  base  d'iiomologie 
correspondent  à  eux-mêmes;  puis  ses  deux  autres  sommets,  sitvu's 
sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'iiomologie,  se  permutent  entre 
eux,  parce  qu'ils  sont  séparés  liarmoniquement  parles  sommets  de  C 
situés  sur  cette  arête  (11°  12),  c'est-à-dire  par  le  centre  et  la  base 
d'homologie.  De  même,  les  faces  de  ce  tétraèdrepassant  par  le  centre 
d'iiomologie  corres[)ondent  à  elles-mêmes,  tandis  que  ses  deux  autres 
faces,  passant  par  l'arête  située  dans  la  base  d'iiomologie,  se  per- 
mutent entre  elles.  Les  arêtes  de  ce  tétraèdre  ont  donc  pour  droites 
homologues  des  arêtes  du  même  tétraèdre,  et,  par  conséquent,  le 
troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  appartient  au  tétraèdre  ho- 
mologue de  A. 

Et  comme  cela  a  lieu  pour  chacun  des  tétraèdres  r/,  />,  c,  il  s'en- 
suit que  le  tétraèdre  homologue  de  A  coïncide  avec  R.  Ainsi  se 
trouve  démontré  que  : 

Les  deux  tét/aèd/es  A  et  B  se  transforment  entre  eux  dans 
toute  Iioniologie  in\'o/uli\>e  ajcint  pour  centre  un  sommet  de  C  et 
pour  hase  la  face  o/)posée  à  ce  sommet  (  ^  ). 

L^es  trois  tétraèdres  A,  B,  C  forment  donc  un  système  desmir/ue. 

Nous  avons  vu  précédemment  (n"  4)  que,  pour  que  trois  tétraèdres 
A,  B,  G  appartiennent  à  un  même  faisceau,  il  faut  que  de  leurs 
arêtes  on  puisse  former  trois  nouveaux  tétraèdres  «,  Z>,  c  ayant  avec 
cliacun  des  premiers  un  couple  commun  d'arêtes.   Le  fait  impor- 

(')  Coinnie,  dans  ces  quatre  homologies,  à  tout  couple  de  A  correspond  le  couple 
de  B  sur  lequel  il  s'appuie,  on  peut  appeler  liomnlogites  deux  pareils  couples  d'arêtes 
des  tétraèdres  A  et  R. 

Bull,  des  Sciences  inaththii.^    '2"  Série,  t.  III.  (Oclobre  ••'^TO.)  3o 
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laiil  que  nous   venons  de  prouver  nous  apprend  mainlenanl  nu(!  : 

J.orsiiu'on  pfiil  finnirr  avec  les  arrlcs  dn  trois  lélrac'dfes  A,  B,  (, 
Il  ois  noiivraii.r  tcliaèdies  ci,  b,  r  (t)(inf  avec  chacun  des  jyremiers 
un  couple  commun  d'arêtes,  les  léiraèdres  A,  B,  (]  appnr- 
lieunent  à  au  même  faisceau. 

17.  La  jiossibilité  de  l'existence  d'un  système  desniique  étant 
ainsi  démontrée,  nous  indiquons  ici  comment,  d'a[)rès  ce  f[ui  pré- 
cède, on  peut  facilement  construire  un  pareil  système  de  trois 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Etant  donnc's  le  Ickiai'dre  A  et  un  sommet  Bq  de  B,  on  déter- 
mine les  trois  autres  sommets  de  \\  en  prenant  les  points  conjugués 
harmoincjues  de  l>o  pai'  rapport  aux  trois  couples  d' arêtes  opposées 
de  A,  et  l' on  construit  les  sommets  du  tétraèdre  C  en  prenant  les 
(piatre  points  homologues  de  B„  dans  les  (piatre  hoinologies  invo- 
lutives  déterminées  par  un  sommet  de  A  et  la  face  opposée  à  ce 
sommet. 

Ktant  doiuK'S  le  tétraèdre  A  et  une  face  de  B,  o/i  peut  con- 
struire d' une  luaniere  analogue  les  trois  autres  faces  de  B  et 
celles  de  C. 

18.  On  peut  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  disposition  mu- 
tuelle des  trois  l('liaèdres  A,  lî,  V.  d'un  système  desinique  en  sup- 
posant que  trois  somuiets  de  l'un  d'eux,  pai- exemple  de  A,  coïncident 
avec  trois  points  du  pian  àlinlini,  loi-sqvu;  les  seuls  éléments  d(! 
ce  tétraèdre  qui  restent  en  distance  finie  forment  autoiu-  d'un 
point  A„  comme  sommet  un  trièdre  dont  les  faces  et  les  arêtes  A|, 
Ao,  A-i  appaitiennent  au  tétraèdre  A.  ^ous  pouvons  même,  en 
introduisant  des  conditions  métriques  nouvelles,  supposer  que  les 
faces  d(!  ce  trièdre  soient  deux  à  deux  perpendiculaires  entre  elles. 

iMainIcn.inl,  si  nous  admettons  pour  sommet  de  B  un  point  quel- 
concpu;  lî,,  de  res[)ace,  point  (pie  nous  pouvons,  sans  restriction  de 
la  gén<'ralil('',  supposeï"  comme  «'gaiement  distant  des  trois  faces  du 
trièdre  A„,  les  trois  auli-es  sommets  (h;  c<'  tétraèdre  coïncideront 
avec  l(\s  points  B,,  Ho,  B,,  svmétri(pu's  de  B,,  par  rapport  aux 
arêtes  A|,  A_,,  A.,  de  A.  Le  létraèdi'c  C,  d'autre  part,  auia  pour  soin- 
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mets  :  i"  le  pohil  C„,  symétrique  de  lî^  par  rapport  au  point  A„; 
2"  les  trois  points  C,,  C^,  C.!,  symétriques  de  Bo  par  rapport  aux 
trois  faces  Aj  A,.,  A;,  A,,  A,  Ao  de  A. 


Les  huit  sommets  des  tétraèdres  B  et  C  Forment  ainsi  les  huit 
sommets  d'un  cube  ayant  pour  axes  les  trois  droites  A(,  A^,  A;,, 
tandis  que  leurs  arêtes  coïncident  avec  les  douze  diagonales  des 
carrés  formés  sur  les  douze  faces  de  ce  cube. 

On  peut  maintenant  se  rendre  aisément  compte  comment  le 
tétraèdre  C  est  l'homologue  de  B  dans  les  quatre  homologies  invo- 
lutives  ayant  pour  centres  les  sommets  de  A  et  pour  bases  les  faces 
respectivement  opposées  à  ces  sommets,  homologies  qui  se  pré- 
sentent ici  sous  la  forme  de  correspondances  de  5)  métrie.  On  voit 
tout  d'abord  qu'aux  points  Bo,  B),  Bo,  B3  correspondent,  dans  la 
symétrie  ayant  pour  centre  le  point  Aq,  les  points  Co,  C(,  Co,  C3, 
et  que  de  même,  dans  les  symétries  ayant  respectiveuïent  pour 
bases  les  plans 

A,A;j,      A;jAi,      AjAj, 

aux  points  B,,,  B|,  Bj,  Bj  conespondent  les  points 

On  peut  remarquer  ici  ce  fait  curieux  que  les  quatre  arrange- 
ments 0123,  io32,  23oi,  3210  des  quatre  sommets  d(i  C  corres- 
pondant aux  divers  sommets  de  B  sont  identiques  avec  ceux  qui 
représentent  les  quatre  modes  de  relation  homographique  existant., 
entre  deux  groupes  de  quatre  jioints  d'une  droite,  oiVrant  le  même 
rapport  anharmonique. 

3o. 
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Le  syslônic  dos  seize  droites  A  sur  clia("uiie  desquelles  se  trouve 
un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i°  par 
les  douze  arêtes  du  cube  mentionné 5  2"  par  les  quatre  diagonales 
de  ce  cube  passant  par  son  centre. 

Les  centres  des  six  carrés  formés  sur  les  six  faces  de  ce  même  cube 
déterminent  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier.  Toute  face  de 
chacun  des  tétraèdres  B  et  C  contient  trois  sommets  de  cet  octaèdre, 
de  manière  que  les  huit  faces  de  ces  tétraèdres  constituent  les  faces 
de  cet  octaèdre,  sans  qu'aucune  de  leurs  arêtes  coïncidât  avec  quel- 
qu'une des  arêtes  de  l'octaèdre. 

Le  système  des  seize  droites  L  par  chacune  desquelles  passe  un(r 
face  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  1°  par  les 
douze  arêtes  de  l'octaèdre  considéré^  2"  par  les  quatre  droites  détei- 
niinées  sur  le  plan  de  l'iulini  par  les  quatre  paires  des  faces  paral- 
lèles du  même  octaèdre. 

riiori*, ir.ii'.s   111:   ni:i  \   têtu  \i-:nREs   n  v]\    système  desmique 

V\[\     T\.VPl'OHT    AV    TIlOISli.ArE. 

19.  Deux  tétraèdres  A,  lî  d'un  .système  desmi([ue  ont,  par  rap- 
port au  troisième  (y,  diverses  propriétés,  dont  on  peut  considérer 
comme  primitives  les  suivantes  : 

C/nicujt  (h's  tclrabdros  A,  B  fsl  son  propre  homologue  daii" 
/es  trois  I/ouiologies  ijn'olutiues  gauches  a)  ant  pour  axes  deux 
arêtes  opposées  de  (^. 

Les  télraèdres  A  et  B  se  transforment  entre  eux  par  les  quatre 
homologies  involutives  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et  pour 
hase  la  face  opposée  à  ce  sommet. 

Dans  toute  lioiii()lo^i(>  iiivoliitive  i;auehe,  une  suiface  du  second 
ordre  ne  peut  être  transformée  en  elle-même  cpie  si  elle  passe  par 
les  deux  axes  d'homologie  ou  bien  si  chacun  de  ces  axes  forme  la 
polaire  de  l'autre  pari'ap[)ort  à  cette  surface.  De  même,  dans  toute 
homf)logie  in\()lnti\<"  ordinaire,  une  sinfaee  dn  second  ordre  ne 
peut  être  transformée  en  elle-même  (jue  si  le  centre  tlhonutloi^ie 
a  pour  plan  polaii'e,  par  rapport  à  celte  surface,  la  base  d  honio- 
logie. 

f,rs  siir/dcrs  donc  du  second  ordre  con/ug/K'es  par  rapport  au 
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létraèihe  C  sunl  les  seules  qui  se  transforment  en  elles-juéines 
dans  les  sept,  honiologies  involutives  détenninées  par  deux  élé- 
ments o/)posés  de  C. 

D'où  il  .s'i'usuil  que  :  ^/ussitôt  (ju  une  surface  du  second  ordre, 
conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre  (,, 

passe  par  lai  des  sommets  (le  l'un  des  j  toric/ie  une  des  faces  de  l'un  des  cê- 
tédr/èdres  X,B,  elle  passe  aussi  par  I  tracdres  A,  lî,  elle  touche  awisi  les 
les  sept  autres  sommets  de  ces  deux  !   sept  autres  faces  de  ces  deux  tetrae- 


tctraèdres. 

Les  huit  sommets  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  intersections 
tl'nn  nombre  doublement  infini  de 
surfaces  du  second  ordre  conjiiyuri's 
par  rapport  au  tétraèdre  C. 

20  J^armi  les  surfaces  du  réseau 
ponctuel  ainsi  constitué  se  trouvent 
(pialre  faisceaux  ponctuels  de  cônes. 
Les  cônes  de  chacun  de  ces  faisceaux 
ont  pour  centre  commun  un  des 
sommets  de  C  et  pour  g('n('ratrices 
communes  les  quatre  droites  A  j)as- 
saut  par  ce  sommet. 

Parmi  les  surfaces  du  même  ré- 
seau, il  y  en  a  six  formées  de  deux 
plans.  Deux  pareils  plans  se  coupent 
suivant  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  faces/ de  l'un  des  té- 
traèdres (T/,  b,  c  (jui  passent  par  cette 
arête. 


dres. 

Les  huit  faces  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  plans  tangents 
communs  à  un  nombre  iloublement 
infini  de  surfaces  de  la  seconde  classe 
conjuguées  par  rapport  au  tétraè- 
dre C. 

Parmi  les  enveloppes  de  la  seconde 
classe  comprises  dans  le  réseau  tan- 
gentiel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  tangentiels  de  co- 
ni(pies.  Les  coni(pies  de  chacun  de 
ces  fiisceanx  sont  situt-es  sur  une 
face  de  C  et  ont  pour  tangentes  com- 
munes les  (piatre  droites  L  situées 
sur  cette  face. 

Parmi  les  envelo|)pes  du  même 
réseau,  il  y  en  a  six  formées  de  deux 
points.  Deux  pareils  points  sont  si- 
tués sur  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  sommets  e  d'un  des^, 
tétraèdres  a,  h,  c  situés  sur  cette 
arêîe. 


A  la  rigiKîvir,  à  toute  surface  formée  de  deux  plaiis/passaut  par 
une  arête  de  C  il  faut  associer  l'enveloppe  de  la  seconde  classe 
formée  par  les  deux  points  e  situés  sur  la  uiènie  dioite,  pour  avoir 
ainsi  un  être  géométrique  du  second  ordre  et  de  la  setojide  classe, 
comme  le  sont  ceux  compris  dans  les  deux  réseaux. 

Ces  deux  réseaux  ont  un  commun  une  inliuilé  d'ètics  géomé- 
triques du    second  ordre  et  de  la  seconde  classe  lorniaiil  trois  lais- 
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ceaux  en  iiirim;  temps  ponctuels  et  tangentiels.  Les  surfaces  do 
chacun  de  ces  faisceaux  ont  quatre  génératrices  communes  formées 
par  deux  couples  liomologui's  d'arèles  des  deux  tétraèdres  A  et  IV, 
chacun  de  ces  faisceaux  contient  donc  deux  êtres  géométriques  du 
second  ordre  et  de  la  seconde  classe  conslitiu'-s  par  deux  plans  /  cl 
deux  points  c  situés  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

(]es  trois  faisceaux  ont  deux  à  deux  une  surface  commune.  Sui' 
chacune  de  ces  trois  surfaces  se  trouvent  deux  couples  d'arêtes 
de  A  et  les  couples  d'arêtes  de  B  qui  en  sont  les  homologues  (n"  14). 

^1.  Le  tétraèch-e  C  restant  iiivnriaLle,  si  l'on  fait  mouvoir  un 
dv's  sommets  de  A  ou  de  B  sur  un  plan  LI,  les  sept  autres  sommets 
de  A  et  de  lî  décrivent  des  plans  qui  sont  les  homologues  de  II  dans 
les  sept  homologies  involutives  déterminées  par  deux  éléments 
opposés  de  C  et  constituent  par  conséquent  avec  II  les  faces  de  deux 
tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

De  même,  si  l'on  suppose  qu'une  face  de  A  ou  de  B  se  meut  en 
passant  par  un  point  quelconque  S,  les  sept  autres  faces  de  A  et 
de  B  env(doppent  sept  points  qui  constituent  avec  Si  les  sommets  de 
deux  tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmi(jue. 

Si  maintenant  un  sommet  de  A  ou  de  B  parcourt  une  droite  T, 
les  sept  autres  sommets  de  A  et  de  B  décrivent  aussi  des  lignes 
droites  qui  sont  les  homologues  de  T  dans  les  sept  homologies 
involutives  déterminées  par  deux  éléments  opposés  de  C  et  coïn- 
cident avec  les  droites  enveloppées  par  sept  faces  de  A  et  de  R 
lorsque  la  huitième  passe  par  la  droite  T. 

Tout(!  surface  du  second  ordre  conjuguée  par  rapport  au 
tétraèdre  C  et  tangente  à  T  touche  nécessairement  ces  sept  autres 
droites.  De  plus,  ces  sept  droites  sont  situées  sur  une  même  surface 
Al  second  ordre  passant  par  la  droite  T  et  conjuguée  par  rapport 
au  tétraèdre  C. 

Ces  liuil  droites  f)iiuent  deux  tétrades-,  chacune  des  droites 
de  l'une  d(î  ces  tétrades  rencontre  les  quatre  di-oites  de  l'autre 
snivant  les  points  où  elle  j)erce  les  (|uatre  faces  de  C;  elle  déter- 
mine, en  outre,  avec  les  nu^-me^  droites  (pialic  [)lans  passant  res- 
pectivement par  les  quatre  sommets  de  C. 

Le  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  quatre;  faces  de  C 
sur  chacune  de  ces  huit  droites  est  le  même. 
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22.  Les  générati-iccs  de  toute  surface  du  second  ordre  coujuj^uée 
par  rapport  au  tétraèdre  C  se  distribuent  donc,  par  l'elï'et  des  sej)t 
hoinologies  involutives  déterminées  par  deux  éléments  opposés 
de  C,  en  une  inlinité  de  groupes  d(;  huit  droites  analogues  à  celui 
<pie  nous  venons  de  eousidérei'. 

Les  deux  tétrades  de  chacun  de  ces  groupes  se  translorment 
entre  elles  dans  les  quatie  liouu)]ogies  involutives  ayant  pour 
centre  un  sommet  de  C  et  pour  hase  la  face  opposée  à  ce  som- 
met; elles  se  transforment  en  outre  eu  elles-mêmes  dans  les  trois 
homologies  involutives  ayant  pour  axes  deux  arêtes  opposées 
deC. 

Parmi  ces  divers  groupes,  il  y  en  a  trois  formés  par  fpiatre  droites 
prises  deux  fois  chacune.  Les  génératrices  de  la  surface  qui  s'ap- 
puient sur  deux  arêtes  opposées  de  C  forment  les  quatre  droites 
doubles  d'un  pareil  groupe. 

Les  tétrades  formées  de  droites  appartenant  à  un  même  système 
de  génératrices  de  la  surface  du  second  ordre  ont  toutes  un  cova- 
riant  commun  du  sixième  orcbe  (celui-là  cpie  Clebsch  dénote 
parT),  formé  parles  trois  couples  de  génératii(  es  de  ce  système 
c[ui  s'appuient  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  de  C. 
Ces  trois  couples  de  génératrices  sont  séparés  deux  à  deux  entie 
eux  liarmoniquement. 

SYSTÏÎMES    DESMIQXJES    CONJUGUÉS. 

23.  Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même 
faisceau,  nous  savons  qu'il  faut  et  il  suilit  (pi'on  puisse  construire 
avec  leurs  arêtes  G  trois  nouveaux  tétiaèdies  «,  Z»,  c  ayant  avec 
chaciui  des  tétraèdres  A,  15,  C  un  coiq^le  commun  d'arêtes.  11  résulte 
de  cette  relation  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec  les  tétraèdres  «,  Z»,  c 
que  ces  derniers  tétracdres  appurlienneiit  aussi  à  un  même 
faisceau. 

Deux  pareils  systèmes  desmiques  accomj)agnent  inévitablement 
l'un  l'autre;  ils  peuvent  donc  être  appelés  systèiiies  desmiques  con- 
jugués. 

Comme  tout  cou[)le  de  droites  G  appartient  à  un  tétraèdre  de 
chacun  des  deux   systèmes  desmi(|ue5,   on   peut  représenter  bien 
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ruii\ciial>lciiienl  les  neuf  t()U[)]cs  de  Jroilrs  (i  par  les  syuiboli'5 

Ac/,  A^,  A  <•, 
\Ui,  B/>,  Br, 
C»-/.       C*^,       Le. 

i)cii\  (le  ces  ((tuples  se  rencoiiticnl  (ui  soiil  sépaiés  entre  eus 
liai'inoiiiquenieul  suivant  <|iie  leurs  symboles  ont  uni;  lettre  eoni- 
iiiuue  ou  non. 

Nous  avons  tléjà  employé  (  n"^  4,  20  )  les  lettres  e  et/ pour  dési- 
gner les  sommets  et  les  faees  des  tétraèdres  «,  b,  c. 


24.  Par  tout  point  e  passent  (juatie 
droites  L  qui  (léterminciit  trois  p.iiies 
de  i)lans  F;  les  plans  de  ces  |)aires 
a|)particnnerit  lespectivement  aux  té- 
traèdres A,  B,  C  (n°  2). 

Pal-  tout  point  E  passent  quatie 
droites  A  qui  déterminent  trois  paires 
de  plans/";  les  plans  de  res  paires 
sont  formés  respectivement  jiar  des 
faces  des  tétraèdres  a,  h,  c. 

Par  chacune  des  droites  G  passent 
deux  fices  il'nn  U'traèdre  de  chacun 
des  systèmes  desniii|ues;  ces  deux 
couples  de  plans  sont  sépan'-s  entre 
eux  hai'moniqiHMuent. 

De  même  qne  |)ar  toute  droite  L 
])asse  une  face  de  chacun  des  tc'traè- 
di'es  A,  B,  C,  tie  même  pai-  toute 
droite  A  passe  une  face  de  chacnn  dc'S 
t(''traèdrcs  a,  h,  c 


Siu'  fout  plan  y  sont  situées  quatre 
dioites  A  qui  déterminent  un  qua- 
drilatère complet,  dont  les  trois  paires 
desommetsojiposés  sont  formées  res- 
pectivement par  des  sommets  E  des 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Sur  tout  plan  F  sont  situ('cs  quatre 
droites  L  qui  d(''teiniiiienl  un  qua- 
drilatère comj)let,  dont  les  trois  paires 
de  sommetsopposéssont  formées  res- 
pectivement par  des  sonniiels  e  des 
tétraèdres  a,  b,  c. 

Sur  chacune  des  droites  G  sont 
situés  deux  sonnuets  d'un  tétraèdre 
de  chacun  des  systèmes  desmiques; 
ces  deux  paires  de  ])oints  sont  sépa- 
rées entre  elles  harmoniquement. 

De  même  que  sur  toute  droite  A 
se  trouve  un  sommet  de  chacun  des 
t('traèdi(s  A,  H,  (],  de  même  sur  tonte 
droite  L  se  trouNC  iMi  sommet  de  cha- 
cun des  t('traèdres  a,  ft,  c. 


Les  droites  A  jouenl  donc,  /jaf  /(i/)poil  à  l' an  des  sjslcnies 
desmiques,  le  même  rôle  t/ue  les  droites  L  />ar  rnp])ort  à  l  autre. 

De  menu-  (jue  les  points  E  opposés  aux  plans  F  passant  par  une 
droite  L  sont  situés  sur  la  droite  eorrespondante  A  (  u''  7),  de  même 
les  plans  y  opposés  aux  points  e  situés  sur  une  droite  A  passent 
par  la  droite  correspondante  !.. 
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2o.  Conskk'iuiis  deux  tétraèdres  quelconques,  1)  et  c/,  ayant  un 
couple  commun  d'arêtes  Dd.  Toute  face  de  chacun  de  c(;s  tétraèdres 
nasse  par  l'une  de  ces  arêtes  et  coupe  l'autie  suivant  un  sommet 
du  même  tétraèdre  ^  de  même  tout  sommet  de  chacun  de  ces  té- 
traèdres est  situé  sur  l'une  de  ces  arêtes  et  détermine  avec  l'autre 
un  plan  qui  forme  une  face  du  même  tétraèdre.  Ainsi,  à  tout  som- 
met de  chacun  de  ces  tétraèdres  correspond ,  d'une  manière  réci- 
proque, une  face  du  même  tétraèdre. 

Deux  faces  des  deux  tétraèdres  D  et  r/,  passant  i-especlivement 
par  les  deux  droites  du  couple  V)d^  se  coupent  suivant  une  droite 
coïncidant  avec  celle  qui  joint  les  sommets  correspondant  aux 
faces  considérées.  Les  huit  droites  H  ainsi  obtenues  peuvent  être 
distribuées  en  quatre  paires;  deux  droites  H  constituent  une 
paire  ou  sont  coiijii innées  si  ciiacune  forme  l'intersection  des 
faces  opposées  aux  sommets  des  tétraèdres  1)  et  d  situés  sur 
l'autre. 

Deux  faces  de  D  passant  par  l'une  des  droites  \)d  forment  avec 
les  faces  de  d  passant  par  l'aulie  un  tétraèdre  ayant  deux  soujmets 
communs  avec  chacun  des  tétraèdres  D  et  r/,  et  pour  arêtes,  à  côté 
des  droites  De/,  quatre  droites  H.  Tout  sommet  de  ce  nouveau 
tétraèdre  appartient  à  celui  des  deux  tétraèdres  D,  d  auquel  appar- 
tient aussi  la  face  opposée  à  ce  sommet;  par  conséquent,  aussitôt 
qu'une  droite  H  forme  une  arête  de  ce  nouveau  tétraèdre,  la  droite  11 
qui  en  est  la  conjuguée  foi'ine  l'arête  opposée  du  même  tétraèdre. 
On  obtient  ainsi  deux  tétraèdres  avant  pour  arêtes  communes  les 
droites  l)d . 

Les  faces  du  téti-aèdre  J)  coupi'iit  celles  de  d  suivant  seize  droites, 
dont  quatre  coïncident  avec  chacune  des  droites  Dr/  et  les  autres 
avec  les  huit  droites  H.  Ces  mêmes  seize  droites  forment  les  droites 
joignant  les  sommets  de  D  aux  sommets  de  d . 

A  toute  combinaison  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec 
chacun  des  tétraèdres  r/,  Z»,  c  correspondent  ainsi  huit  droites  IL 
On  obtient  ainsi  soixante-douze  droites  IL 

Les  faces  des  tétraèdres  A,  B,  C  coupent  celles  des  tétraèdres  «, 
^,  c  suivant  12.  12  =  i44  droites,  dont  quatre  coïncident  avec  cha- 
cune des  droites  G,  tandis  que  les  autres  sont  formées  par  les 
soixante-douze  droites  H.  Ces  mêmes  cent  quarante-quatre  droites 
joignent  les  sommets  des  A,  B,  C  aux  sommets  des  a,  Z»,  c. 
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20.  Chacun  (les  neuf  conplcs  de  diditcs  (i  est  leiHonlré  par 
quatre  autres  appartenant  aux  deux  tétraèdres  qui  contiennent  ce 
couple,  et  il  est  sépaié  liarnioniquement  par  les  tpiatre  couples  res- 
tant (n^'SS),  qui  sont  situés  sur  une  surface  So  du  second  ordre, 
correspondant  au  couple  considéré. 

On  a  ainsi  neuf  surl'aces  So,  dont  quatre  ]iassent  par  tout  couple 
de  droites  (j  correspondaut  aux  quatre  couples  (j  séparés  liarnio- 
niquement par  le  couple  considéré. 

Deux  couples  G  sé[)arés  entre  eux  liarnioni(jueinent  sont  aussi 
séparés  liarnioniquement  par  un  troisième  couple!  de  droites  G.  Jl  y 
a  six  pareils  groupes  de  trois  couples  G,  repiésenlés  par  des  sym- 
boles appartenant  respectivement  aux  divers  langs  et  colonnes  du 

Tableau  : 

Art,     B/>,     Ce, 

Ch,      Ac,      Brr, 

Br,      Ce/,      Ab. 

Sur  les  trois  couples  G  de  chacun  de  ces  groupes  s'appuient 
deux  droites  imaginaires  G',  lorinant  deux  génératrices  communes 
aux  trois  surfaces  du  second  ordre  correspondant  aux  divers  couples 
de  ce  groupe  et  comprenant  par  suite  les  deux  autres  couples  du 
groupe.  On  obtient  ainsi  six  couples  de  dioites  G',  qui  peuvent  être 
représentés  par  les  symboles  des  couples  G  qu'ils  lencontrent. 

Sur  chacune  des  surfaces  S^,  celle  par  exemple  qui  correspond 
au  couple  Aa,  sont  situés  deux  couples  de  droites  (j',  formant  les 
deux  couples  de  génératrices  de  cette  surface  appuyés  sur  le  couple 
Art  ;  ces  deux  couples  G'  sont  représentés  parles  symboles  A  « .  BZ» .  Ce 
et  Aa.Ch  A^c. 

27.  Les  trois  couples  de  droites  G' 

Art.B/^.Cr,      CA   Af.B/7,      Bc.Ca.Ah 

rencontrent  chacun  des  couples 

Aa.Ch.Dr,      Bb.Ar.Cfi,      C/>  .Tir, .  A/>. 

Ces  six  couples  de  droites  G'  a|)paiiiennent  donc  à  une  mènu'  sur- 
face (imaginaire)  du  second  oicb'e  S„. 

Deux  droiti's  opposées  (i  sont  polaires  Tune  de  Tautre  par  rap- 
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port  à  celle  suil'ace  S'.,,  })aiee  qu'il  y  a  deux  couples  de  géuéraliices 
de  cette  surface  appuyés  sur  ces  deux  droites  et  coïncidant  avec 
deux  couples  de  droites  (j'.  Chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C,  <7,  b^  c 
est  donc  conjugué  par  raj^pori  à  la  surface  S.,. 

Par  rapport  à  la  même  surface  S'.,,  toute  droite  L  a  pour  polaire 
la  droite  A  correspondante  (n"  24)  5  de  même  deux  droites  H  con- 
juguées sont  polaires  Tune  de  l'autre. 

Dans  la  corrélation  polaire  déterminée  par  la  surface  S'.,,  chacune 
des  surfaces  Sj  se  transforme  en  elle-même.  Deux  génératrices  de  S2 
sont  polaiies  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  S.,  si  elles  sont  séparées 
liarmoniquement  par  le  couple  G  auquel  correspond  cette  surface  So, 
et  sur  lequel  s'appuient  les  génératrices  communes  h  la  surface  Sj 
considérée  et  à  S'.,. 


28.  Les  points  d'iiiteisection  d'une 
droite  G  avec  la  surface  S,  sont  sé- 
parés liai'moniquenient  par  les  cou- 
ples de  sommets  E  et  e  situés  sur 
cette  droite. 

Les  points  d'intersection  d'une 
droite  A  (ou  L)  avec  la  surflice  S'., 
forment  la  hessienne  des  trois  som- 
mets E  (ou  e)  situés  sur  cette  droite. 

La  section  de  la  surface  S',  par  un 
plan  F  (ou y)  coïncide  avec  la  co- 
nique qui  forme  une  pai'tie  consti- 
tuante de  la  hessienne  de  la  courbe 
(.lu  ((uatrième  ordre  formée  par  les 
(piatre  droites  L  (ou  A)  situées  dans 
ce  plan. 


Les  plans  tangents  menés  à  S'.,  par 
une  droite  G  sont  séparés  liarmoni- 
quement par  les  couples  de  faces  F 
ety  passant  par  cette  droite. 

Les  plans  tangents  de  la  surface  S'., 
qui  passent  par  une  droite  L  (ou  Al 
forment  la  hessienne  des  trois  faces  F 
(ou./)  passant  par  cette  droite. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S'., 
et  ayant  pour  sommet  un  des  points 
E  (ou  e)  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  du  cône  de  la 
quatrième  classe  formé  par  les  quatre 
droites  A  (ou  L)  jKissant  par  ce 
point. 


FORMATION    ET    ruOPUIÉTÉS     d'uN     SYSTÈME     REMARQUABLE    DE    QUINZE 

TÉTRAiiDRES. 


29.  Si  nous  représentons  par  1,2,  3  les  trois  couples  de  droites 
imaginaires  correspondant  aux  rangs  du  Tableau 

Au,  B/,  Ce, 
Cb,  Ac,  Ba, 
Bc,      Ca,      Ah, 
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et  par  4,  -y-,  <J  It'S  trois  autres  couples,  correspoudant  aux  colonues 
(lu  même  Tableau,  nous  pourrons  représenlei'  les  neuf  couples  de 
droites  réelles  correspondant  respectivement  aux  divers  éléuieiits 
de  ce  Tableau  pai-  l(;s  symboles 

I,    14,      i5,      iG, 
(t)  •    ?.4'      -•^'     26, 

(  3|j     35,     3G. 

Les  couples  représentés  par  deux  de  ces  svndjoles  sont  séparés  entre 
eux  liarmoniquement  ou  se  rencontrent  suivant  que  leurs  sym- 
boles ont  un  indice  connnun  ou  non. 

D'une  manière  analogue,  nous  pouvons  représenter  les  six  couples 
de  droites  imaginaires  non  plus  ])ar  les  symboles 

I,     2,     3,       4,     5.     6, 

mais  respectivement  par  ces  autres  : 

1^2)  2'3,  3i,  12,     56,  G4,  4^~'* 

On  remarquera  que  les  couples  représentés  pardeuxdeces  nouveaux 
symboles  se  rencontrent  si  leurs  symboles  n'ont  pas  d  indice  com- 
mun, et  que.  de  plus,  deux  couples  imaginaires  représentés  par  des 
symboles  ayant  un  indice  commun  sont  séparés  entre  eux  liarmo- 
niquement. Par  exemple,  les  trois  couples  23,  '^i,  12  sont  séparés 
deux  à  deux  entre  eux  liarmoniquement,  parce  qu'ils  forment  trois 
couples  de  génératrices  de  S„  appuyés  i"es[)ectivement  sur  les  trois 
couples  d'arêtes  d'un  quelconque  des  tétraèdres  A,  B.  C,  a.  h.  c 
(n»2!2). 

Si  1  on  conqiare  maintcnaTit  les  symboles  (i)  des  couples  réels  cl 
les  symboles  (2)  des  couples  imaginaires,  on  s'aperçoit  qu'un  couple 
réel  ne  rencontre  un  autre  imaginaire  que  si  leurs  symboles  n'ont 
pas  d'indice  connnun;  on  peut  démontier  déplus  (pu;  deux  couples 
[>areils  sont  séparés  liarmoniquement  aussilol  (pie  leurs  symboles 
ont  un  indice  commun.  Clonsidéions.  par  exemple,  les  couples  24 
et  23;  le  couple  ivel  ■>.4  forme  avec  les  deux  couples  imaginaiies  3i 
et  .")(),  sur  les(|U(Is  il  s  appuie,  un  Iclraèdre;  or,  connue  le  couple 
23  s'a[)puie  sur  le  ( ouple  5C  et  est  sé[)aré  liarmoniquement  pai*  le 
c()U[)le  3i,  il  s  ensuit  (|u  il  est  .s(''paré  aussi  liaruu)ui(piemenl  j)ar  le 
cou[)le  24  I  n"  [\  I. 
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On  tire  de  tout  cela  (jue  : 

Deux  f/uelco7iques  des  quinze  couples  de  droites  considérés  sont 
séparés  entre  eux  harmoniquement  ou  se  rencontrent  suivant  que 
leurs  symboles  ont  un  indice  commun  ou  noJi. 

30.  Ces  quinze  couples  de  droites,  que  nous  désignerons  par  la 
seule  lettre  (J,  jouissent  des  propiiétés  communes  résultant  du 
caractère  symétrique  de  leur  représentation  et  correspo/idant 
aux  jiropriétés  comhinatoires  des  symboles  de  ces  couples. 

11  n'est  donc  pas  étonnant  que  les  propriétés  de  ces  quinze 
couples  ^  olirent  la  plus  grande  analogie  avec  celles  d'un  système 
de  cjuinze  droites  de  l'espace,  situées  par  trois  dans  quinze  plans 
et  représentées  par  les  quinze  combinaisons  de  six  indices  diiïé- 
rents,  pris  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  droites  situées  dans 
un  même  plan  aient  des  syndioles  formés  de  quatre  indices  dillé- 
rents,  système  étudié  à  fond  par  Cremona  dans  le  remarquable 
Mémoire  déjà  cité  (  n"  3,  note). 

En  faisant  une  étude  attentive  de  l'ensenjble  des  quinze  couples  (?, 
on  arrive  à  la  détermination  de  six  complexes  linéaires  situés  deux 
à  deux  en  involution,  et  l'on  voit  que  toutes  les  propriétés  de  ces 
couples  peuvent  être  déduites  de  la  considération  de  six  corrélations 
focales  []S ullsjsteme)  correspondant  aux  symboles 

I,  2,  3,  4>  5,  G, 

et  qui,  superposées  deux  à  deux,  donnent  lieu  aux  quinze  liomo- 
logies  involutives  gauches  ayant  pour  axes  les  divers  couples  de 
droites  g  (n"^  39,  40), 

On  s'engage  ainsi  sur  un  terrain  qui  est  loin  d'être  inexploré. 
En  etfet,  Félix  Klein,  dans  son  travail  bien  connu,  Zur  Théorie 
der Liniencomplexe  der  erstcn  u/id  zweile/i  Grades  (  '  ),  a  fait  con- 
naître l'ensemble  important  des  figures  qu'on  découvre  par  la  consi- 
dération siuuiltanée  de  six  complexes  linéaires  situés  deux  à  deux 
en  involution,  complexes  qu'il  a  nomuiés  fondamentaux  hVC'^^ivà 
de  leur  rôle  envers  les  complexes  du  second  ordre. 


(')  Mai/iemniisc/if  Annalfii,  t.  II;  cominmiii|iié  en  extrait  aux  Gortin^er  IVachricli- 
ten,    i8r>9. 


44G  PREMIÈRE  PARTIE. 

Expli(|ucr  cornmenL  on  peut,  dans  la  foule  des  propriétés  des 
couples  (j,  découvrir  l'existence  des  six  complexes  fondamentaux, 
telle  sera  notre  tàclie  principale  dans  ce  qui  suit^  notre  point  de 
départ  étant  dillérent  de  celui  de  iM.  Klein  et  nos  procédés  pure- 
ment géométriques,  nous  espérons  ajouter  quelque  chose  à  la  con- 
naissance plus  complète  des  figures  déterminées  par  sijc  com- 
plexes fojidaniejiLtiux.  Nous  nous  attacherons  particulièrement 
au  systènKî  des  quinze  tétraèdres  dont  les  arêtes  sont  formées  par  des 
droites  y,  et  qui  ont  la  propriété  de  constituer  par  trois  vingl 
systèmes  desmù/ues  de  tétraèdres,  propriété  que  Klein  n'a  pas 
remarquée. 

31.  Tout  couple  de  droites  (J  est  rencontré  par  six  autres  couples 
et  séparé  harmoniquement  par  les  huit  restant. 

Deux  couples  (,'  cjui    se  l'encontrent  forment  un    quadrilatère 

i5.6 
gauche;  le  nomhre  de  ces  quadrilatères  est  =  4^-  Aux  deux 

couples  d'un  quadrilatère  gauche  correspond  un  troisième  couple, 
qui  forme  avec  les  premiers  les  arêtes  d'un  tétraèdre.  Les  quinze 

couples  de  droites  Çj  forment  donc  par  trois  les  arêtes  de  —  =  iJ 

tétraèdres  T.  Six  de  ces  tétraèdres  sont  réels,  les  A,  B,  C,  a,  b,  c, 
tandis  que  les  ni;uf  autres  ont  un  seul  couple  d'arctes  réelles. 

Tout  couple  (j  appartient  à  trois  tétraèdres  T;  chacun  des  douze 
autres  tétraèdres  a  un  couple  d'arêtes  appuyé  sur  le  couple 
considéré. 

Les  trente  droites  (/  se  coupent  par  trois  suivant  les  soixante 
sommets  G  de  ces  quinze  tétraèdres  T  et  sont  situées  par  t/ois  sur 
les  soixante  faces  ^  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Sur  chacune  de  ces 
droites  Q  se  trouvent  six  points  Q ,  formant  trois  paires  de  sommets 
appartenant  respectivement  à  trois  tétraèdres  T  et  séparées  deux 
à  deux  entre  elles  Jiarmoniquement.  Par  chacune  de  ces  droites 
passent  aussi  six  plans  -i',  formant  trois  paires  de  faces  apparte- 
nant respect ii'e/nefit  à  trois  tétraèdies'ï  et  séparées  deux  à  deux 
entre  elles  harmonicjuenwnt . 

32.  (^.onsidérons  trois  cou[)les  fj*  formant  un  tétraèdre  T.  Chacun 
des  douze   autres  couples  (j  s'appnie   sur  un  couple  d'arêtes  de  ce 
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tétraèdre  et  est  divisé  liarniouiquement  par  les  deux  autres;  de 
ces  douze  couples,  quatre  rencontrent  chacun  des  couples  d'arèles 
du  tétraèdre  considéré  et  forment  avec  ce  couple  les  arêtes  de  deux 
tétraèdres  T  ayant  les  droites  de  ce  couple  pour  arêtes  communes. 
Cliacun  des  tétraèdres  T  a  un  couple  d'arêtes  commun  avec  six 
autres  tétraèdres  T;  les  huit  tétraèdres  restant  s'appuient  sur  ce 
tétraèdre   par  leurs    arêtes.    Les   paires   de   tétraèdres  T  appuyés 

entre  eux  par  leurs  arêtes  sont  donc  en  nombre  de =  (>o. 

Considérons  deux  tétraèdres  T,  A'  et  IV,  appuyés  entre  eux  par 
leurs  arêtes 5  les  couples  homologues  de  ces  tétraèdres  déterminent 
trois  nouveaux  tétraèdres  T,  r/',  Z/,  c',  dont  chacun  contient  un 
couple  (J  non  appartenant  aux  tétraèdres  A'  et  1)'.  Ces  trois  couples 
de  droites  (.'  constituent  les  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre  T,  C. 
formant  avec  les  tétraèdres  A'  et  IV  un  système  desmique,  dont  le 
conjugué  est  formé  par  les  tétraèdres  «',  h  ^  c  . 

r  .  .         w  ^.^  •       •  -60 

Les  quinze  teLraedres  1  se  i^roiipeiit  ainsi  par  trois  en  -^  =  20 

systèmes  desniiques ,  formant  dix  paires  de  systèmes  desmiques 
conjugues. 

Tout  tétraèdre  T  appai  tient  à  quatre  systèmes  desmiques,  dont 
chacun  contient  deux  autres  tétraèdres  de  ceux  qui  s'appuient  sur 
le  tétraèdre  considéré.  Les  systèmes  conjugués  à  ces  quatre  systèmes 
desmiques  sont  formés  de  tétraèdres  ayant  avec  le  tétraèdre  consi- 
déré un  couple  commun  d'arêtes. 

Deux  tétraèdres  T  aj  ant  un  couple  commun  d'arêtes  appar- 
tiennent donc  de  deux  manières  différentes  à  deux  sj  stèmes 
desmiques  T  conjugués. 

Les  paires  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
sont  au  nombre  de  quarante-cinq. 

33.  Deux  couples  de  droites  (J  séparés  entre  eux  harmonique - 

ment  forment  une  tétrade  harmonique  de  droites.  Le  nomhre  de 

,       1             i5.8        ,, 
ces  tétrades  est =  oo. 

Comme  deux  couples  ^  formant  une  tétrade  harmonique  ont  des 
symboles  (/A%  hi^  contenant  trois  indices  dilférents  /,  y,  ^,  il  s'eii- 
suit  que  les   trois  couples  Ç  dont  les  symholes   contiennent  deux 
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des  trois  autres  indices  /,  /;/,  7i  s'appuient  sni'  les  droites  de  cette 
tétrade  et  sont  situés  par  conséquent  sur  la  surface  du  second 
ordre  continiant  les  droites  de  la  tétrade. 

\ux  deux  couples  jh  et  ]\i  d'une  tétrade  liarmonir|ue  correspond 
un  troisième  couple  //,  séparé  liarmoniquement  par  chacun  de  ces 
couples,  et  dont  le  symbole,'  contient  des  indices  appartenant  respec- 
tivement aux  syuiboles  de  ces  mêmes  couples.  Ce  troisième  couple 
rencontre  tous  les  trois  couples  Ç  appuyés  sur  les  premiers^  il  est 
donc  situé  sur  la  surface  du  second  ordre,  déterminée  par  les  droites 
de  la  tétrade  harmonique. 

On  p(;ut  arriver  à  la  même  suiface  du  second  ordre  en  partant 
d'une  quelconque  des  six  tétrades  harmoniques  qu'elle  contient. 

Les  quinze  coup/es  (J  son/  doue  silués  par  six  sur  dix  surfaces 
62  du  second  ordre. 

De  ces  surfaces  une  est  imaginaire  et  coïncide  avec  la  surface  S',, 
tandis  que  les  neuf  autres  sont  réelles  (hyperholoïdes  gauches)  et 
coïncident  nécessairement  avec  les  neuf  surfaces  So,  cjue  nous  avons 
déjà  considérées  (  n°  27). 

Chacune  de  ces  surfaces  '^<>  peut  èlre  désignée  indilîeremment  par 
un  des  symboles 

iJJi.lin'i,      ijk      on      //«//, 

(pii  indiquent  sullisamment  les  couples  (J  cpii  s'y  trouvent. 

Par  chacun  des  couples  <7  passent- =  4  surfac(;s  60,  dont  cha- 
cune contient  trois  couples  rencontrant  le  couple  considéré.  Par 
deux  couples  [\  appuyés  entre  eux,  passeiil  donc  — ^  =  n  surfaces 

62-  Deux  surfaces  û^  se  coupent,  par  conséquent,  toujours  sids'ant 
deux  couples  de  droites  (J . 

Tout  tétraèdre  V  dont  un  cou[)le  d'arêtes  est  situé  sur  une  sur- 
face So    a  aussi  un  autre  couj)le  d'arêtes  situé  sur  la  même  surface. 

3i.  Chacun  d(!S  neuf  couples  (,'  situés  en  dehors  de  la  surface 
ijh.lnin  est  formé  de  droites  dont  l'une  est  la  [)olaire  de  l'autre 
[)ar  rapport  à  cette  surface  ,  car  ce  couple  appartient  à  un  tétraèdre 
I'  dont  les  deux  autres  couples  sont  situés  sur  la  surface  (considérée. 

Ces    neuf  couples  ()' constituenl   les    arêtes    de   six   l('traèdr(\s    V 
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conjugués  par  rapport  à  la  surface  ijk.Iitui  et  formant  deux  sys- 
tèmes desmiques  conjugués.  Ainsi,  ceux  de  ces  neuf  couples  dont 
les  symboles  appartiennent  aux  divers  rangs  du  Tableau 


'/, 

J"h 

///, 

h  m. 

in. 

,//, 

J'h 

//, 

ini. 

déterminent  trois  tétraèdres  d'un  système  desmique,  tandis  que  les 
couples  dont  les  symboles  appartiennent  aux  diverses  colonnes  du 
même  Tableau  déterminent  trois  autres  tétraèdres  formant  le  sys- 
tème desmique  conjugué. 

Les  dix  paires  de  systèmes  desmiques  conjugués  {n°  32)  cor-- 
respondent  aux  diverses  surfaces  62 .  Les  deux  systèmes  A,  B,  C 
et  a^  Z»,  c  correspondent  en  particulier  à  la  surface  S„. 

Chacun  des  tétraèdres  T  est  conjugué  par  rapport  à  quatre  sur- 
faces âo.  Deux  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes  sont 
simultanément  conjugués  par  rapport  à  deux  surfaces  So. 

Deux  surfaces  So  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  à  deux 
tétraèdres  T  ayant  pour  arêtes  communes  les  droites  du  couple  (|' 
appuyé  sur  les  deux  couples  C^  communs  à  ces  deux  surfaces.  Les 
cinq  couples  (J  appartenant  à  ces  deux  tétraèdres  forment  les  seuls 
couples  Q  situés  en  dehors  de  ces  deux  surfaces. 

35.  A  toute  paire  de  systèmes  desmiques  T  conjugués  corres- 
pondent seize  droites L  et  autant  de  droites  A.  Sur  chacune  de  ces 
droites  se  trouve  un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  de  l'un  des 
systèmes,  en  même  temps  que  passe  par  elle  une  face  de  chacun 
des  tétraèdres  du  système  conjugué.  Ainsi  : 

Les  soixante  poijits  G  sont  situés  par  trois  sur  trois  cent  vingt 
droites  S^,  par  lesquelles  passent  aussi  par  trois  les  soixante  plans  ^ . 
Les  trois  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  G  situés  sur 
une  de  ces  droites  appartiennent  à  un  même  système  desmique, 
au  sjstèjue  conjugué  duquel  appartiennent  les  tétraèdres  dont 
les  faces  ^  passent  par  la  même  droite. 

A  toute  paire  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
correspondent  huit  droites  H  (n"  23),  sur  chacune  desquelles  est 

Bull,   dea  Sciencrs  iiiatlipw.,   ■.>"  Sorie,  t.  III,  (Ortobro  18-^9.)  3l 
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situé  un  soniinc'l  ilc  chacun  des  deux  tétiacdrcs,  tandis  (jue  par 
elle  passe  une  face  de  chacun  de  ces  mêmes  téti'aèdi-es.  Comme  il 
y  a  quarante-cinq  pareilles  paires  de  tétraèdres  T,  il  s'ensuit  que  : 

Les  soixante  points  G  sont  situes  par  deux  sui'  8.45  =  36o 
droites  U^  par  les(/ue//es  passent  aussi  par  deux  les  soixante  plans 
d .  -A  chacune  de  ces  droites  II  correspondent  deux  tétraèdres 
T,  ayant  j)our  sommets  les  points  G  situés  sur  celte  droite  et 
pour  faces   les  plans  S'  qui  j  passent. 

Les  soixante  ponitso  déterminent,  pris  deux  a  deux, =  '77'> 


droites.    De  ces   droites, 


3. 


6.: 


i5   coïncident    avec    chacune   des 


droites  d",  — ^  =  3    coïncident  avec  «hacune  des  droites  4^,  et  les 

autres  coïncident  avec  les  droites  H.  Le  nombre  i  j  jo  égale  en  ellél 

la  somme 

1 5 .  3o  +  3 .  320  H-  36o. 

Ces  mêmes  dix  sept  cent  soixante-dix  droite  s  forment  les  inter- 
sections des  soixante  plans  'T  pris  deux  à  deux. 


36.  Par  tout  point  3  passent  : 
I"  trois  faces  du  tétraèdre  T  dont  ce 
point  S  est  un  sommet,  faces  for- 
mant un  trièdie  ayant  pour  arêtes 
les  trois  droites  (J  passant  par  ce 
point  ;  1°  deux  faces  de  chacun  des 
six  tétraèdres  T  ayant  avec  le  tc'- 
traèdie  précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  plans,  (piatrc 
passent  par  chacune  des  arêtes  du 
trièdre  et  coupent  la  face  oj)posée 
de  ce  trièdre  suivant  quatre  droites 
f I  ;  les  douze  droites  II  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  passant  par  le  point  G 
considéré.  Ces  douze  plansse  coupent 
de  ]dus  par  trois suivantseizedroifes 
y  ,  les  seules  passant  par  le  même 
point  G. 


Sur  tout  plan  J  sont  situés  : 
i"  iro  s  sommets  du  tétraèdre  T  dont 
ce  plan  S'  forme  une  face,  sommets 
déterminant  un  triangle  ayant  pour 
côtés  les  droites  t|'  situées  dans  ce 
phui  ;  2"  deux  sommets  de  chacun 
des  six  tétraèdres  Tayaut  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  points,  quatre 
sont  situés  sur  chaque  côté  du  triangle 
(  t  sont  projetés  du  sommet  opposé 
de  ce  triangle  par  ((uatre  droites  H; 
les  douze  droites  H  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  situ(>es  sur  le  plan  -' 
considéré.  Ces  douze  points  sont  si- 
tiK'S  de  plus  par  trois  sur  seize  droites 
y  ,  les  seules  sifiu'es  dans  le  mêmi^ 
plan  J". 


Ouant  a  la  disposition  des  douze  droites  H  «'t  des  seize  droites  J^, 
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autour  d'un    point  G  ou  sur  un    plan -î,  nous   pouvons   remarquer 
ce  qui  suit. 


Les  douze  droites  H  passant  par  un 
point  S  sont  situe'es  par  trois  sld- 
seize  plans  N. 

Les  seize  droites  J^  passant  par 
lemêmepointsont  situées  parcoiiples 
sur  quarante-huit  jilans  Q,  dont 
chacun  contient  aussi  une  droite  II 
jiassant  ])ar  le  point  considéré. 


Les  douze  droites  II  situées  dans 
un  plaU'T  conveigent  par  trois  vers 
seize  points  M. 

Les  seize  droites  J^  situées  dans 
le  même  plan  passent  jiar  couples  par 
quarante-huit  points  P,  par  chacun 
desquels  passe  aussi  une  droite  H 
située  dans  le  plan  considéré. 


Les  soixante  poinls  3  soiiL  situés  par  quatre  sur  neuf  cent 
soixante  plans  A  et  par  six  sur  quatre  cent  quatre-  vingts  plans  Q. 
Sur  chacun  des  plans  N  sont  situées  une  cli'oite  J^et  trois  droites 
H^  tandis  que  sur  chacun  des  plans  (^sont  situées  quatre  droites 
S^Jormant  un  quadrilatère  complet,  dont  les  trois  diagonales 
sont  des  droites  H. 


}) 


0  même: 


Les  soixante  plans  S  passent  par  quatre  par  neuf  cent  soixante 
points  M  et  par  six  par  quatre  cent  quatre-vingts  points  P.  Fers 
chacun  des  points  M  co/is'ergent  une  droite  ^  et  trois  droites  W-^ 
tandis  que  veis  chacun  des  points  P  co/n'ergent  quatre  droites  J^ 
et  trois  droites  Vi  formant,  etc. 

Par  chacune  des  droites  bipassent  trois  plans  N  contenant  res- 
peclivement  les  points  G  opposés  aux  plans  §  passant  par  cette 
dioite.  Sur  chacune  de  ces  mêmes  droites  .(^sont  situés  aussi  trois 
j)oints  M,  formant  les  traces  des  trois  plans  S^  opposés  aux  trois 
points  G  situés  sur  celte  droite. 

37.  Tout  couple  de  droites  (J  détermine  une  liomologie  involu- 
tive  gauche,  suivant  laquelle  deux  points,  ou  deux  droites,  ou 
deux  plans  forment  deux  éléments  homologues  aussitôt  qu'ils  sont 
séparés  harmoniquement  par  les  droites  du  couple  (j  considéré, 
droites  qui  constituent  les  deux  axes  d'homologie. 

Suivant  chacune  de  ces  homologies,  les  quatorze  autres  couples 
(|'  se  transforment  en  eux-mêmes  :  d'ahord  les  couples  appuvés  sur 
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les  axes  d'homologîe,  dont  les  droites  correspondent  à  elles-mêmes, 
puis  les  couples  séparés  liarnioniquemcnt  par  les  axes  d'iiomologie^ 
dont  les  droites  se  permutent.  Tout  tétraèdre  T  se  transforme  donc 
par  cette  homologie  en  lui-même  5  pareillement,  toute  surface  ô-, 
se  transforme  en  elle-même. 

Ces  quinze  liomologies  (^  constituent  lui  groupe  de  transforma- 
lions,  parce  qu'on  n'obtient  pas  de  nouvelles  liomograpliies  en  mul- 
tipliant ces  transformations  deux  à  deux.  Ainsi,  de  la  superposition 
de  deux  liomologies  iu\olulives  fj" dont  les  axes  se  rencontrent  ré- 
sulte riiomologie  involulive  Çdont  les  axes  s'appuient  sur  les  axes 
des  premières  5  d'autre  part,  la  superposition  de  deux  liomologies 
involutives  ^  dont  les  axes  sont  séparés  entre  eux  liarmoniquemenl 
donne  lieu  à  l'iiomologie  Ç  dont  les  axes  sont  sépares  liarmonique- 
ment  par  les  axes  de  chacune  des  premières  et  sont  de  plus  situés 
sur  une  même  surface  60  que  ces  axes. 

38.  De  même,  toute  surface  S.,  détermiin;  une  corrélation  po- 
laire suivant  laquelle  chacun  des  quinzes  couples  (j'  se  transforme  en 
lui-même.  En  effet,  les  couples  (J  situés  sur  cette  surface  ont  des 
droites  correspondant  à  elles-mêmes,  tandis  que  les  neuf  autres 
couples  ont  des  droites  dont  chacune  est  la  polaire  de  l'autre  par 
i-apport  à  cette  surface.  Dans  chacune  de  ces  corrélations  polaires, 
les  quinze  tétraèdres  T  se  transforment  en  eux-mêmes;  de  même, 
i(;s  neuf  autres  surfaces  So  se  transforment  en  elles-mêmes. 

Comme  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  surfaces 
ôo  établit  entre  les  génératrices  d'une  autre  surface  i^o  une  corres- 
j)ondancc  involutive  (*  )  identique  avec  celle  déterminée  par  l'iio- 
mologie involutive  (J  dont  les  axes  s'appuient  sur  les  génératrices 
conniiunes  de  ces  deux  surfaces,  il  s'ensuit  que  : 

HhomoL^raplne  rcsnUanl  de  la  superposition  {-)  de  deux  cor- 


(')  On  ti'ourc  dans  le  §  5  des  Jleitifiiie  ziir  Géométrie  (1er  Loge  de  Staudt,  para- 
(jraphe  intitnk;  Involutorische  Beqclsc/iaareii  tu  Polarsystemeii,  les  propriétés  princi- 
jiales  des  correspondances  établies  par  des  corrélations  polaires  et  focales  (Polarsy- 
stemen)  sur  les  deux  systèmes  de  f;énératriccs  d'un  hyjterholoïde  gauche  transformé 
en  lui-niénie. 

f ')  L'opération  de  la  sii|icr|iu>,iiiiin  de  deux  tran^fornialions  ])eiit  se  (aire  de  deux 
manières  différentes,  (|ui  dans  Ions  les  cas  ((iic  nous  aurons  ii  eonsidéiei'  ici  ei>niluiseiil 
à  des  résultats  idenli([U('s. 
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relations  polaires  délerndnées  par  deux  surfaces  So  est  identique 
avec  l'hornologie  in^^oluiive  Cj  dont  les  axes  s' appuient  sur  les  gé- 
nératrices communes  aux  deux  surfaces  considérées. 

La  corrélation  résultant  de  la  superposition  de  la  corrélalioji 
polaire  déterminée  par  une  surface  So  ei  d'une  homologie  invo- 
lutive  (j"  dont  les  axes  sont  situés  en  dehors  de  cette  surface  60 
est  identique  avec  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une 
autre  sur  face  ^2y  coupant  la  précédente  suivant  deux  couples  de 
droites  Çj  appuj  es  sur  les  axes  de  l'hornologie  ijwolutive  ^  con- 
sidérée. 

39.  Examinons  maintenant  les  corrélations  qui  résultent  delà 
combinaison  d'une  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  sur- 
faces ég  et  d'une  homologie  involutive  (j  dont  les  axes  sont  situés 
sur  cette  surface. 

Considérons  pour  cela  la  corrélation  polaire  ijk.lmn  et  l'iiomolo- 
gieinvolutive^Â^nous  allons  voir  que  la  coi^élation  résultante  delà 
superposition  de  ces  deux  correspondances  esl  focale.  En  effet,  si 
Z  et  2' sont  deux  points  homologues  dans  l'homologie  considérée, 
le  plan  polaire  U  de  Y!  par  rapport  à  la  surface  ijk.lmn.,  qui  sera 
le  correspondant  dupoint  S  dans  la  nouvelle  corrélation,  passe  tou- 
jours par  le  point  S. 

Cette  nouvelle  corrélation  laisse  invariable  la  correspondance 
établie  entre  les  génératrices  de  ijh.lmn  par  l'homologie  involu- 
tive y'/r.  Une  droite  correspond  à  elle-même,  suivant  cette  corré- 
lation focale,  c'est-à-dire  elle  appartient  au  complexe  linéaire  dé- 
terminé par  cette  corrélation,  aussitôt  que  sa  droite  homologue  dans 
l'homologie  involutive  y'A  coïncide  avec  sa  polaire  par  rapport  à  la 
surface  ijk.lmn.  Ainsi,  les  droites  des  couples  dont  les  symboles 

J/c,    //,  J/n,  jn,    AI,   /,/)!,    ///,  ////,   ///,    mn 

présentent  les  dix  combinaisons  des  indices  y,  A,  /,  ///,  /^pris  deux 
à  deux  appartiennent  à  ce  complexe.  Au  contraire,  les  dz^oites  des 
autres  couples  dont  les  symboles 

contiennent  1  indice  /  se  permutent  ejilre  elles. 
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11  est  manifeste  que  l'on  arrive  à  la  même  corréJation  en  combi- 
nant respectivement  les  diverses  corrélations  polaires 

///,    ijl,   /Jni,    ij/?,   //>/,    i/,ni,   //.//,    ilin,    i/ii,   iinn 

avec  les  liomologies 

j^'t  y'i  y'i  ./"i    ^^)  ^'"i   '^'''   ^'"i  i''-   '""• 

On  voit  ainsi  que  : 

En  coinhiiiant  successivement  la  cojrélafio/i polaire  déterminée 
par  une  quelconque  des  surfaces  5o  avec  les  six  liomologies  inuo- 
lutives  gauches  ayant  pour  axes  les  couples  Ç  situés  sur  cette  sur- 
face, on  arrive  à  un  système  unique  de  six  corrélations  focales, 
<pd  peuvent  être  représentées  j)ar  les  symboles 

I,  1,  3,  4,  5,  6. 

Dans  chacune  de  ces  six  corrélations,  les  quinze  couples  CJ  se 
transforment  en  eux-mêmes,  de  manière  que  les  droites  des  dix 
couples  Ç  dont  les  symboles  ne  contiennent  pas  l'indice  représen- 
tatif de  la  corrélation  correspondent  à  elles-mêmes,  tandis  que 
les  droites  de  chacun  des  cinq  autres  couples  se  permutent  entre 
elles. 

40.  De  la  combinaison  de  deux  quelconques  de  ces  corrélations 
focales  résidte  une  homographie  coïncidant  avec  l'homologie 
involutive  gauche  dont  les  axes  forment  le  couple  Ç^  représenté  par 
un  symbole  contenant  les  deux  indices  représentatifs  des  deux 
corrélations. 

Les  six  complexes  dctcnninés  par  ces  six  coi-rélations  focales 
sont  donc  situés  en  involulion  deux  à  deux  et  forment,  pris 
ensemble,  U7i  système  de  complexes  fondamentaux,  suivant  l'ex- 
pression de  M.  Klein  (n"  30). 

Le  système  de  six  complexes  fondainenlauxest  susceptible  d'un 
nombre  oo'^  de  déterminations;  toutefois  on  ne  peut  considérer  le 
système  des  six  complexes  /eW^ auquel  nous  venons  d'arriver  qiu* 
comme  un  cas  du  système  de  complexes  de  M.  Klein,  lequel  peut 
renfermer  aussi  deux,  cpiatre  et  même  six  complexes  imaginaires. 
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Mais  il  est  évident  que  la  particularité  de  notre  système,  provenant 
de  ce  que  nous  avons  supposé  les  tétraèdres  primitifs  A,  B,  C  comme 
réels,  est  purement  occasionnelle  et  qu'elle  disparait  complètement 
aussitôt  qu'on  laisse  les  éléments  déterminatifs  de  ces  tétraèdres 
être  quelconques. 

41.  De  même  que  toute  liomologie  involutive  /y  provient  de  la 
superposition  des  deux  corrélations  focales  i  et  y,  de  même  toute 
corrélation  polaire  ijk  ou  Inin  résulte  de  la  superposition  dans  un 
ordi'e  quelconque  des  trois  corrélations  focales  i,  j,  k  ou  de  ces 
auties  /,  m,  n. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par 

'i  '2  'i  •  •  •  'Il 

la  correspondance  résultant  de  la  superposition  des  corrélations 
focales  (composantes) 

'\i  '\t  'i,   •  •  •  >  '/if 

prises  parmi  les  six  corrélations  i,  2,  3,  4^  J?  ^i  et  par  o  l'homo- 
grapliie  identique,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  tout  élément  di; 
l'espace  correspond  à  lui-même,  on  pourra  résumer  toutes  les  pro- 
priétés des  six  corrélations  focales  relatives  aux  correspondances 
qui  en  sont  composées  dans  les  relations  suivantes  : 

1 1  ^  22  ^33  ESEs44  ^55ss66EHi  ii^  o, 
1 23456  ^  ijklinii  ^  o. 

En  effet,  de  ces  relations  et  de  l'identité  oi  ^^  i  on  peut  tirer 
d'abord  la  relation 

ijlihn  ^  n , 

qui  exprime  la  propriété  delà  superposition  d'une  corrélation  po- 
laire i/'Â'  et  d'une  liomologie  involutive  Ini  (n"  39).  On  obtient  de 
même  les  relations 

ij/,1  ^=mii      ft      ij/7,-^ik, 

qui  expriment  les  propriétés  de  la  superposition  de  deux  homologies 
Cj"  (n°  37).  On  en  obtient  enlin  de  nouveau  ijk  s=  lm7i. 
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En  général,  si  l'on  considère  la  correspondance  involutive 

qui,  comme  on  voit,  est  liomographiquc  ou  corrélative  suivant  que 
//  est  pair  ou  impair,  ou  peut  démontrer  qu'elle  peut  être  obtenue 
en  superposant  ses  corrélations  composantes  dans  un  ordre  quel- 
conque. En  utilisant  dès  lors  les  relations 

//  =  o,     oi  =  /,      I -23456^0, 

on  pourra  réduire  le  nombre  de  ses  corrélations  composantes  à  être 
moindre  que  quatre. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  : 

Les  six  corrélations  focales  i,  2,  3,  4>  ^5  ^^  l^^''  f/n-iiize  hoinolo- 
gies  involulives  Cj  et  les  dix  corrélations  polaires  è-^Jornient  a^>ec 
l'homographie  identique  un  système  fermé  ou  groupe. 
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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

LIAGRE  (J.-B.-J.)  et  PENY  (C).  —  Calcul  des  probadilités  et  théorie  des 
ERREURS,  avec  des  applications  aux  sciences  d'observation  en  général  et  à  la 
Géodésie  en  particulier.  —  Bruxelles,  Muquardt;  Paris,  Gauthier-Villars, 
1879.  In-8",  xx-582  pages. 

La  première  édil.ion  du  Calcul  des  prohahilités  et  théorie  des 
erreurs  de  ]\L  Liagrc  date  d'environ  vingt-sept  ans  et  est,  depuis  plu- 
sieurs années,  devenue  introuvable.  Le  succès  de  ce  Volume,  qui 
s'adressait  à  tous  les  astronomes  et  physiciens  cjui,  sans  être  à  même 
de  faire  une  étude  approfondie  des  grands  Traités  de  Jaccjues  Ber- 
noulli,  d'Euler,  deCondorcet,  deLaplace,de  Gauss,deLegendre,  de 
Cournot,  etc.,  avaient  cependant  besoin,  pour  leurs  déterminations 
d'orbites  ou  pour  la  discussion  de  leurs  expériences,  d'être  initiés  au 
mécanisme  du  calcul  des  erreurs  et  des  résultats  les  plus  probables 
d'une  série  d'observations,  était  d'ailleurs  des  mieux  justifiés. 
M.  le  lieutenant  général  Liagre,  s'inspirant  des  travaux  de  ses  de- 
vanciers, avait  en  effet  exposé  d'une  manière  didacticjue  et  avec  une 
rare  clarté  les  principes  généraux  cjui  régissent  cette  branche  im- 
portante des  Mathématiques  appliquées,  et,  par  des  exemples  soi- 
gneusement choisis  dans  l'Astronomie,  la  Géodésie,  l'Art  militaire 
ou  la  Physique,  il  avait  su  élucider  d'une  manière  complète  ce  cjue 
la  théorie  présente  souvent  d'abstrait.  Tous  ceux,  et  ils  sont  sans 
aucun  doute  nombreux,  c|ui  ont  eu  dans  les  mains  et  cjuiont  étudié 
le  Volume  que  j'analyse  ici  rendront  ce  témoignage  qu'il  était  un 
modèle  de  clarté  et  d'exposition  classique. 

La  nouvelle  édition  du  Calcul  des  probabilités  que  publie  au- 
jourd'hui M.  Liagre  a  été  revue  et  augmentée,  par  les  soins  de 
son  auteur  et  de  M.  le  capitaine  d'état-major  Peny,  dans  des  pro- 
portions qui  en  font  presque  un  Ouvrage  nouveau.  On  y  retrou- 
vera d'ailleurs  le  même  plan,  la  même  division,  les  mêmes  cjualités 
d'exposition  que  dans  le  Volume  de  iSSa. 

La  première  Section  traite  des  probabilités  tîiéoriques  ou  a 
priori  ;  ou  y  part  des  causes,  supposées  connues,  et  on  les  combine 
pour  arrivera  la  probabilité  des  événements.  Après  une  exposition 
de  ce   cjue  l'on  doit  cnU-ndre  ^av  \a  j)robabililé  d'u/i  évéïiemeut, 

IliiU.   des  Sciciicrs  mathéni.,   2"  S('ric,  t.  III.   (Novomhrc   1879.)  3?. 
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l'auteur  lait  connaitrc  crime  manière  suceincte  Jes  priiici|)cs  les  plus 
généraux  de  la  théorie  des  eouibinaisons.  ^  ient  ensuite  un  Chapitre 
consacré  à  la  prol)abilité  absolue,  relative,  simple  ou  composée.  Le 
Chapitre  111  a  pour  but  l'exposition  des  lois  de  la  probabilité  ma- 
thématique dans  la  répétition  des  mêmes  épreuves.  Enfin  cette  pre- 
mière Section  se  termine  par  l'exposé  des  règles  du  calcul  de  ['es- 
pérance j}infhéninli(/ite  et  de  leurs  applications  à  la  règle  des 
parties. 

Les  quatre  Chapitres  dont  nous  venons  d'indiquer  brièvement  le 
contenu  sont  consacrés  au  calcul  de  la  probabilité  des  événements 
lorsqu'on  connaît  les  causes  qui  les  produisent  et  aux  applications 
de  ce  calcul  à  quelques  problèmes  particulièrement  intéressants. 
Les  trois  Chapitres  qui  suivent  ont  pour  but  la  solution  du  pro- 
blème inverse  ;  ils  traitent  de  la  détermination  de  la  probabilité  des 
causes  par  la  considération  des  événements  eux-mêmes.  En  elFet, 
dans  les  applications  les  plus  nombreuses  et  pratiquement  les  plus 
importantes  du  Calcul  des  probabilités,  les  jnpporls  des  chances, 
qui  servent  de  mesure  à  l'action  des  causes  dont  dépend  la  produc- 
tion des  événemenls,  ne  sont  pas  connus  a  priori.  On  ne  pourrait 
donc  former  aucune  prévision  sur  le  résultat  d'épreuves  ultérieures 
si  l'on  ne  savait  déduire  des  expériences  déjà  faites  des  évaluations 
plausibles  sur  ces  rapports,  c'est-cà-dire  sur  la  probabilité  de  l'ac- 
tion des  causes.  Les  procédés  qui  ont  pour  but  de  déterminer  la 
piobabilitédes  événements  à  venir  d'après  les  résultats  des  épreuves 
antérieures  constituent  le  Calcul  des  probabilités  a  posteriori,  qui 
fait  l'objet  de  la  deuxième  Section  de  notre  ^  olume. 

Les  questions  de  cet  ordre  peuvent  elles-mêmes  être  envisagées 
à  deux  points  de  vue  distincts  : 

i"  La  production  d'un  événement  A  peut  être  due  à  un  nombre 
limité  de  causes,  et  alors,  suivant  la  règle  de  Bayes,  «  les  probabi- 
lités des  causes  (ou  des  hvpolhèses)  sont  proportionnelles  aux  pro- 
babilités que  ces  causes  donnent  pour  les  événements  observés.  La 
probabilité  d'une  de  ces  causes  ou  hypothèses  est  une  fraction  (pii 
a  pour  numérateur  la  probabilité  de  l'événement  par  suite  de  cetle 
cause  et  pour  dénominateur  la  somme  des  probabilités  semblables, 
relatives  à  toutes  les  causes  ou  hypothèses.  »  M.  Liagre,  après  avoir 
montré  par  de  nombreux  exemples  le  sens  exact  de  ce  principe,  en 
tli-iudiilrc  iii;our(;us(Mucnl  la  t;én('i'alilé. 
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2"  La  pi'oductiou  d'un  événement  A  doit,  coniime  dans  le  cas  d'un 
phénomène  naturel,  être  considérée  comme  due  à  un  nombre  infini 
de  chances  ou  d'hypothèses.  Ce  second  cas  est  traité  par  M.  Liagre 
avec  non  moins  d'autorité  que  le  premier,  mais  les  conclusions  aux- 
quelles il  arrive  ne  sont  pas  de  nature  à  être  résumées  en  quelques 
lignes. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  règles  propres  h  dénaontrer  l'exis- 
tence d'une  combinaison  de  causes  favorables  à  la  production  d'un 
événement  déterminé,  et  il  examine,  à  ce  propos,  quelques  résul- 
tats de  la  Statistique. 

Parmi  les  causes  il  faut  d'ailleurs  distinguer  :  les  causes  con- 
stantes, qui  ont  pour  elles  un  certain  nombre  déterminé  àe  chances, 
une  probabilité  fixe  5  les  causes  variables,  qui  ont  pour  elles  un 
nombre  variable  de  chances,  et  par  suite  une  probabilité  qui  peut 
osciller  dans  des  limites  plus  ou  moins  larges-,  enfin  les  causes  ac- 
cidentelles, qui  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  de  chances  en  leur 
faveur,  mais  qui  inlluent  sur  l'ordre  de  succession  des  événe- 
ments. 

L'existence  de  ces  diverses  espèces  de  causes  amène  d'ailleurs 
M.  Liagre  à  définir  la  signification  exacte  des  termes  moyenne  arith- 
métique, valeur  médiane  ou  valeur  probable,  dont  le  sens  diffé- 
rent est  mis  en  lumière  par  l'étude  d'une  question  spéciale,  les  va- 
riations diurnes  et  annuelles  de  la  température  et  du  baromètre. 

Enfin  cette  deuxième  Section  du  Calcul  des  probabilités  se  ter- 
mine par  une  étude  sur  les  Tables  de  mortalité  et  leurs  consé- 
quences au  point  de  vue  des  problèmes  des  rentes  viagères,  des 
tontines,  des  caisses  de  prévoyance  et  de  secours. 

La  troisième  Section  présente  les  applications  du  Calcul  des  pro- 
babilités aux  observations  et  aux  expériences  5  elle  indique  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de  condition 
et  de  répartir  les  erreurs  fortuites;  elle  apprend  à  trouver  les  résul- 
tats moyens  les  plus  probables  et  à  en  estimer  la  précision.  Le  guide 
de  M.  Liagre,  dans  toute  la  partie  théorique  de  cette  Section,  est 
Gauss  ;  mais  les  démonstrations  de  l'illustre  auteur  du  Theoria 
motus  sont  présentées  avec  plus  de  netteté,  et  la  part  des  hypo- 
thèses, légitimes  d'ailleurs,  qu'il  est  inévitable  de  faire,  sur  le  mode 
de  répartition  des  erreurs  accidentelles  des  diverses  grandeurs  mise 
plus  en  évidence.  La  notion  d'une  erreur  probable  et  d'une  erreur 

3?.. 
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moyenne,  liée  à  la  première,  apparaît  ainsi  comme  nécessaire,  et 
les  notions  de  poids  et  de  précision  se  trouvent  naturellement  in- 
troduites. L'application  de  ces  principes  à  la  détermination  d'un 
angle,  à  la  mesure  de  la  densité  de  la  Terre  et  à  la  recherche 
de  la  composition  de  l'eau  termine  ce  Chapitre  et  la  troisième 
Partie. 

La  quatrième  Section  commence  par  un  Chapitre  relatif  au  calcul 
de  l'erreur  moyenne  et  de  la  précision  d'une  fonction  linéaire  de 
plusieurs  quantités  directement  mesurées  :  c'est  le  cas  qui  se  pré- 
sente quand  on  détermine  un  angle  par  la  somme  de  deux  autres, 
une  base  topographique  à  l'aide  de  règles  géodésiques,  etc. 

Mais  le  cas  qui  se  présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique  est 
celui  où  l'on  doit  déterminer  des  inconnues  à  l'aide  d'équatious  li- 
néaires dont  le  nombre  est  supérieur  à  celui  des  inconnues  elles- 
mêmes  :  c'est  pour  ce  cas  que  Legendre  et  Gauss  ont  proposé  la 
méthode  des  moindres  carrés.  M.  Liagre  légitime  d'abord  celte  mé- 
thode, puis  il  en  expose  les  calculs  en  suivant  pas  à  pas  le  Mémoire 
que  Gauss  lui  a  spécialement  consacié.  Une  fois  en  possession  de 
cet  ensemble  de  règles,  les  applications  se  présentent  nombreuses  et 
variées;  mais  c'est  sur  les  questions  géodésiques  que  M.  Liagre  s'é- 
tend particulièrement. 

11  traite  d'abord  du  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'une  base  géodé- 
sique,  puis  de  la  mesure  des  angles  géodésiques  et  de  la  compen- 
sation des  triangles,  de  la  détermination  des  directions  les  plus  pro- 
bables fournies  par  les  observations  faites  à  une  station  géodésique 
et  de  la  compensation  de  l'ensemble  d'un  réseau  trigonométrique. 
Enfin  le  Volume  se  termine  par  une  théorie  du  nivellement  trigo- 
nométrique et  de  sa  compensation  par  la  méthode  de  Gauss. 

Telestlerésumédes  principales  questions  étudiées  parMM. Liagre 
et  Peny  dans  leur  Traité  du  Calcul  des  probabilités  et  de  la  théorie 
des  erreurs;  cjuelque  incomplet  (ju'il  soit,  j'espère  qu'il  sera  de  na- 
ture à  montrer  aux  lecteurs  du  Bullelin  l'intérêt  qui  s'attache  à  cet 
Ouvrage.  G.   R. 
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EPMAKOB'b  (B.-Il.).  —  Toopin  BtjpoiixHocïEii .  .Ickhiii  'lUïaHubiH 
Bi.  r[MnepaTopcKO:\nj  yniiBercnTeTt  Cb.  B^ia^HMipa  npo(|)ecco- 
poMi>  B.-IJ .  Ep.MCiKOiibiMV.  KicB-b,  1879  ('  ).  —  Gr.  in-S",  140  p. 

L'auteur  expose  d'abord,  dans  sa  Préface,  le  but  qu'il  a  pour- 
suivi en  publiaiit  ses  Leçons.  Les  Traités  que  l'on  possède  sur  le 
Calcul  des  probabilités  passent  trop  rapidement  sur  les  principes 
fondamentaux  de  cette  science  et  réservent  les  développements 
pour  les  applications  diverses  aux  assurances,  aux  témoignages 
judiciaires,  aux  Tables  de  mortalité,  etc.  ]NL  Ermakof  a  consacré 
son  Ouvrage  entièrement  à  la  tbéorie.  J)e  plus,  il  a  comblé  une 
lacune  qui  se  rencontre  chez  les  autres  auteurs,  en  ajoutant  à  la 
fin  du  Volume  un  Piccueil  d'exercices  variés  sur  le  Calcul  des  proba- 
bilités, avec  l'indication  des  résultats. 

Parmi  les  parties  nouvelles  qu'il  a  introduites  dans  sa  rédaction, 
il  signale  une  démonstration,  due  à  M.  Tchebyclief,  d'un  théorème 
très  général  contenant,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de 
Bernoulli  (2). 

La  théorie  des  combinaisons,  telle  qu'elle  est  exposée  dans  les 
Traités  d'x\lgèbre  ordinaires,  ne  sufiit  pas  pour  la  solution  des 
problèmes  de  probabilités,  dans  lesquels  on  doit  chercher,  parmi 
toutes  les  combinaisons  des  événements,  le  nombre  de  celles  qui 
satisfont  à  des  conditions  données.  Les  anciens  auteurs  ont  résolu 
ces  difficultés  par  des  méthodes  particulières,  en  s'aidant  le  plus 
souvent  de  l'induction.  Laplace  a  traité  les  mêmes  problèmes  par 
le  calcul  des  différences  finies;  mais  l'emploi  de  cette  méthode  est 
parfois  sujet  à  de  grandes  difficultés,  soit  pour  la  position  de  l'équa- 
tion aux  différences,  soit  povu'  son  intégration.  Lne  INote  de 
M.  Camille  Jordan,  publiée  dans  le  TomeLXV  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  Vu4cadéniie  des  Sciences,  p.  ppS,  a  fourni  à 
M.  Ermakof  une  solution  facile  et  générale  de  cette  classe  de 
questions. 


(')  Ermakof  (V.-P.),   Tliéoi  le  des  probabilités.  Leçons  proCessoes   ;i  l'I'iiiversité  il 
périale  de  Saint-Vladimir.  Kit'l', 

(')  ^FameMawmeChin   CfiopHIllOi,    l-  ".   Sm   l'-s    valeurs  inojieiniri. 
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Le  Traité  de  M.  Ermakof  se  divise  en  cinq  Chapitres,  dont  le 
premier  est  consacré  à  l'exposé  de  la  tliéorie  des  combinaisons 
(p.  1-20). 

Le  Chapitre  II  (p.  21-04)  traite  des  méthodes  générales  pour 
la  détermination  des  probabilités  des  événements  tant  simples  que 
composés  :  probabilités  des  événements  simples;  probabilités  des 
événements  composés  consistant  dans  la  production  simultanée  de 
plusieurs  événements  simples;  probabilités  des  événements  dans  le 
cas  où  les  circonstances  favorables  à  leur  arrivée  ne  sont  pas  égale- 
ment probables;  probabilité  de  l'arrivée  de  l'un  de  ces  événements. 

Le  Cliapitre  III  (p.  Sj-jS)  a  pour  objet  les  probabilités  des  divers 
événements  dans  les  épreuves  répétées  :  théorème  de  Jacques 
Bernoulli  ;  espérance  mathématique. 

Les  matières  traitées  dans  le  Chapitre  IV  (p.  79-98)  sont  les  sui- 
vantes :  probabilités  des  événements  dont  la  production  dépend  de 
causes  diverses;  espérance  mathématique  dans  le  cas  de  plusieurs 
causes  agissantes;  probabilités  d'un  événement  futur,  déduites  des 
observations:  probabilités  des  causes,  déduites  des  observations. 

Le  Chapitre  V  (p.  99-116)  est  consacré  à  la  recherche  de  la 
probabilité  que,  parmi  une  suite  d'événements  désignés  d'avance, 
arrivent  certains  événements.  L'auteur  applique  à  la  résolution  de 
cette  classe  de  problèmes  la  méthode  de  M.  C.  Jordan. 

Le  Recueil  d'exercices  qui  termine  le  \  olume  comprend  soixante 
rt  un  énoncés  de  questions  variées,  dont  les  résultats  sont  donnés, 
quelques-uns  avec  des  indications  sur  la  marche  à  suivre. 


rPOMEKxV.   —  O'iepKT)   Tcopiu    Kaim.i.iMpiii.iM)    >ii5.ieniii .  Teopi>i 
noBCpxHOCTHaro  cubn.u-Hiîi  wnMROcTii.   iMocKBa,    1879.  —  Grand 

in-8",  68  pages  ('). 

L'auteur  remarque  avant  tout  que  la  théorie  des  phénomènes 
capillaires  suit  deux  directions  :  une  indiquée  par  Laplace,  l'autre 
par  le  mathématicien  anglais  Th.  Young. 


(")  Oroméka,  Exposé  de  la  théorie  des  plicnom'cne!  capillaires  ;   théorie  de  la  eohé- 
iion  iuperftriellr  des  liquider.  Moscou,   187(1. 
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Newton  encore,  dans  son  Optique,  a  décrit  l'ascension  de  l'eau 
dans  un  tube  capillaire  et  expliqué  la  loi,  trouvée  expérimcnitale- 
nient  par  Jurine,  que  cette  ascension  est  inversement  proportion- 
nelle au  diamètre  du  tube  -,  mais  il  n'a  pas  donné  à  son  explication 
de  développement  suffisant. 

Daniel  Bernoulli  et  Clairaut  ont  fait  les  premiers  essais  d'une 
théorie  mathématique  des  pliénomènes  capillaires. 

Daniel  Bernoulli  (^)  n'est  pas  parvenu  à  déterminer  la  loi  de  ces 
pliénomènes.  Clairaut  (-),  en  s'appuyant  sur  les  lois  générales  de 
l'Hydrostatique ,  expliqua  l'ascension  et  l'abaissement  dans  les 
tubes  étroits  et  indiqua  la  dépendance  de  ces  phénomènes  et  de  la 
forme  du  ménisque.  En  supposant  cjue  les  parois  du  tube  agissent 
sur  toute  la  masse  liquide  intérieure  et  que  l'ascension  et  l'abais- 
sement dépendent  de  l'action  de  l'extrémité  inférieure  du  tube,  im- 
mergée dans  le  liquide,  il  n'est  pas  parvenu  à  établir  analytique- 
ment  la  loi  de  Jui"ine. 

Le  premier  essai,  mieux  réussi,  de  la  théorie  en  question  est  dû 
à  Segner  (3).  Il  admet  que  l'attraction  mutuelle  des  particules 
liquides  n'agit  qu'à  des  dislances  inappréciables.  De  cette  hypothèse 
il  déduit  les  conditions  d'é(pn]ibre  des  particules  liquides,  tant 
intérieures  que  contiguës  à  la  surface,  et  démontre  que  la  cohésion 
de  ces  dernières  diiïère  de  la  cohésion  des  premières.  11  examine 
ensuite  les  formes  de  gouttes  liquides,  posées  sur  un  plan  horizontal 
ou  suspendues  au  bout  d'une  pointe,  et  conclut  que  la  hauteur  de 
ces  gouttes  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure 
du  ménisque. 

Enfin,  d'après  ces  formules,  il  a  dressé  des  Tables  pour  comparer 
les  résultats  théoriques  avec  ceux  c[u'il  a  obtenus  dans  ses  re- 
cherches expérimentales. 

Deux  ans  avant  l'apparition  de  la  théorie  de  Laplace,  vers  la  fin 
de  i8oo,  le  mathématicien  anglais  Young  (' )  présenta  à  la  Société 
Royale  de  J^ondres  une  dissertation  siu-  la  cohésion  des  liquides.  Jl 


(')  Hjchodyitamique,   i^SS. 

(')  Clairaut,   Théorie  de  la  fgure  de  la  Terre,  17^1. 

(')  Segner,  De  fguris  sitperjicierum  fluidorum  {Comment.  Societ.  Scient.  Cn'itin^. 

,;5.). 
(■•)  ^'()^■^(;,  Jn  c.virn    on  tiic  cohésion  of  fluids  [Phil.   Trnnsacliona,   iSu")). 
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admettail  aussi  roxistence,  dans  les  couches  superficielles,  des 
forces  particulières  de  cohésion.  Se  fondant  snr  cette  hypothèse,  il 
a  établi  l'équation  de  la  surface  du  liquide  et  a  découveit  la  gran- 
deur constante  de  l'angle  que  fait  cette  surface  avec  la  paroi  du 
tube.  Young  se  proposait  de  développer  sa  théorie,  mais  il  fut  ar- 
rêté par  l'apparition  de  l'Ouvrage  de  Laplace.  Ul  térieurcnient  Young 
se  borna  à  laire  sur  la  théorie  de  Laplace  quelques  remarques,  in- 
sérées dans  le  Course  of  Lectures  on  Naturnl  Philosophj,  pour 
l'année  1807. 

Laplace  (  ')  expliqua  les  phénomènes  capillaires  par  l'attraction 
des  molécules.  Sa  théorie  peut  servir  de  modèle  quant  aux  recher- 
ches ayant  trait  aux  phénomènes  physiques,  à  l'aide  de  l'Analyse 
mathématique.  L'auteur  fait  ici  une  remarque  inexacte,  que  la 
théorie  de  Laplace  ne  met  pas  en  évidence  la  grandeur  de  l'angle 
fait  par  la  surface  libre  du  lif[uide  avec  la  paroi  du  vase.  Dans  les 
Suppléments  2  et  3,  Laplace  établit  la  vahuir  de  cet  angle. 

Gauss  (-]  a  exposé  une  autre  théorie,  fondée  aussi  sur  l'attrac- 
tion moléculaire,  mais  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Laplace  et  Gauss  n'ont  pas  assez  remarqué  cette  circonstance, 
que  les  couches  superficielles  de  tous  les  liquides  possèdent  des  pro- 
priétés particulières,  cjui  les  distinguent  de  la  masse  intérieure  ^  la 
cohésion  des  molécules  superficielles  est  plus  considérable. 

Poisson  (^),  dans  son  Ouvrage  fondé  sur  l'hypothèse  de  l'attrac- 
tion intermoléculaire,  remarqua  aussi  ce  changement  rapide  de 
densité  à  la  surface  des  liquides.  Dans  cet  Ouvrage,  Poisson  a  étudié 
si  complètement  tant  de  questions  diverses,  qu'il  a,  pour  ainsi  dire, 
épuisé  toute  la  théorie  de  la  capillarité. 

L'auteur  a  oublié  d'indiquer  ici  la  grande  importance  des  expé- 
riences de  Simon,  dans  la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  Ces 
expériences  ont  clénu)ntré  que,  dans  le  cas  de  tubes  très-étroits, 
l'ascension  n'est  })as  inversement  proportionnelle  au  diamètre  du 
tube,  et  alors  la  tb('orie  de  Poisson  est  en  défaut  :  ce  qui  décida 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  à  mettre  au  concours  le  complé- 
ment, dans  ce  sens,  de  la  théorie  de  Poisson. 


(')   I,,\ri.A(;i;,  Dlectuiiqiie  céleste,  l.  IV. 

(')  Oavss   If'crke,  t.  V  :  Principiti  ffeneralia  tlieor!(v  /liiidoriiin  in  sttitii  irijuilihrli . 

(')  Poisson.   S'nnvvllc  thrnric  <ir  l'action  capillaire,  i83i. 
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Le  professeur  Davidof  (  '  )  prend  soin  d'accorder  la  théorie  de 
Poisson  avec  la  théorie  générale  d'éqnilibre  des  lif|uides,  à  l'aide 
du  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  en  même  temps  il  s'occupe  des 
circonstances  physiques  ayant  un  rapport  essentiel  avec  ce  sujet. 

Son  Ouvrage  remarquable  se  compose  de  deux  Parties.  Dans  la 
première,  intitulée  Théorie  physique  des  phénomènes  capillaires, 
sont  réunis  et  systématisés  les  résultats  des  recherches  expérimen- 
tales relatives  à  ces  phénomènes  ;  dans  la  seconde  est  exposée  la 
théorie  mathématique  de  la  capillarité. 

En  i8j9,  Paul  du  Bois-Keymond  (-)  soutint  à  Berlin  une  dis- 
sertation consacrée  à  la  théorie  de  la  capillarité,  où  il  a  exposé  la 
théorie  du  potentiel  des  forces  capillaires,  et  a  donné  une  série  de 
formules  auxiliaires  pour  transformer  les  intégrales  doubles  en  in- 
tégrales simples.  Certaines  de  ces  formules  se  trouvent  dans  les 
œuvres  de  Laplace  et  de  Poisson  ;  cependant  du  Bois-Reymond  les 
a  établies  indépendamment,  en  considérant  la  variation  de  la  sur- 
face. Du  Bois-Reymond  ramène  à  quatre  problèmes  fondamentaux 
toutes  les  questions  relatives  à  la  théorie  de  la  capillarité.  La  solu- 
tion du  quatrième  problème,  relatif  à  l'équilibre  d'un  corps  llottant, 
appuyée,  d'après  l'opinion  de  M.  Groméka,  sur  une  liypothèse 
inexacte,  l'a  amené  à  des  conclusious  erronées,  relativement  au  rap- 
port existant  entre  le  volume  total  d'un  corps  flottant  et  sa  partie 
immergée. 

D'après  l'avis  de  l'auteur,  pendant  que  la  théorie  de  Laplace  est 
arrivée,  par  suite  des  travaux  des  savants  nommés  plus  haut,  à  un 
développement  notable,  la  méthode  de  Young  se  développait  beau- 
coup plus  lentement  et  trouvait,  pendant  un  certain  temps,  peu 
de  partisans.  En  i845  et  1846,  Hagen  (^)  a  repris,  dans  vme  série 
de  Mémoires  et  au  point  de  vue  de  Young,  la  théorie  générale  de 
la  capillarité  et  plusieurs  cpieslions  particulières  qui  s'y  rapportent. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  physiciens.  Plateau,  Lamarle,  Van 
der  IMeusbrugghe,  etc.,  se  sont  servis  de  l'hypothèse  sur  la  cohésion 
superiici(dle  des  liquides,  dans  leur  examen  des  phénomènes  capil- 
laires. Le  nombre  des    imitateurs    de    Young    croit   constamment, 


(')  Davidoi-.  Teovin  HannAAupHbixv  MHAeniù,  i8ji.  M.ocKBa. 

(')  P.  DU  Bois-Revmond,  De  œqiiUihrio  fluidorum.  Dissertatio  iiiaugnralis. 
(")  Haoen,  Dcnhschrificn  dcr  Berl.  Jhad.,  i8'|5  cl  iS,-!';. 
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d'après  l'avis  de  l'auteur,  qui  expose  brièvement  la  polémique  des 
partisans  de  deux  directions  dans  le  Journal  de  Pltjsif/iw  de  d'Al- 
meida.  En  premier  lieu,  Moutier  (  '  )  y  inséra  uu  article,  en  vue  de 
démontrer  la  supériorité  de  la  théorie  de  Laplace.  llenouvelant  les 
reproches  faits  à  la  théorie  de  \oung,  qu'elle  est  fondée  seulement 
sur  l'analogie  entre  la  couche  superticielle  d'uu  liquide  et  une 
mince  plaque  élastique,  Moutier  démontre  que  la  théorie  de  l'attrac- 
tion moléculaire  est  suffisante  pour  expli(pier  tous  les  phéno- 
mènes capillaires,  sans  qu'on  ait  besoin  dune  hypothèse,  sur 
l'existence  d'une  mince  plaque  élastique  sur  la  surface  d'un  liquide. 

Dans  le  même  Volume  se  trouv(;  une  Lettre  de  \  an  der  Mens- 
brugghe,  qui  combat  chaudement  l'opinion  de  Moutier,  que  l'idée 
d'extension  est  tout  à  fait  inutile.  Ayant  remarqué  que  cette  idée 
n'exclut  point  la  justesse  de  la  théorie  de  Laplace,  et  rappelant  l'essai 
de  Lamarle  (-)  pour  expliquer  l'extension  précisément  par  cette 
théorie,  ^  an  der  Mensbrugghe  indique  les  travaux  de  Quincke,  de 
Lûstye  et  de  beaucoup  d'autres.  Les  problèmes  si  nombreux,  ajoute 
Van  der  Mensbrugghe,  examinés,  sinon  résolus,  parées  savants,  ont 
suffisamment  démontré  la  grande  utilité  de  ce  point  de  vue,  qui  ne 
tardera  pas  à  être  introduit  dans  les  Cours  de  Pbysique. 

Dans  le  même  Journal,  on  rencontre  aussi  les  essais  de 
Duclaux  (  ^  )  pour  réaliser  la  pensée  de  \  an  der  Mensbrugghe  et  fon- 
der, sur  le  principe  de  la  cohésion  superficielle  des  liquides,  une 
théorie  élémentaire  des  phénomènes  capillaires.  Lne  tliéorie 
pareille  se  trouve  dans  le  Manuel  de  Grashof. 

Tel  est  l'aperçu  historique  du  progrès  de  la  théorie  de  la  capilla- 
rité que  l'auteur  a  cru  devoir  donner  au  lecteur,  pour  mieux  ap- 
précier son  propre  point  de  vue  sur  cette  théorie. 

Après  avoir  mis  en  évidence  que  les  deux  directions  suivies, 
dans  l'étude  de  la  théorie  capillaire,  diifèrent  non-seulement  clans 
ces  bases,  mais  deviennent  même  incompatibles  entre  elles,  dans 
l'exposition  de  certains  écrivains,  l'auteur  cherche  à  établir  son 
point  de  vue  particulier  surin  tlu'oric  de  la  (•()lié>i()n  superficielle 


(')  MocTiF.n,  Journal  de  P/ijsique  de  1\I.  d'Alineida,  t.  I. 

Cj  Atii.  DlPRK,  Comptes  rc/idin  des  sénnce^  de  l' Académie  des  Sciences.  I.  I,\I\'; 
1KG7. 

(')  DlCLAlx,  Sur  la  capillarité.  V.\U\ù\.  d'un  lra\;iil  imilil  ;  Tlirorie  éleniriitairr  ilr 
la   capillarité  (^.lournal  de  d' .4lineidii.    |S-  >    . 
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(les  liquides.  Il  soutient  que  ee  point  de  vue  est  capable  d'accorder 
les  deux  directions  et  de  justiiier  la  théorie  de  \oung  de  la  principale 
des  objections,  qu'elle  n'est  pas  suffisamment  établie  sur  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Mécanique  rationnelle. 

On  sait  que  la  solution  théorique  des  problèmes  où  il  est  ques- 
tion des  forces   moléculaires   devient  plus  facile  en  y  introduisant 
l'idée  auxiliaire  de  la  pression.  Cauchy  définit  la  pression  comme 
la    résultante    d'un   certain    système   des   forces  moléculaires  mu 
tuelles. 

Cette  idée  se  prête  avantageusement  à  l'étude  de  l'équilibre  et 
du  mouvement  des  corps  élastiques,  liquides,  etc. 

L'auteur  croit  que  l'application  de  cette  idée  aux  phénomènes 
capillaires  conduit  à  la  théorie  de  la  cohésion  superficielle  et  sup- 
prime sa  discordance  avec  la  théorie  de  Laplace.  Remplissant  sa 
tâche,  l'auteur  commence  par  l'exposition  des  théorèmes  généraux 
relatifs  à  la  pression,  découverts  par  Cauchy  et  rentrés  déjà  dans 
quelques  cours  d'enseignement.  Dans  la  méthode  analytique,  il 
commence  par  les  équations  de  du  Bois-Reymond,  représentant  le 
rapport  entre  les  intégrales  dont  les  unes  s'étendent  sur  une  partie 
de  la  surface  courbe  et  les  autres  sur  le  contour  de  cette  surface. 
D'après  son  avis,  ces  équations  sont  utiles,  tant  pour  l'établisse- 
ment d'une  des  principales  conditions  d'équilibre  capillaire,  rela- 
tives à  la  surface  libre  d'un  liquide,  que  pour  la  démonstration  des 
théorèmes  relatifs  aux  diverses  portions  d'un  volume  liquide.  Ces 
équations,  d'après  l'avis  de  l'auteur,  sont  la  partie  fondamentale  de 
la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  A  l'aide  de  ces  équations  et 
des  conditions  d'équilibre  des  forces  capillaires,  il  démontre  le  re- 
marquable théorème  suivant,  qui  peut  être  considéré  comme  une 
généralisation  de  la  loi  d'Archimède  : 

Lorsqu'un  corps  (juelcoiujue  flotte  librement  sur  la  surface 
horizontale  d'un  liquide,  une  certaine  portion  de  ce  liquide 
s^ élève  ou  s'abaisse  autour  de  sa  surface,  et  la  somme  des  masses, 
exprimées  près  du  niveau  de  flottaison,  est  égale  à  la  somme  de 
ces  masses  par  lesquelles  les  j)/emières  sont  remplacées. 

Laplace  (*)  a  déduit  ce  théorème  de  la  considération  d'un  large 

(' j  Lapi-Act,  Mi-raiilqur  céleste,  t.  IV  (^Siippl.).   p.    "'i. 
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canal  rempli  de  liquide  et  terminé  par  deux  branehes  coudées  ver- 
ticalement. 

Poisson  a  remarqué  que  cette  méthode  de  démonstration  est  in- 
suffisante, au  point  de  vue  de  la  théorie,  et  a  démontré  ce  théorème 
seulement  pour  le  cas  particidier  où  le  corps  llottant  est  limité 
par  une  surface  de  révolution  d'axe  vertical. 

L'auteur,  dans  les  §  24  à  29  de  son  Ouvrage,  donne  une  démons- 
tration de  ce  théorème,  pour  les  hypothèses  les  plus  générales. 
En  outre,  il  considère  les  relations  qui  existent  entre  les  positions 
des  centres  de  gravité  des  masses  considérées,  dont  ne  parlent 
ni  Laplace  ni  Poisson.  Il  soutient  enfin  que  les  hypothèses  erro- 
nées de  du  Bois-Pvcymond  relatives  à  ce  problème  l'ont  conduit  à 
des  formules  erronées. 

L'Ouvrage  de  M.  Groméka  contient  trois  Chapitres,  intitulés  : 

1°   Conditions  générales  d'éi/ailibre  des  liquides; 

2°  Propriétés  des  surjaces  de  séparation  de  deux  liquides  ', 

?>^  Equilibre  des  corps  Jlottants. 

Bien  que  l'Ouvrage  analysé  laisse  certaines  questions  sans  solu- 
tion complète,  on  ne  peut  cependant  nier  son  utilité,  par  suite  d'un 
nouveau  point  de  vue,  pris  par  l'auteur,  dans  son  essai  de  traiter 
cette  théorie.  Enfin  l'exposition  est,  dans  certains  cas,  très-brève 
et  très-simplitiée.  N.  Bougaïef. 


RICCARDI  (Prof.  PiExno).  —  Cenni  sulla  storia  della  Geodesia  in  Italia 
DALLE  EPOCHE  FIN  OLTRE  ALLA  META  DEL  SECoi.o  \ix.  Parte  prima.  Bologna, 
Tipi  Gamberini  c  Parmeggiani,  1879.  ln-4'^',  100  pages,  1  planche  (•'). 

L'auteur,  bien  connu  par  une  longue  série  de  monographies 
historiques,  commence  avec  ce  premier  fascicule  son  histoire  de  la 
Géométrie  pratique  en  Italie,  entreprise  qui  sera  d'autant  plus 
importante  et  plus  digne  d'intérêt,  qu'elle  peut  être  regardée,  à  un 
certain  point  de   vue,  comme  faisant  suite  à  l'excellent  Livre  de 


(')  Poisson,  Noin'clle  théorie  dt:  V dciion  capillttirc,  p.    i()8. 

(')    Extrait    (U-s    Mi-moiic  cU-W Acradvinia   ilrllc   Sricnzc  ileW  Isliiuto   <lt    Bolos^iia, 
3*  série,  l.  X. 
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M.  Cantor,  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  ce  Bulletin  (').  Au 
début,  les  deux  auteurs  traitent  le  même  sujet  j  toutefois,  M.  Ric- 
cardi  sait  encore  ici  faire  preuve  d'une  incontestable  originalité. 
Nous  allons  esquisser  à  grands  traits  la  marche  du  développement 
des  idées  de  notre  auteur. 

L'Introduction  examine  les  travaux  des  Grecs  rpii  se  rapportent 
à  la  Géodésie  et  à  la  Géographie  mathématique;  puis  viennent  les 
Étrusques,  sur  lesquels  on  n'a,  il  est  vrai,  que  peu  de  renseigne- 
ments positifs,  et  ensuite  les  Romains.  Une  explication  très-inté- 
ressante, appuyée  d'un  dessin,  nous  fait  connaître  l'instrument 
d'arpentage  de  l'ancienne  Italie,  la  groina;  M.  Riccardi  établit 
{p.  24)  que  les  auteurs  récents  qui  se  sont  occupés  de  la  disposition 
de  cet  instrument  (-)  ont  le  plus  souvent  laissé  de  côté  les  recher- 
ches importantes  sur  cette  question  de  Gavedoni  et  de  Promis.  Le 
deuxième  Chapitre,  consacré  au  célèbre  Ouvrage  de  Léonard  de  Pise, 
contient  encore  bien  plus  de  faits  nouveaux,  du  moins  pour  les 
étrangers  à  l'Italie.  On  doit  savoir  gré  à  l'auteur  d'y  avoir  fait  con- 
naître les  commencements  du  tracé  scientifique  des  Cartes,  et  en 
particulier  le  fameux  plan  du  monastère  de  Saint-Gall,  de  même 
({ue  nous  pensons  qu'en  présence  des  connaissances  mathématiques 
dont  la  possession  distinguait  si  avantageusement  ce  monastère  des 
autres  établissements  on  ne  pouvait  s'empêcher  de  porter  sur  ce 
sujet  une  attention  spéciale.  D'un  certain  Alberti,  qui  vivait  vers  le 
milieu  duxv*'  siècle,  on  peut  citer,  outre  ses  essais  hydrométriques, 
un  projet  pour  mesurer  les  profondeurs  de  la  mer,  qui  fut  repris, 
deux  cents  ans  plus  tard,  par  l'encyclopédique  Hooke.  Le  premier 
Livre  imprimé  en  Italie  dans  lequel  il  soit  question  de  Géométrie 
pratique  est  le  Traité  de  Valturio,  De  ve  militari  (1472).  Viennent 
ensuite  les  Ouvrages  bien  connus  de  Pacioli,  le  Lihro  di  Aritme- 
tica  e  Geometiia  speculatiua  e  prnticale  (  iS^ô),  dans  lequel  on 
revient  à  la  méthode  des  coordonnées  d'Héron,  et  la  Nova  Scientia 
de  Tartaglia.  Le  grand  peintre  Raphaël  nous  est  présenté  ici  sous 


(')  T.  X,  p.  161. 

(')  Parmi  ces  ailleurs,  M.  Riccanli  cite  Stoebcr  {Die  rômischen  Grundsteiiervermess- 
uiigen;  Miinclien,  1877  ),  mais  ne  cite  pas  Hankel,  dont  l'Ouvrage  {Zur  Gesdiichte  dt^r 
Mathemaiik  lin  Altrrdnun  iiml  MirtcIaltPr,  ]).  29S)  aurait  dû  être  mciitioiiné  au 
même  titre. 
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un  toul  autre  aspect  que;  celui  auquel  nous  sonnnes  habitués  :  ou 
nous  le  signale  comme  l'inventeur  de  la  hussola  délia  calaniita. 
y^ons  trouvons  une  introduction  systématique  à  la  science  de  l'ar- 
pentage dans  l'Ouvrage  de  Bartoli  (  i564),  dans  lequel,  entre  autres, 
il  est  fait  mention  d'une  triangulation  exécutée  dans  les  alentours 
de  Florence.  A  partir  de  là  commence  à  s'accroitre  notablement  le 
nombre  des  Ouvrages  consacrés  à  la  description  des  instruments 
géodésiques  et  des  procédés  de  mesure  nouvellement  inventés  \  il 
fallait  toute  l'immense  érudition  de  l'auteur  de  la  Biblioteca 
mnteuintica  pour  mettre  tous  ces  écrivains  chacun  à  leur  place.  Une 
circonstance  bien  digne  de  remarque,  c'est  que  des  rangs  des  hommes 
de  guerre  et  des  jurisconsultes  est  sorti  un  nombre  considérable 
de  Traités  de  Géométrie  :  tel  est,  par  exemple,  le  Tj  herias  de 
Bartolo,  auquel  toutefois  Boteon  (')  reproche  de  nombreuses 
erreurs.  Le  Livre  le  plus  importanlde  la  seconde  moitié  du  xvi*  siècle 
est  la  (jcometrin  pralica  de  Pomodoro ,  qui  représente  dans 
de  belles  planches  gravées  tout  l'assortiment  d'instruments  dont 
faisaient  usage  les  géodésistes  de  cette  époque. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  II,  considéré  plus  particulière- 
ment les  doctrines  qui  font  partie  de  la  Géométrie  pratique,  dans  le 
sens  étroit  du  mot,  l'auteur  consacre  spécialement  le  Chapitre  111 
au  développement  de  la  Géodésie  supérieure,  c'est-à-dire  de  la 
science  qui  s'occupe  de  la  mesure  et  de  la  représentation  des  parties 
de  la  surface  terrestre  dont  la  courbure  ne  saurait  être  négligée. 
L'auteur  jette  un  coup  d'oeil  sur  les  œuvres  de  traduction  et  nous 
dépeint  ensuite  l'état  des  connaissances  en  Géographie  matliéma- 
tique  chez  les  encyclopédistes  du  xiii^  et  du  xiv^  siècle,  chez  Bru- 
netto  Latini,  Ristoro  d'Arezzo,  Pietro  d'Abano,  Cecco  d'Ascoli,  et 
avant  tout  chez  le  grand  poète  et  polygraphe  Dante  Alighieri.  Il  est 
aussi  question  de  cette  étrange  hypothèse  dont  l'auteur  de  cet 
article  a  cherché  à  retracer  l'histoire  dans  le  troisièuie  fascicule  de 
ses  Sludien  zur  Geschiclite  der  m atheinatischen  und physikalischen 
Geograpliie  (-),  et  suivant  laquelle  l'enveloppe  fluide  du  globe 
terrestre  devrait  avoir  un  autre  centre  que  le  noyau  solide  propre- 
ment dit.  Toscanelli  sert  de  transition  à  la  part  considérable  qui 


(')  Foir  Kaf.STNF.H,  Geschichtc  der  Matltemotih.   t.  \.   p.   '^-\. 
(')  Voir  lluUrtiii,  III,,  S',. 


coMrïJ'S  uHNinis  irr  analyses.  471 

revient  aux  Italiens  dans  les  grandes  decouveiles  géographiques  di' 
la  lin  du  moyen  âge,  ainsi  que  dans  les  progrès  de  la  Cartographie. 
On  doit  aussi  une  mention  spéeiale  aux  travaux  entrepris  par  les 
Italiens  sur  la  Géographie  de  Ptolémée,  considérée  comme  la  prin- 
cipale source  de  la  Science.  Nous  apprenons  à  connaître  un  grand 
nombre  d'Ouvrages  de  Cosmographie  et  de  Recueils  de  Cartes-, 
parmi  les  premiers,  on  doit  remarquer  particulièrement  ceux  ào. 
Maurolycus  et  ceux  de  Barocius,  bien  connu  d'ailleurs  pour  ses 
recherches  sur  les  asymptotes.  La  lin  de  ce  Chapitre,  et  jusqu'à  pré- 
sent de  l'Ouvrage  entier,  contient  une  intéressante  délinition  de  ce 
que  l'auteur  entend  par  [iidaginl  i^eodeiico-iiauticke .  Relativement 
à  ces  dernières,  nous  renvoyons  à  l'interprétation  que  nous  avons 
donnée,  dans  le  sixième  fascicule  de  nos  Studieji  ('  ),  de  la  raxoii 
delmaiteloio,  que  M.  Riccardi  cite  seulement  en  passant  (p.  pS)^ 
nous  serions  heureux  de  voir  nos  vues  partagées  par  un  juge  aussi 
compétent  que  le  savant  auteur. 

Nous  avons  l'espoir  de  pouvoir  bientôt  rendre  compte  dans  ce 
Recueil  de  la  suite  de  cet  excellent  Ouvrage.  S.  G. 


SCHWERING  (D'  K.).  —  Dik  Parallelcurve  der  Ellipse,  als  Curve  vom 
Range  Eins,  unter  Anwendung  eiiies  neuen  Liniencoordinaleiisyslems.  Brilon, 
Wesipluilen,  iS;;. 

L'auteur  de  cet  intéressant  programme  scolaire,  bien  supérieur 
au  niveau  moyen  des  travaux  de  cette  nature  et  digne  à  ce  titre  même 
d'être  signalé  aux  lecteurs  de  l'étranger,  a  déjà  plusieurs  fois  entre- 
pris de  mettre  à  la  portée  d'un  public  plus  nombreux  les  recherches 
abstraites,  bien  connues,  de  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques, 
en  appliquant  ces  nouvelles  méthodes  à  des  problèmes  particuliers. 
Il  a  repris  aujourd'hui  la  même  voie,  et  à  l'intérêt  qu'olfre  déjà  pai- 
elle-même  la  discussion,  à  l'aide  des  fonctions  S-,  d'une  courbe 
remarquable,  se  joint  encore  une  autre  considération  importante, 
l'auteur  ayant  fait  usage  dans  cette  recherche  d'un  système  de 
coordonnées  encore  peu  connu,  mais  qui  évidemment  doit  offrir 

(')  Voir  Bulleliii.  III,,  \y  33u. 
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une  grande  utilité.  Ce  svstènie  a  été  décrit  pour  Ja  première  fois 
par  M.  Scliwering  dans  le  Tome  XXI  du  Zeilschriftàc  Sclilomilcli; 
mais  on  n'en  a  bien  apprécié  l'importance  spéciale  que  lorsque 
V.  Sclilegel  eut  démontré,  dans  le  Tome  XXIII  du  même  journal, 
que  le  système  de  coordonnées  de  lignes  en  question  se  comportait 
complètement  comme  le  réciproque  du  système  usuel  de  coordon- 
nées de  points,  et  que,  par  suite,  on  pouvait  être  certain  de  voir  ce 
système  se  développer,  comme  étant  à  la  fois  simple  et  facile  à 
manier. 

Le  Mémoire  actuel  confirme  pleinement  cette  attente.  INJ.  Scliwe- 
ring démontre  qu'une  courbe  de  rang  i,  déjà  traitée  autrefois  par 
Clebscli,  est  complètement  identique  avec  la  courbe  que  l'on  obtient 
en  portant  des  longueurs  égales  sur  les  normales  d'une  ellipse,  pro- 
longées à  l'extérieur,  et  joignant  leurs  extrémités  par  un  trait.  On 
voit  sans  difiiculté  que  l'étude  de  cette  courbe,  qui,  dans  le 
système  de  Scliwering,  aurait  pour  équation 


«"  -  ~o  v'4^'  ^  ("  -  •')'  ^"  +  ")  -+■  pr^  W  +  («  -  'n  =  «^ 

exige  impérieusement  l'emploi  d'un  système  de  coordonnées  de 
lignes.  IMais  l'extrême  simplicité  avec  laquelle  l'auteur  parvient, 
à  l'aide  de  ce  système,  à  déduire  toutes  les  singularités  et  les  autres 
propriétés  fondamentales  ne  peut  être  appréciée  que  par  la  lecture 
du  travail  original,  que  nous  recommandons  à  tous  les  points  de 
vue.  S.  G. 


30.IOT4PEB13.  —  Teopiji  nli.ii.ixi)  KOAin.icKCHLix'b  'nice^ii.  ch 
npiuoiRenieMij  kij  HHTcrpajibiioMy  iiciiiciciiiio.  C.  IleTepGypn», 
1874.  -  In-4°,  Î74  pages  ('). 

Gauss  a  introduit  dans  l'Analyse  les  nombres  complexes  de  la 
lorme  a  -\-  bi  (-).  Ces  nombres  jouent  un  rôle  considérable  dans  la 


(')  Zoi.oTAREF,   Théorie  des  nombres   rntitrs   complexes  et   son  oppU'-titioii  au  Calcul 
intégral.  SnintPcleisboiirR,  187/1. 

OGaiss  JVerhe,  '.>.1U1.,  Theoria  residuoruni  biquailraticorum .  Commcntatio  secundn. 
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théorie  cIls  résidus  quadratiques  et  dans  celle  de  la  division  du  cercle 
et  de  la  Icmniscate.  Dans  ces  reclierclies,  l'algorithme  de  Gauss 
sert  de  point  de  départ;  à  l'aide  de  cet  algorithme  on  trouve  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  entiers. 

Après  la  théorie  des  nombres  complexes  de  la  forme  a  -f-  Z»/,  on 
a  commencé  à  s'occuper  de  l'étude  des  nombres  complexes,  dépen- 
dants des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité.  A  l'aide  de  ces 
nombres,  les  savants  essayèrent,  d'un  côté,  à  démontrer  le  théorème 
de  Fermât  sur  l'impossibilité  de  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation 


,,x_  a 


où  X  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  2  5  d'un  autre  côté,  l'étude 
de  ces  nombres  était  indispensable  pour  la  démonstration  de  la  loi 
de  réciprocité  des  résidus  des  degrés  supérieurs. 

Lamé  et  Cauchy  (  '  )  ont  fait  les  premiers  essais  dans  cette  direc- 
tion ;  mais  ces  essais  n'ont  pas  entièrement  réussi,  parce  que  ces 
savants  ont  pris  pour  base  de  cette  théorie  l'algorithme  pareil 
à  celui  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  ordinaires,  et  déduit  de  là  les  conséquences  semblables  à 
celles  qu'a  déduites  Gauss  des  nombres  de  la  forme  a  -f-  hi.  Les 
résultats  ont  démontré  que  cet  algorithme  n'est  pas  applicable  en 


général. 


Kummer  donna  le  premier  sa  remarquable  théorie  des  nombres 
complexes  dépendants  des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité. 
Kronecker  indiqua  l'application  de  cette  théorie  à  l'Algèbre  et  dé- 
montra que  toutes  les  équations  abéliennes,  dont  les  coeliicients  sont 
soit  les  nombres  entiers  ordinaires,  soit  les  nombres  de  la  forme 
a  +  hi^  sont  les  équations  de  la  divisiou  du  cercle  ou  de  la  Icm- 
niscate. 

Outre  les  nombi^es  complexes  dépendants  directement  des  racines 
de  l'unité,  on  a  étudié  aussi  les  autres  nombres  complexes,  ayant 
une  relation  avec  la  théorie  de  la  division  du  cercle.  L'Ouvrage 
d'Eisenstein  (  2)  se  rapporte  à  ce  genre  de  recherches. 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,   1847. 
(■_)   EiSENSTEiN,  Ueher  Fonnen  Z-ten  Grades  mit  3  Variabeln,  welclie  der  KreistJiei- 
lung  ihre  Entstehting  verdanken  [Journal  de  Crelle,  t.  28). 

Bull,  des  Sciences  ninthéni.,    2"  Sérip.  t.  III.  (Xovonihre  i^-ç).)  OJ 
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Le  professeur  Zolotaref  expose  la  tliéorie  des  nombres  complexes, 
dépendants  des  racines  de  l'équation  indéterminée 

F(.r)r=o 

d'un  degré  (pielconque,  à  coeiïicients  entiers,  dont  ceux  des  puis- 
sances les  plus  élevées  de  x  sont  égaux  à  l'unité.  Cette  théorie  est 
fondée  sur  les  propriétés  des  congruences  fonctionnelles. 

Les  propriétés  principales  des  congruences  rationnelles,  c'est-à- 
dire  les  propriétés  des  polynômes  à  coeflicients  entiers,  par  rapport 
à  un  certain  module  simple,  étaient  déjà  connues  de  (jauss  en  1797 
et  17985  l'exposition  de  ces  propriétés  forme  le  huitième  Chapitre 
de  ses  Disquisiiioiies  aritJnneticce.  M.  Serret  trouva  ensuite  ces 
propriétés,  les  développa  dans  son  Cours  d' yllgcbre  supérieure  et 
les  appliqua  à  la  théorie  des  équations.  Du  reste,  dans  son  Mémoire 
présenté  en  i865  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  M.  Serret 
remarque  que  les  premières  recherches  sur  ce  sujet,  C|uoique  à  un 
autre  point  de  vue,  se  trouvent  déjà  dans  les  travaux  de  Galois. 
L'ouvrage  de  Zolotaref  se  compose  de  quatre  Chapitres. 
Pour  établir  une  liaison  entre  la  théorie  des  iioinbres  complexes 
et  celle  des  congruences  fonctionnelles,  l'auteur  consacn;  le  pre- 
mier Chapitre  à  l'exposition  des  propriétés  de  ces  dernières.  Ce 
Chapitre  forme  la  base  de  la  théorie  des  nombres  idéaux. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  des  unités  com- 
plexes. L'auteur  y  expose  les  résultats  des  recherches  de  Dirichlet, 
Kummer,  Rronecker.  Ses  démonstrations  sont  appuyées  sur  la  pro- 
position de  l\L  Hermite,  relative  à  la  limite  du  minimum  des  formes 
quadratiques. 

Dans  le  Chapitre  lil,  l'auteur  généralise  la  théorie  de  Kummer 
de  nombres  complexes  dépendants  des  racines  de  l'unité  j  il  examine 
l'équation  irréductible 

F(.^■)  =  .r•"-^  r/i:r"-'-f-  ci^x"-^-  -!-.,.  +  a„_^.r.  -\-  a„  =  o, 

dont  les  coeflicients  sont  d(^s  nombres  entiers. 

Tous  les  nombres  complexes  dépendants  de  la  racine  Xo  de  cette 
équation  se  présentent  sous  la  forme 

où  ?07  ^1-  ^2-:  •  •  •  sont  des  nombres  enti<'rs  ordinaires. 
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Le  contenu  des  Cliapitres  III  et  IV  est  l'œuvre  propre  de  l'auteur. 

11  est  à  remarquer  qu'un  essai  de  généralisation  des  nombres 
idéaux  de  Kummer  fut  fait  par  Selling  (  '  )  ;  mais  cet  essai  n'a  au- 
cune relation  avec  l'Ouvrage  de  l'auteur.  Il  en  est  de  même  du 
remarqua])le  ouvrage  de  Dedekind,  où  celui-ci  s'occupe  des  multi- 
plicateurs idéaux,  mais  à  un  autre  point  de  vue. 

Le  Chapitre  IV  est  cojisacré  à  l'application  des  nouibres  coui- 
plexes  à  un  problème  du  Calcul  intégral.  On  découvre,  dans 
cette  application,  un  nouveau  lien  entre  la  théorie  des  nombres  et 
ce  calcul.  Ce  problème  est  : 

LJant  donnée  la  (lifjcrc-ntielle 

f .r  -f-  k]d.r. 


^ ,1-''  -+-  y  j;^  -\-  â.v'^  H-  s.r 


où  y,  ^,  £,  ^  sont  des  coefficients  réels,  A  le  paramètre,  reconnaître 
si  l'on  ])eut,  à  V aide  d  un  nombre  fini  d' opérations,  déterminer 
A  de  manière  que  l'intégrale  de  cette  diJJérenLielle  soit  exprimée 


en  logarithmes. 


Abel  a  démontré  encore  ([ue,  si  l'intégrale 


est  exprimée  en  logarithmes,  sous  la  foruK^ 


A  loii 


p-  vv'Ri-') 


où  p  et  q  sont  des  fonctions  de  ,r,  y  R(.ï)  est  développable  en  frac- 
lion  continue  périodique,  et  réciproquement 
11  a  démontré  aussi  que,  si  l'intégrale 


Ç  pcl.r 

,/v/RM 


(')  ^(whyw.r.n»  ZfitH-hrlft  fi'ir  l\Inth.  iinet  Phys..  iSfiS. 

33. 


.iyO  l'Ul'MlÈUE   PARTIIÎ. 

s"('\j)iimc  cil  loi^arilliiiu's,  elle  prciulra  la  l'orme 

où  C  est  une  coiistaiile  et  P  et  Q  des  fonetions  entières  de  .r,  satis- 
faisant à  réquali(3n 

P-—  Q-R(x)  =  const. 

Les  recherches  d'Abel  ne  conduisent  pas  directement  au  critérium 
désiré  5  car,  si  grand  que  soit  le  nombre  de  réduites  de  la  fraction 
continue,  résultant  de  la  décomposition  de  y/R(x),  qu'on  puisse 
calculer,  on  ne  saurait  encore  conclure  que  la  périodicité  ne  se  pré- 
sente pas  plus  loin.  Jusqu'à  ce  moment  le  critérium  qui  permet- 
trait d'affirmer,  après  un  nombre  fini  d'opérations,  que  la  diiféren- 
tielle  générale  y/ll(a:)  peut  ou  non  être  intégrée  en  logarithmes, 
n'existe  pas. 

Pour  le  cas  particulier  où  R(.r)  est  un  polynôme  du  quatrième 
degré  à  coefficieuts  rationnels,  l'académicien  Tchebychef  a  donné 
un  critérium  de  ce  genre,  très-remarquable. 

Tchebychef  (  '  )  a  exposé  la  méthode  d'intégration  de  la  dilféren- 
tielle 

(.r  H-  k.]dx 


^.r*  +  y  j:'  -t-  Sx^  -I-  e.r  +  Ç 


où  7.  0,  £,  'C.  sont  des  nombres  rationnels. 

D'après  cette  méthode,  l'expression  (i)  s'intègre  par  logarithmes, 
chaque  fois  que  cela  est  possible. 

Le  professeur  Zolotaref  a  démontré  cette  méthode  dans  son  Mé- 
moire intitulé:  Sur  la  mckhode  cl' intégration  de  M.  Tcliehyclief. 

Les  conditions  d'intégration  en  logarithmes  de  la  diflérentielle  (1) 
employées  par  l'auteur  sont  dilïérentes  de  celles  qu'avait  données 
Abel.  Ces  conditions  démontrent  clairement  la  liaison  du  problème 
de  l'intégration  de  cette  dilférentielle  en  logarithmes  avec  le  pro- 
blème de  la  division  des  fonctions  elliptiques.  Ces  conditions  ont 
été  établies  par  Weierstrass  (-)  pour  le  cas  général  où  l'on  considère 


(')  Tcili.RYcili  K,  Vtnllrtiu  dr  r Arfuh'inir  (le  Saint-Pclershour^,  t.  III,    tSGo. 
(',   Maiinl^^herlchtr  (1er  .■Ihadeiiiir  dei    U  ifSfenuhnfteii   :ii  Hci/iii,  l8.)^. 
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les  intégrales  d'une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Les  conditions  de  Weierstrass  font  dépendre  la  solution  du  pro- 
blème de  la  possibilité  d'exprimer  la  constante  donnée  à  l'aide  de 
valeurs  Ket  K|  sous  la  forme 

î ' 

où  V,  v'  et  X  sont  des  nombres  entiers. 

La  méthode  de  Tchebyclief  s'appliquait  au  cas  où  ).,  (î,  ê,  ^  sont 
des  nombres  rationnels. 

A  l'aide  de  sa  théorie  des  nombres  complexes,  le  professeur 
Zolotaref  a  réussi  à  résoudre  le  problème  de  l'intégration  de  cette 
dilférentielle  en  logarithmes,  dans  les  cas  où  y,  J,  £,  ^  sont  des 
nombres  réels  quelconques.  Ces  recherches  ne  doivent  pas  être 
confondues  avec  les  recherches  relatives  au  même  problème,  mais 
d'un  autre  genre,  faites  par  Weierstrass,  Clebsch  (^)  ot  autres. 

Pour  résoudre  son  problème,  Zolotaref  transforme  l'intégrale 


Jsl^' 


[x  -h  k]dx 


y.r^  -j-  Sx^  -\-  SX  -\- 
en  une  intégrale  de  la  forme 

[x  -\-  A.]dx 


;3) 


\J x[x  —  i)  [x  —  a)  [x  — 


où  a  et  (3  sont  les  valeurs  réelles  satisfaisant  à  l'inégalité  (3^  a  ^  i 
11  transforme  ensuite  l'intégrale  (3)  en  une  autre  delà  forme 


ou 


'3  +  B]rfz 


Sjz 


I 


+  ,8-i 


I  -I-  c.  —  3 


En  continuant  à  répéter  plusieurs  fois  de  pareilles  transforma- 
tions, l'auteur  démontre  que,  si  l'intégrale  (2)  peut  être  exprimée 

(')  Journal  de  Cielîe,  t.  64. 
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eu  logarillinies,  les  paramètres  suivants 


= 

[u  +  p- 

-'V. 

'•1 

Vi-f- 5- 

— 1\2 

'•2 

\'-^S 

—  a  j 

r-^'-'V, 

Vl  +  a  — 5;    ' 

i-'i  — 

\i  +  «,-fiJ 

doiveut  former  une  série  périodique,  e'est-à-dire  que,  dans  ee  cas, 
ont  lieu  les  égalités  a.j~- a,n-,  |5|j.  =  (^«o  •••,  où^^7«.  Le  théo- 
rème réciproque  est  vrai. 

En  partageant  les  valeurs  de  paramètres  a  et  |3  en  trois  classes, 
l'auteur  résout,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations,  le  problème  : 
si  l'intégrale  (2)  peut  être  exprimée  en  logarithmes,  ou  non.  L'au- 
teur appuie  sa  solution  sur  la  théorie  des  grandeurs  complexes, 
qu'il  a  établie. 

Le  professeur  Zolotaref  est  mort,  dans  le  plein  développement 
de  son  remarquable  talent  pour  les  Mathématiques  5  cette  mort  est 
une  perte  cruelle  pour  la  Science  russe.  ]N.  Bougaief. 


IIOCIIHEIM  (Professor  l)"^  Adolf).  —  Al  Kafî  fîl  Hisâb  (Geniigendes  liber 
Arithmetik)  des  Abu  Bekr  Muhammed  Ben  Aliiusein  Alkarkhî  nach  der 
aiif  der  herzoglich-gothaischcn  Sclilossbibliolbek  befindlichen  llandschrift. 
Verlag  von  Louis  Nebert.  Halle,  1879,  29  pages. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  dans  le  Balleliii  (  '  )  de  la  première 
Partie  de  cet  intéressant  écrit.  Alkarkhi  traite  d'ajjord  le  problènu; 
de  simplifier  les  expressions  numériques  compliquées,  chose  indis- 
pensable pour  l'auteur  arabe,  par  suite  du  manque  d'une  notation 
générale  pour  représenter  les  fi-actions,  et  les  <(  mettre  en  rapport  » 
avec  les  autres  nombres.  Ce  problème  n'est  posé  que  pour  les 
nombres  commensurables  5  deux  nombres  n'ayant  pas  de  diviseur 
commun  ne  [jcuvcntètrc  ((  mis  (m  rapport  ».  Pour  des  raisons  faciles 
à  comprendre,  l'un  des  ternies  des  rapports  à  former  est  générale- 


(')   Voir  Bulletin,  Jl,,  230. 
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uienL  le  nombre  60.  Dans  le  vingt  et  unième  Chapitre,  l'auteur 
traite  en  détail  la  multiplication  de  deux  séries  de  fractions  irréduc- 
tibles, et  cela  d'une  manière  qui,  d'après  l'opinion  de  l'éditeur,  ne 
se  trouve  chez  aucun  autre  auteur  arabe.  La  multiplication  et  la 
division  des  parties  du  cercle  est  naturellement  l'objet  d'une  atten- 
tion particulière.  En  abordant  la  théorie  de  l'exlraclion  de  la  racine 
carrée,  Alkarlvhî,  se  conformant  rigoureusement  au  langage  des 
géomètres  grecs,  indique  la  dillérence  entre  les  racines  rationnelles 
et  irrationnelles  en  les  nommant  «  racines  exprimables  et  inexpri- 
mables »  {^fixoL  xal  aXoya).  Sa  méthode  est  au  fond  la  méthode, 
bien  connue,  de  Théon  ;  cependant  on  trouve  chez  lui  l'expression 

approximative  )Ja-  4-  Z»  =  «  H •  La  théorie  des  proportions 

se  rattache  au  modèle  classique  donné  par  Euclide;  mais  elle  fait 
entrer  en  considération  les  besoins  de  la  vie  pratique  d'une  tout 
autre  manière  que  les  Grecs.  Avec  le  quarante-quatrième  Chapitre 
commence  la  partie  géométrique.  Parmi  les  définitions,  celles  des 
cercles  et  des  «  lignes  non  circulaires  »  tiennent  une  place  tout  à 
fait  à  part,  autant  du  moins  que,  pour  la  seconde  de  ces  définitions, 
on  peut  considérer  comme  exacte  la  correction,  d'ailleurs  très-plau- 
sible, que  M.  Hochheim  a  faite  au  texte.  Le  calcul  des  aires  des 
ligures  planes  se  rapporte,  à  l'exemple  des  géomètres  de  l'Inde,  à 
des  figures  dont  les  dimensions  sont  exprimables  en  nombres 
entiers-,  ainsi,  l'exemple  choisi  pour  le  trapèze  a  pour  les  quatre 
côtés  20,  iJ,  34?  i3,  et  pour  la  hauteur  12.  Le  calcul  des  segments 
de  cercle  est  aussi  très-intéressant.  Le  mérite  d'avoir  exactement 
déterminé  la  surface  convexe  d'un  cône  tronqué  appartient  bien  à 
Alkarkhi;  du  moins  la  vraie  formule  ne  se  rencontre  pas  chez  son 
collègue  Belia-Eddin.  Les  essais  de  cubature  contiennent  égale- 
ment beaucoup  de  résultats  originaux  et  nous  font  attendre  avec 
impatience  le  contenu  de  la  troisième  Partie  de  la  publication  de 
M.  Hochheim.  Le  fascicule  actuel  se  termine  par  ces  paroles, 
remplies  de  promesses,  du  géomètre  arabe  :  «  Après  avoir  mainte- 
nant traité  en  problèmes  les  remarquables  particularités  de  l' Arith- 
métique, je  vais  donner  dans  la  suite  les  problèmes  les  plus 
remarquables  de  la  Géométrie.  »  S.  G. 


i8o  l'KliMlKKE   PAKTII-. 
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NOTE  SUR  LA  FORMULE  QUI  SERT  DE  FONDEMENT  A  UNE  THÉORIE 
DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES; 

(Exlrail  d'une  Lettre  écrite  à  IM.  DarLoux), 

Par  m.  OSSIAN  BO^.^ET. 

Il  Y  a  longtemps  que  je  possède  une  solution  entièrement  satis- 
faisante de  Ja  question  assez  délicate  que  M.  du  Bois-Reymond 
>ient  de  traiter  dans  votre  dernier  Bullelin.  J'ai  fait  allusion  à 
celte  solution  dans  mon  "Mémoire  sur  les  séries  couronné  par 
l'Académie  de  13ruxi;]les  (note  au  bas  de  la  page  1 1),  et,  il  y  a  deux 
ou  trois  ans,  je  l'ai  communiquée  à  M.  Hermite,  qui  était  alors 
préoccupé  de  l'insuffisance  des  raisonnements  de  Poisson  et  de 
Caucliy. 

Peut-être  penserez-vous  qu'(3n  raison  de  leur  extrême  simplicité 
les  considérations  dont  je  fais  usage  pourront  encore  aujourd'hui 
intéresser  vos  lecteurs. 

a  et  Z»  >  a  étant  deux  nombres  Gnis  quelconques,  positifs  ounéga- 
lifs,  et  comprenant  un  nombre  quelconque  de  multiples  pairs  de  tt 
parmi  lesquels  nous  comptons  zéro,  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
Ncrs  laquelle  tend 


lorsque  a.  tend  vers  i  en  lui  restant  constamment  inférieure. 

Nous  supposerons  que  l'intervalle  de  a  h  b  ne  renferme  comme 
multiple  pair  de  t:  que  zéro,  de  sorte  que  a  sera  négatif  et  supé- 
rieur à  —  2  7r,  et  b  positif  et  inférieur  à  2  7r.  On  sait  du  reste  que  le 
cas  général  se  ramène  à  celui-là  en  décomposant  l'intégrale  pro- 
posée en  plusieurs  intégrales  partielles  et  en  faisant  pour  chacune 
de  celles-ci  un  facile  changement  de  variable.  Soit  e  un  nombre 
positif  que  nous  n'assujettirons  pour  le  moment  qu'aux  conditions 
d'être  inférieur  à  Z»,  à  2  7i  —  b  et  aux  valeurs  absolues  de  a  et  de 
—  271  —  a.   Décunq)osons  l'intégrale  (i)  en  quatre  de  la  manière 
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suivaiilc  : 


/         I  H-  «-  —  2«  cos.r        /       I  -f-  «"  — 


I  —  v})f[x)dx 


[  /      I  H-  K-  —  2a  cos.r       J ^     \  -\-  v}  —  iv. 

D'après  les  liypolhèses  faites  sur  e,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
de  jc  comprises  entre  les  limites  de  la  première  et  de  la  quatrième 
intégrale, 

cos.r<^coss, 
par  suite 

I  -H  «-  —  2 «  cos.r  ^  I  +  K-  —  2 «  ces», 
par  suite 

£ 

1  -h  a-  —  2«cos.r  ">  sur  -: 
2 


1  -f-  a-  —  IV.  cos î  =  (  I  —  «  )^  cos-  — h  (  I  -h  « )'  sm'  - 
est  évidemment 

>sin^l; 

et  enlin 

I 


< 


1  +  a-  —  2«  cos.i' 

sm"- 
2 


Donc,  si  l'on  appelle  M  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  à  la 
plus  grande  valeur  absolue  que  prend /"(x)  quand  x  varie  de  rz  à  Z», 
le  premier  et  le  quatrième  terme  de  la  somme  (2)  seront,  en  valeur 
absolue,  respectivement  moindres  que 


I  __  «2  ]  ^1  f  _  ^,  ]        f  r  __  C.2 1  M  h 


sin--  sm^ — 

2  2 


On  en  déduit  que  ces  deux  termes  tendent  vers  zéro  lorsque  a 
tend  vers  i,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  £,  pourvu 
que  cette  valeur  reste  invariable. 

Reste  à  trouver  les  limites  du  deuxième  et  du  troisième  terme 
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de  la  somme  (2),  ou  simplement  de  riiilégrale 


X 


I  r  —  «-  f[  x  '  (l.r 
I  -t-  «-  —  2  a  cos.r 


car  l'autre  intégrale  se  déduit  de  celle-ci    en  changeant  _y"(^)  en 

Décrivons  une  circonférence  de  rayon  i ,  et  sur  le  rayon  OS.  prc- 
nons  une  longueur  OF  =  a  <^  i;  regardons  x  comme  l'angle  formé 


par  le  rayon  variable  OM  avec  le  rayon  fixe  OA,  et  soit  TîOA  la 
valeur  particulière  de  x  désignée  plus  haut  par  e.  Tirons  FM  :  nous 
formerons  un  second  angle  jMFA,  fonction  de  x,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  y.   Psous  allons  d'abord  évaluer  la  dérivée  -y-»  Pour 

cela  donnons  à  x  un  accroissement  infiniment  petit  ù^x^  ce  qui 
amènera  OAI  en  0_M';  l'accroissement  infiniment  petit  correspon- 
dant Aj  de^^  sera  M'FAI,  et  nous  aurons 


dv  ,.  Al- 
— -  -=L  Inn  — 
dx  A.f 


M' F  M 
IM'OIM 


siiiM'FM 
corde  M' M 


sinFM'JI       siiiF^IT 


FM 


FAI 


INJT  étant  la  tangeute  à  la  circonlércnce  de  rayon  i  au  point  M;  ou 
peut  encore  écrire 

</r  _  cosFMO 

1c  ~~  ""FM~  ' 


Mais  1(!  triangle  OMF  donne 


FM  =1-1-  V?  —  l'A  cos.r,      K*  :==  I  -t-  FiM    —  :•  i'.M  cos  FMO  ; 
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donc 

dr  _i-h  v^i^  —  «^  __  i  1  —  «' 

^'^  aF^^  ^        2(1  4- «^ — 2acos^) 

d'où 

(  I  —  a-  )  <-/./• 


I  +  K- 2  «  COScf 


2^  —  dj,\ 


et  par  suite 

=:A-   /    (2^//  — r/u'j  = /c(2BFA  —  BOA), 

en  appelant  A  une  quantité  convenable  comprise  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit  f{x)  lorsque  x  varie 
de  o  à  £.  Faisant  maintenant  tendre  a  vers  i  ou  le  point  F  vers  le 
point  A,  en  laissant  e  constant^  c'est-à-dire  en  laissant  le  point  B 

fixe,  BFA  teudra  vers  BAX  =  -  -f-  BAC  =  --+--  BOA  ;  donc  la 

2  2  2 

limite  de  l'intégrale  sera  ttA'. 

A  représente,  avons-nous  dit,  une  certaine  quantité  comprise  enti^e 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit /(x)  lorsque 
X  varie  de  o  à  e;  mais,  comme  e  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on 
veut,  on  voit  que  A  ne  peut  être  quey(o)  ou  plutôt  quey(-f-  o), 
en  représentant  ainsi  la  limite  vers  laquelle  tendy(x)  lorsque  x 
tend  vers  zéro  en  restant  positif;  ainsi 


lim  /    ■ — ^ — z =  77/ 

J      1  -f-  v/ 2  «  cos  .r  ^ 


On  trouverait  de  même 

"  /(^)(l  — a^lr/,^ 


iim  /  — ^ — 4 —  =  ■^y  —  o  , 

J_    I  +  a-  —  2«  cosA' 

{y — o)  étant  la  limite  vers  laquelle  tendy(j::)  lorsque  x  tend  vers 
zéro  en  restant  négatif;  par  conséquent, 

/      1 -t- K^ — 2«cos.r  '■ 


(3) 
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Si  Je  seul  naulLi|)lc  pair  de  tt  compris  entre  a  et  Z»,  au  lieu  d'être 
zéro,  était  inr.^  on  aurait 

lim    t    i^-f)A-H'-    :...[/(,..  +  o)+/(..:r-o)], 
/       1  +  a^—  2«C()S.r  "-"^  ^  ;       -^  \  n' 

et,  si  a  et  ^  comprenaient  un  nombre  fini  quelconque  de  multiples 
pairs  de  7:,  2«7:,  2(/i4-i)Tr,  2(7* -4-2)7:,  ..,,  2(/i-f-/^l7r,  on 
aurait 

(,-«')/(.,-)rf.' 


I  lun  1     -^ 


(      /(2//77  +  o)+/[2(«  +  i)7r4-oj+/[2(//  +  2)7TH-o]+...-f-/[2(//-4-/j)T:  +  o; 

~  '■  j  +/^2//77  — o)+/[2(«4-l)77  — o]+/[2(«  +  2)7r  — o]-f-...-f-/[2(«+/^)-— O 

Ajoutons  encore  que,  lorsque  la  limite  supérieure  b  de  l'inté- 
grale est  un  multiple  pair  de  tt,  on  doit  introduire  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  un  nouveau  terme  égal  à  'ïif{l>  —  o),  et 
que,  lorsque  la  limite  inférieure  a  est  un  multiple  pair  de  7:,  ou 
doit  encore  tenir  compte  de  TtJ{u  -H  o). 


SUR  LE  TAUTOCHRONISME  QUAND  ON  A  ÉGARD  AU  FROTTEMENT; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Nous  supposerons  dans  cet  article  qu'un  point  matériel  soumis  à 
l'action  de  forces  dépendant  uniquement  de  la  position  de  ce  point 
soit  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe,  et  nous  nous  proposons 
de  former  l'équation  diUérenticlle  des  courbes  pour  lesquelles  le 
mouvement  de  ce  point  jouit  de  la  propriété  du  tautoclironismc 
quand  on  a  égard  au  frottement.  Aous  suivrons,  dans  ce  but,  la 
belle  méthode  donnée  par  M.  Puiscux  [Journal  (Je  Liouvilie, 
t.  XIX,  i'"''  série,  p.  4 18). 

Soient  T  et  N  les  composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile.  Désignons  par  \>  sa  vitesse  et  par  .v  l'arc  par- 
couru, conqité   à   partir  d'un   point  fixe  de  la   courbe.  L'équation 
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(liili-rciuitîllc  du  mouvoniont  scîra,  comme  on  sait, 

(■)  ^'l^-r-f^-fZ, 

(Is    2  p 

/  désignant  le  coeflicient  de  frottement  et  p  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  considéré. 

Cette  équation,  étant  linéaire,  aura  une  intégrale  de  la  foi'me 

^=:Cy(.v)-l--H.), 

©  et  ^  étant  deux  fonctions  de  s  à  déterminer,  et  l'expression    du 
temps  sera 

J  v'2\/Cçp(.v) -H  ■]-(>•) 

Pour  que  le  mouvement  jouisse  de  la  propriété  du  tautochro- 
iiisine,  il  faut  que  cette  intégrale  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

r   pv/.v 

J   V  A  -  P-^ 

P  étant  une  certaine  fonction  de  .v,  P'  sa  dérivée  et  A  la  constante 
arbitraire 5  on  aura  alors 

et 

[-)  -   ■    ~       p. 

Ou  voit  d'ailleurs,  ce  qui  était  évident  a  priori,  que  les  deux  li- 
mites entre  lesquelles  on  intègre  se  rapportent  au  point  P  =  y/A 
pour  lequel  la  vitesse  devient  nulle,  et  au  point  P  =  o,  pour  lequel 
il  y  aurait  équilibre  si  le  mobile  y  était  placé  sans  vitesse  initiale. 

Exprimons  que  la  valeur  (2)  de  u  satisfait,  quelle  que  soit  la 
constante  A,  à  l'équation  différentielle  (i)^  nous  aurons  les  deux 
équations 


(/{' 

77/1 

s/a—V' 

2 

A  —  P2 
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Pour  intégrer  la  première,  introduisons  coniinc  nouvelle  variable 
l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  .r.  En  le  dé- 
signant par  w,  on  aura 

rh 

et  la  première  des  équations  (3)  nous  donnera 

P'  =  ef"'. 

On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  inutile  d'introduire  une  con- 
stante arbitraire. 

Portons  celte  valeur  de  P' dans  la  seconde  équation  (3)  ;  nous 
aurons 

et,  en  difFérentiant  les  deux  membres, 

(4)  ^P,=/(/N-T]+f  (/N-T): 

c'est  l'équation  diirérentielle  de  la  courbe  cliercliée. 

Nous  allons  faire  deux  applications.  Supposons  d'abord  que  la 
force  qui  agit  sur  le  mobile  soit  la  pesanteur  et  que  l'axe  des  j  ait 
été  pris  vertical,  on  aura 

d.T 

et  l'équation  (4)  deviendra 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
frottement.  Donc  : 

La  cycloïde  est  la  seule  courbe  plane  qui  jouisse  de  la  propriété 
iîu  taufochronisme  par  rapport  au  mouvement  â' un  jyoint  jwsant . 
(juand  on  tinr/f  compte  du  jroltement . 
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En  sccoml  lieu,  traitons  le  cas  où  la  force  est  ceiilrale.  Si  l'on 
considère  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mou- 
voir comme  l'enveloppe  de  la  droite 

.r  sin  M  —  y  cos  m  r=  -A  [  o)  ) , 

on  trouvera  aisément  qu'en  appelant  /•  la  distance  à  l'origine  et  en 
désignant  par /'©(/•)  la  loi  de  la  lorce  émanant  de  ce  point,  on  a 


L'équation  (4)  deviendra 

[^  +  ?(0  -  ^-f  m  -  f  )]  ("^  +  V]  =  -^  [P+  ')  'f[r). 

C'est  une  équation  du  second  ordre  en  ^  qui  parait  d'une  intégra- 
lion  dilîicile. 

Mais,  si  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  <^[r)  sera 
une  constante  ^,  et  l'équation  deviendra 


(A  +  'ji-i  +  'n --='/•+■)*■> 


Celte  équation  est  encore  de  même  forme  que  dans  le  cas  où 
il  n'y  a  pas  de  frottement.  Donc  : 

L'épicjcloïde  esL  la  seule  courbe  plane  tautochrone  pour  des 
forces  centrales  proportionnelles  à  la  distance,  lorsqu'on  tient 
compte  du  frottement. 

En  terminant,  nous  signalerons  un  élégant  article  de  M.  Halon 
de  la  Goupillière  [Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  2®  série,  p.  204), 
dans  lequel  il  est  démontré  que  l'épicycloïde  est  la  courbe  la  plus 
générale  pour  laquelle  la  loi  de  la  force  soit  comprise  dans  la  for- 
mule générale  de  Lagrangc  relative  au  tautoclironisme.  Mais, 
comme  le  fait  l)!(!n  justement  remarquer  M.  Halon  de  laGoupillière, 
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la  formule  de  Lagraiige,  qui  contient  des  fonctions  arbitraires  d'une 
seule  variable,  est  très-loin  de  donner  la  solution  générale  du  pro- 
blème du  tautoclironismc,  et  il  résulte  des  remarques  de  ÎNI.  Ber- 
trand que  la  formule  qui  doit  remplacer  celle  de  Lagrange  doit 
contenir  dans  son  expression  une  fonction  arbitraire  de  deux 
variables.  La  reclierclie  que  nous  avons  entreprise  dans  cet  article 
n'était  donc  pas  inutile. 

Nous  ferons  d'ailleurs  remarquer,  en  terminant,  que  la  méthode 
suivie  pourrait  encore  s'appliquer  sans  modification  si  l'on  intro- 
duisait une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et 
même  de  la  forme 


1^  nftriM^ — 
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KOENIGSBERGER  (L.).  —  Zur  Geschichte  der  Théorie  der  elliptischen 
Traxsce,\de>ten  in  den  Jaiiren  1826-29.  Leipzig,  1879.  —  i  vol.  in-8°, 
io4  pages. 

Voici  un  demi-siècle  que  Jacohi  a  fait  paraître  les  Fiuidamcnta 
nova  et  qu'Aljel  est  mort;  M.  Koenigsberger,  A  l'occasion  de  cet 
anniversaire,  a  publié  une  intéressante  étude  historique  sur  celte 
période  de  trois  années,  si  riche  en  découvertes  de  premier  ordre, 
où  Abel  et  Jacobi  employèrent  à  l'cnvi  les  ressources  de  leurs  rares 
génies  à  la  fondation  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le 
Volume  de  M.  Koenigsberger  se  termine  par  une  analyse  de  ceux 
des  papiers  posthumes  de  Gauss  qui  se  rapportent  à  cette  théorie; 
on  en  trouvera  plus  loin  la  traduction  à  peu  près  complète.  Lt- 
sujet  olfre  en  lui-même  un  vif  intérêt,  et  celui  qui  l'a  traité  est  aussi 
compétent  qu'il  est  possible.  Nous  résumons  d'abord  rapidement  la 
partie  historique  de  son  Livre. 

C'est  à  la  découverte  d'Euler  qu'on  peut  faire  commencer  l'his- 
toire de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques.  En  i  ^86  Legendre 
publia  le  Mémoire  sur  les  mtégrations  par  des  arcs  d'ellipse, 
en  1793  le  Alémoire  sur  les  transcendantes  elliptir/ues  ;  \\  réunit 
ses  recherches  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  sur  divers 
ordres  de  transcendantes  et  sur  les  quadratures  (181 1-1819),  ^^ 
plus  tard  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales 
eulériennes  (1825-1826).  Abel  et  Jacobi,  au  moment  de  la  publi- 
cation de  leurs  premiers  travaux,  ne  connaissaient  que  les  Exercices. 

Le    Traité   contient   la   réduction   des    intégrales   de    la   forme 


/ 


Vd.i 


où  P  est  une  fonction  rationnelle  et  R  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme du  quatrième  degré,  aux  trois  types  fondamentaux,  la  réduc- 
tion à  la  forme  normale  au  moyen  d'une  transformation  linéaire, 
le  théorème  de  l'addition  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
l'application  de  ce  théorème  à  la  multiplication  et  à  la  division. 

Bull,  (les  Sciences  niritli.,   2"  série,  t.  11!.  (Déconibre  1S79.)  34 
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Le  tlu'orènie  de  l'acUilion  des  intégrales  elliptiques  de  seconde 
espèce  donne  à  l'auteur  l'occasion  de  réunir  les  divers  tliéorèmes 
connus  depuis  longtemps  sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 
L'élude  de  l'intégrale  complète  le  conduit  à  la  relation  célèbre 

FE'—  F'E  —  FF'=  -, 

2 

généralisée  par  Weierstrass  et  Piieniann. 

Les  recherches  relatives  aux  intégrales  de  troisième  espèce,  que 
le  paramètre  vient  compliquer,  présentaient  de  grandes  diflicultés. 
Legendre  donne  plusieurs  résultats  importants,  notamment  les 
théorèmes  sur  l'addition. 

Il  fait  de  la  transformation  de  Landen  une  application  singulière- 
ment heureuse  et  féconde.  En  répétant  cette  transformation,  il 
parvient  à  former  une  chaîne  indéfinie  de  modules,  qui  fournit  une 
méthode  simple  pour  le  calcul  approché  des  intégrales  de  première 
et  de  seconde  espèce. 

Ce  point  appartient  à  la  théorie  de  la  transformation,  que  Legendre 
touche  d'ailleurs  dans  un  Chapitre  de  son  Traité  où  il  donne  en 
particulier  la  transformation  du  troisième  ordre,  en  restant  toute- 
fois principalement  préocupé  de  l'intérêt  que  ce  genre  de  recherches 
présente  relativement  au  calcul  numérique  des  intégrales  ellip- 
tiques. 

La  publication  du  Livr(.'  de  Legcîudre  précède  à  peine  celle  des 
premiers  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  travaux  qui,  ainsi  qu'il  a  été 
dit,  furent  entrepris  avant  que  leurs  auteurs  eussent  connaissance 
de  ce  Traité. 

Le  premier  travail  d'Abel  (publié dans  ses  papiers  posthumes)  est 
intiluh;  :  P/oprù'tcs  renui/t/uah/cs  do  la  Jonction  j'  =  (p(r)  dctor- 
luinc.c.  par  l' cipiation 


f{y)dy  —  (lr\i'[a  —  jj  \a^  —y).  .  .[a,„—r)  =0, 

f{j)  étant  une.  fonction  (pielcompie  de j  ,  (pu  ne  devient  pas  zéro 
ou  infinie  lorscpie  7  =  «,  <z,,  .  .  . ,  a„i. 

11  établit  la  périodi(;ilé  et  détermine  les  zéros  et  les  infinis.  Ainsi 
Abel,  dès  l'été  de  iSaS,  s'était  déjà  occupé  du  problème  de  l'inversion 
des  fonctions  hyperellipliques  et  était  par\enu  à  la  notion  de  la 
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double  périodicité  des  fonctions  elliptiques  5  il  ne  parait  pas,  d'ail- 
leurs, avoir  connu  le  résultat  démontré  plus  tard  par  Jacobi,  à  savoir 
qu'il  ne  peut  exister  de  fonction  uniforme  d'une  seule  variable 
ayant  plus  de  deux  périodes. 

Dans  le  Mémoire  Sur  une  propriété  rejuarcpiahle  d'une  classe 
très  étendue  de  fonctions  transcendantes,  il  parvient  au  théorème 
sur  l'interversion  de  l'argument  et  du  paramètre  pour  les  intégrales 
liyperelliptiques,  et,  dans  son  Extension  de  la  théorie  précédente, 
il  établit  une  propriété  analogue  pour  les  intégrales  d'une  équation 
différentielle  linéaire.  Sans  aucun  doute,  dès  l'année  1820,  non- 
seulement  Abel  était  en  possession  des  fondements  d'une  théorie 
étendue  des  fonctions  elliptiques,  mais  encore  il  s'etforçaitde  fonder 
une  théorie  des  intégrales  à  diiiérentielle  algébrique.  On  trouve 
dans  ses  papiers  posthumes  pour  cette  année  un  travail  Sur  la  com- 
paraison des  fonctions  transcendantes  qui  contien  1 1  a  généralisation 
célèbre  du  théorème  d'Euler  pour  l'addition  des  intégrales  ellip- 
tiques, généralisation  qui  est  regardée  à  bon  droit  comme  le  théo- 
rème fondamental  de  la  nouvelle  Analyse. 

Enfin  il  y  a  encore,  pour  cette  même  année  iSaS,  dans  les  papiers 
d'Abel,  un  travail  qui  contient  en  germe  les  recherches  publiées 
quelques  années  après  dans  le  Précis  d'une  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  On  y  trouve  la  réduction  aux  types  fondamentaux  de 
l'intégrale  elliptique 


/ 


(ît  la  relation  la  plus  générale  entre  de»  intégrales  elliptiques,  sous 
la  forme 


Cd.r             ,     r.vd.r              r       cl.r                                     ,     .     /"           d.r 
K   1  -=  +  K    / 4-  L      =  4-  .  .  .  -^  L    "  i 


sjR 


=  A  log ^^A^  -f-  A'  log ^^ 

P-QvU  P'-Q'vR 


Le  premier  Volume  du  Journal  de  Crelle  (  1 826  )  contient  le  Mé- 
moire d'Abel  (primitivement  rédigé   en  français)   intitulé    Ueher 

die  Intégration  der  Difjcrentialforniel  '-—  •>  wenn  R  und  p  ganze 

y/R 
Functionen  sind .  Abel  y  cherche  toutes  les  diilérenticlles  de  cette 

34. 
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rornic  dont  l'isitégralc  peut  s'oxprimer  par  une  fonction  de  la  forme 

log^- ^-Wi  et  montre  que  ce  problème  est  le  plus  général  qu'on 

puisse  se  poser  relativement  à  la  réduction  des  intégrales  de  la  forme 

r'—=z  à  des  fondions  logaritlimiques.  Ce  travail  fut  vraiscmbla- 

blement  remis  personnellement  à  Crelle  par  Abel,  lorsqu'il  passa  à 
Berlin  pour  se  rendre  à  Paris.  Holmboe,  l'éditeur  de  ses  OEuvres  com- 
plètes, rapjiorte  qu'Abel  lui  avait  dit  que,  «  lors  de  son  séjour  à 
Paris,  en  1 826,  il  avait  déjà  achevé  la  partie  essentielle  des  principes 
qu'il  avançait  dans  la  suite  sur  ces  fonctions,  et  qu'il  aurait  bien 
voulu  remettre  la  publication  de  ses  découvertes  jusqu'à  ce  qu'il  en 
eût  pu  composer  une  théorie  complète,  si,  en  attendant,  M.  Jacobi 
ne  s'était  mis  sur  les  rangs  )). 

Dans  cette  même  année,  Abel  communiqua  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  un  important  Mémoire  sur  les  intégrales  à  ditîé- 
rentielles  algébriques.  Ce  Mémoire,  écrit,  paraît-il,  d'une  façon  peu 
lisible,  ne  fut  l'objet  d'aucun  rapport.  On  en  demanda  copie  à  l'au- 
teur :  il  n'en  remit  point  et  le  laissa  là.  Il  ne  fut  publié  qu'en  184 1 
par  les  soins  de  Libri.  Il  contient  le  théorème  sur  l'existence  de 
l'équation 

Sf[''i^  Ji)^^-^'i  +  //(-f2i  Xt]  d.r,-h.  .  .-i-//(.r„,  j„;  =f, 

une  double  méthode  pour  la  détermination  de  la  fonction  algébrieo- 
logarithmique  ^^,  et  la  réduction  à  un  nombre  déterminé  des  inté- 
grales à  dillérentielle  algébrique.  Enlin  l'auteur  particularise  son 
théorème  pour  le  cas  où  l'irrationnelle  engagée  sous  le  signe  y*  est 
racine  d'une  équation  binôme,  et  donne,  sous  une  forme  explicite,  le 
théorème  sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques  et  hyperellip- 
tiques. 

JNon-seulement  Abel  laissa,  sans  s'en  occuper,  son  Mémoire  à 
l'Académie  des  Sciences,  mais  il  atlimdil  trois  années  pour  envoyer 
à  Crelle  (6  janvier  1829)  un  travail  sur  le  même  sujet,  intitulé 
Démonsiration  (Vtinc  proprirlé  gâncralc  d' une  cei  laine  classe  de 
fonciions  transcendantes.  C'est  une  exposition  rapide,  pareille  à 
celle  qui  a  été  trouvée  dans  les  papiers  posthumes  et  dont  il  a  été 
déjà  parlé. 
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En  décembre  1826,  il  dit  dans  une  Lettre  à  Holinboe  :  «  J'ai 
écrit  un  grand  Méaioir<;  sur  les  fonctions  elliptiques,  qui  renferme 
des  choses  assez  curieuses  et  qui  ne  manquera  pas,  je  m'en  flatte, 
de  fixer  l'attention  du  monde  littéraire.  Entre  autres  choses,  il 
traite  de  la  division  de  l'arc  de  la  lemniscate.  Ah  !  qu'il  est  magni- 
fique !  Tu  verras.  J'ai  trouvé  qu'avec  le  compas  et  la  règle  on  peut 
diviser  la  lemniscate  en  2" -h  1  parties  égales,  lorsque  le  nombre  2"-+- 1 
est  premier.  La  division  dépend  d'une  équation  du  degré 


mais  j'en  ai  trouvé  la  solution  complète  à  l'aide  des  racines 
carrées.  Cela  m'a  fait  pénétrer  en  même  temps  le  mystère  qui  a 
enveloppé  la  théorie  de  M.  Gauss  sur  la  division  de  la  circonférence 
du  cercle.  Je  vois,  clair  comme  le  jour,  comment  il  y  est  arrivé.  » 

Dans  une  Lettre  à  Creîle,  du  même  mois,  il  revient  sur  la  même 
pensée. 

Enfin,  le  4  mars  1827,  il  écrit  de  Berlin  à  Holmboe  : 

«  Mais  voici  le  Mémoire  c[ui  l'emporte  sur  tous  les  autres  : 
Tliéorie  des  fonctions  transcenda  nies  en  général  et  celle  des  fonc- 
tions elliptiques  en  j)articuliei\  Mais  ditiérons  de  t'en  faire  part 
jusqu'à  mon  retour.  » 

C'est  à  partir  de  ce  retour  en  jNorvége  que  commence,  à  propre- 
ment parler,  cette  lutte  glorieuse  avec  Jacobi,  dont  le  résultat  fut 
la  création  de  la  nouvelle  théorie. 

Ce  dernier,  dans  deux  Lettres  à  Schumacher  (i3  juin  et 
2  août  1827),  imprimées  en  septembre  1827  dans  le  n°  123  des 
Astronomische  Nachrichten ,  publia  ses  premières  découvertes 
sur  la  transformation  des  intégrales  elliptiques.  La  transformation 
générale  de  l'intégrale  de  première  espèce  y  est  donnée  sans  démons- 
tration; les  transformations  du  troisième  et  du  cinquième  degré  y 
sont  traitées  explicitement,  dans  leur  relation  avec  la  multiplica- 
tion et  la  division  par  3  et  par  5. 

Legendre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  avait  parlé  de  la  trans- 
formationdu  troisième  degré  dans  son  Traité, publiéenjanvier  1827, 
et  que  Jacobi  ne  connaissait  pas  encore;  dès  qu'il  eut  connaissance 
des  Lettres  à  Schumacher,  il  entama  avec  Jacobi  une  inqiortante 
correspondance,  que  le  Bulletin  a  publiée,  et  dont  M.  Koenigs- 
berger  domie  de  nombreux  extraits.  Le  géomètre  allemand,  avec 


4.j4  PRKMIÈUE  PAIITII'. 

uiK'  fiancliisc  qui  est  digne  de  son  génie,  y  reconnaît  qu'il  était 
])arvenu  par  induction  au  théorème  général  sur  la  transformation 
et  qu'il  l'a  publié  avant  d'en  avoir  une  preuve  rigoureuse. 

C'est  aussi  en  septembre  1827  que  parut  dans  le  deuxième  cahier 
du  second  Volume  du  Journal  (Je  Crclle  la  première  Partie  des 
RccJicrclws  sur  fes  fojiclions  ellipliques  d'Abel.  L'auteur  ne  con- 
naissait certainement  pas  la  Communication  de  Jacobi  lorsqu'il  avait 
rédigé  les  deux  Parties  de  ce  Mémoire,  comme  il  le  dit  lui-môme 
dans  nue  addition  à  la  seconde  Partie,  où  il  parle  de  la  Note  de 
Jacobi  insérée  dans  les  yistronomische  Nacltrichten  et  où  il  montre 
que  le  théorème  donné  par  celui-ci  sans  démonstration  est  contenu 
comme  cas  particulier  dans  une  formule  de  son  Mémoire.  Au  sur- 
plus, il  est  bien  certain  qu'Abel,  en  possession  depuis  deux  ans 
d'une  théorie  générale  dont  celle  des  transcendantes  clliptiqvics 
n'était  qu'un  cas  particulier,  était  sur  beaucoup  de  points  en  avance 
sur  Jacobi,  et  celui-ci  l'a  reconnu  lui-même;  il  est  sur  aussi  que 
c'est  à  ce  dernier  qu'on  doit  d'avoir  donné  de  cette  théorie  une 
construction  bien  ordonnée,  dont  les  diverses  parties  se  relient  et 
se  tiennent  jnutucllcmcnt. 

Dans  ses  Recherches,  Abel  définit  la  fonction  inverser  z=  (^{^y.) 
de  l'intégrale 

établit  le  tliéorème  de  l'addition  pour  cette  fonction  et  les  fonctions 
(correspondantes 


/(a)==v/i-6-^'/(a),      F(a)  =  v/'+^'' ?'(«)» 

montre  la  double  périodicité,  détermine  les  zéros  et  les  infinis  de- 
ces  fonctions,  développe  les   formules  de  la   multiplication  pour 

(p(/2a),  J"(/ia),F(/ia),qu'il  expriiiu'  j-ationnellement  en  c{'(a),y(a), 
!''(«),  et  passe  de  là  au  difficile  problème  de  la  division.  Il  y  donne 
les  expressions  algébriques  de 


2  //  -t-  I 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES, 
sous  la  forme 


4'j^ 


?l(P)=^   '^(2«-)-l),6  + 


2/?  H-  I 


V/A,+  v/A?-Dr'"'  +  ... 


et  où  les  quantités  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Cfi(j3) 
et  les  A,  B  des  fonctions  de  mêtne  nature  de  (p(27i+i)(3.  Ces 
(;xj)ressions  algébriques,  dans  le  cas  où  l'on  veut  diviser  les  périodes, 
donnent  les  valeurs  de 


'   ? 

2  «  -4-  I  /         '   \  2  «  4-   I 


et  montrent  que  ces  quantités  dépendent  de  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  [in  -\-  i)^ —  i . 

Abel  prouve  que  le  problème  se  ramèiie  à  la  résolution  d'une 
équation  du  (2  n  -f-  2)"^''""  degré  et  de  2/z  -h  2  équations  du  /z'*™''  degré. 
Ces  dernières  peuvent  être  résolues  algébriqucmentpar  les  méthodes 
employées  par  Gauss  pour  la  division  du  cercle;  mais  la  résolu- 
tion ne  peut  pas,  cm  général,  s'effectuer  pour  l'équation  de  degré 
2 7Z  H-  2,  Il  y  a  exception  dans  le  cas  où  e  =  c  :  c'est  le  théorème 
sur  la  division  de  la  lemniscate  par  la  règle  et  le  compas. 

A  propos  de  ces  Recherches,  Gauss  écrit  à  Crelle  : 

«  — D'autres  occupations  m'empêchent  pour  le  moment  de  rédiger 
ces  recherches.  M.  Abel  m'a  prévenu  au  moins  d'un  tiers.  Il  vient 
d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis  soiti  en  1798. 
Ainsi  je  ne  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie, 
il  en  soit  venu  aux  mêmes  résultats.  Comme  d'ailleurs,  dans  sa 
déduction,  il  a  mis  tant  de  sagacité,  de  pénétration  et  d'élégance, 
je  me  crois  par  cela  même  dispensé  de  la  rédaction  de  mes  propres 
recherches.  » 

Avant  d'avoir  lu  le  Mémoire  d'Abcl,  Jacobi  envoyait  à  Scliuma- 


496  PREMIËKE   PAUTIE. 

cher,  sous  le  litre  Demonslralio  ilieoremaùs  ad  Uieoriam  func- 
tionuin  ellipticarum  spectantis ,  un  travail  publié  en  décembre  1827 
dans  le  n"  127  des  Jtsti-onoinische  Nacliviclite.n  et  contenant  la 
démonstration  du  théoi-ènie  sur  la  transformation  rationnelle, 
démonstration  fondée  sur  le  nombre  de  constantes  que  comporte  la 

substitution  rationnelle  7  ^=:  -•  Jacobi  y  introduit  aussi,  indépen- 
damment d'Abel,  la  fonction  inverse  uniforme  de  l'intégrale  ellip- 
tique, appelant  sin  am  ce  qu'Abel  appelait  (^;  il  y  donne  enfin  ce 
théorème,  sans  d'ailleurs  rien  dire  de  la  suite  des  idées  qui  l'ont 
conduit  au  résultat  : 

L'équation  diilérentielle 

d.r.  dv 


admet  la  solution 


I  — /  — 


sni  coam 

"y.n  -\-  I 


I  —  >:'' j:'' sm^'am 1  ••  •     i  —  x-x  sin-am 


111  -\-  l  j  \  2  «  H-  I 


Dans  une  Lettre  à  Legendre  (12  janvier  1828),  Jacobi  parle  des 
équations  modulaires  en  général,  équations  qui  forment  comme  un 
lien  entre  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  l'Algèbre  et  la 
théorie  des  nombres;  de  l'équation  dilférentielle  du  troisième  ordre 
à  laquelle  satisfont  les  équations  modulaires  qui  corrspondent  à  un 
degré  quelconquede  transformation, et  ajoute  la  remarque  suivante  : 

«  Aussi  j'ai  trouvé  que,  dans  certains  cas,  on  retombe  sur  le  même 
module Ce  [sera  dans  tous  les  cas  où  le  nond)re  a  est  la  somme 

de  deux  carrés,[|«=- a- -}- /j^-''^  '''-  étant  \    -'•)  la  fonction  elliptique  se 

trouve  alors  multipliée  par  «±  ihi.  C'est  un  genre  de  multipli- 
cation C[ui  n'a  pas  son  analogie  dans  les  arcs  de  cercle.  » 

Dans  cette  môme  Lettre,  il  [)arle  des  llecirerchcs  d'Abel  et  les 
résume  en  employant  scîs  propres  nolations.il  indicpie  en  outre  une 
méthode  plus  simple  pour  la  résolution  algébrique  de  ré(juation  de 
la  division.  Jl   publia  ce   résultai  dans  une   Lettre  à  Crelle,  datée 
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du  aS  janvier  1828,  que  ce  dernier  inséra  dans  le  premier  cahier 
du  troisième  Volume  de  son  Journal.  A  propos  de  cette  démonstra- 
tion, Abcl  envoya  à  Crelle  (27  août  1828)  les  Théorèmes  sur  les 
fonctions  elliptiques  insérés  dans  le  deuxième  cahier  du  quatrième 
Volume.  11  s'y  appuie  sur  cette  proposition  fondamentale  : 

Soit  i|'(0)  une  fonction  entière  quelconque  de  la  quantité 
Cj-  (ô  +  ma  -f-  p.  j3),  qui  reste  la  même  en  changeant  Q  en  Q  -\~  a  et 

e«  0  -f-  (3  (  a  = ?  (3  = ^ —  j  -,  soit  V  le  plus  grand  exposant 

de  la  quantité  cp(9)  dans  la  fonction  ^{Q)'-,  on  aura  toujours 

oit  p  etq  sont  deux  fonctions  entières  de  (^[211  -hi)  0,  la  prennère 
du  degré  v  et  la  seconde  du  degré  v  —  2. 

Jacobi  revient  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  de  divi- 
sion et  de  transformation  dans  une  intéressante  Lettre  à  Legendre 
du  18  janvier  1829. 

Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  et  d'en  asseoir,  par  l'introduction 
des  fonctions  5-,  la  théorie  sur  de  nouvelles  bases,  Abel  {12  février 
1828)  terminait  la  seconde  Partie  de  ses  Recherches,  publiée  dans 
le  deuxième  cahier  du  troisième  Volume  du  Journal  de  Crelle.  Il  s'y 
occupe  d'abord   de    la    possibilité   d'exprimer   algébriquement    la 

fonction  <f  (  -  )  quand  certaines  relations  entre  e  et  c  sont  satisfaites  : 

«C'est»,  dit-il,  «  ce  qui  arrive  toujours  si  oi  —  )  peut  être  exprimé 

rationnellement  pareil  -  1  et  des  Cj[uantités  connues,  ce  qui  a  lieu 

C 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  -•  Dans  tous  les  cas  l'équationP^  =  o 

peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  méthode  uniforme,  qui 
est  applicable  à  une  infinité  d'autres  écjuations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  IMémoire  séparé,  et  je  me  conten- 
terai pour  le  moment  de  considérer  le  cas  le  plus  simple  et  qui  résulte 
de  la  supposition  6  =  0  =  1  et  n  ^^^  ^v  -\-  1 .  » 

Puis  il  donne  le  théorème  sur  la  division  de  la  lemniscate. 

Il  s'occupe  ensuite  de  la  théojie  de  la  transformation,  qu'il  traite 
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sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  de  Jacobi,  ainsi  qu'il  le  dit 
lui-même  à  la  fin  de  son  Mémoire,  ainsi  que  l'a  reconnu  d'ailleurs 
Jacobi  avec  des  paroles  qui  témoignent  de  son  admiration  pour 
Abel. 

«  M.Legendre  »,  dit  ce  dernier,  «  a  fait  voir,  dans  ses  Exercices  de 

/<l.r. 
"  peut  être 

y/(i  —  -^^jli  —  ^^-^'^ 
transformée  en  d'autres  intégrales  delà  môme  forme  avec  un  module 
différent.  Je  suis  parvenu  à  généraliser  cette  théorie  par  le  théorème 

^      Q.I.        j  ,   .                        ,               .-,'('"  -^  V-)^^  +  ("*  —  w)ct/ 
suivant  :  oi  L  on  désigne  par  a  la  quantité 


in  -\-  \ 

où  au  moins  l'un  des  deux  nombres  entiers  m  et  [i  est  j)remier 
avec  in  -\-  i  ^  on  aura 

r (h —  -^a    Ç ~ , 


i  'f 


e''  c-  'j>-  a. .1:'-  j .  .  .  (  I  +  t'-  c'  'j>-  n  v. .r-  ) 

Et  plus  loin  : 

«  Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques,  il  faudrait  connaitrc  toutes  les  transformations 
possibles  :  or  je  suis  parvenu  à  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes 
en  combinant  celle  de  M.  Legendre  avec  celles  contenues  dans  la 
formule  ci-dessus,  même  en  cherchant  la  relation  la  plus  générale 
entre  un  nombre  ([uelconque  de  fonctions  elliptiques.  Ce  théorème, 
dont  les  conséquences  embrassent  prescjue  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles 
propriétés  de  ces  fonctions.  » 

Dans  la  Section  intitulée  Su/'  l'intégration  de  V équatioji  séparée 

dx  ndx  .,    ,  ,        1   ,      , 

■     —  =  — : ,  il  énonce  Je  théorème 

suivant  : 

Ka  supposant  a  réel  et  l'équation  inlégrahle  algébriqueme/it, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel;  en  sujypo- 
sant  a  imaginaire  et  l'équation  intégrable  algébriquement ,  il  faut 

nécessairement  que  a  soit  de  la /orme  m  dz  y/ —  i  \Jn.,oii  m  et  n  sont 
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(les  nombres  rniiounch.  Dans  ce  cas^  la  quanlilc  [i  n  est  pas  arhi- 
Iraire]  il  faut  qii'  elle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité 
de  racines  réelles  et  imaginaires .  Chaque  valeur  de  fx  satisfait  à 
la  question.  ^' 

«  La  démonstration  de  ces  théorèmes  »,  dil-il  plus  loin,  «  fait 
partie  d'une  théorie  très-étendue  des  fonctions  elliptiques,  dont  je 
m'occupe  actiudlement,  et  qui  paraîtra  aussitôt  qu'il  me  sera  pos- 
sible. )) 

L'année  suivante,  Abel  mourait  sans  avoir  pu  publier  cette 
théorie. 

Dans  le  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  qui  contenait  la 
seconde  Partie  des  Kecherches ,  paraissait  une  Lettre  de  Jacobi 
datée  du  2  avril  1828,  où  il  donnait  l'expression  de  sinam  comme 
quotient  de  deux  séries  de  Fouricr,  les  deux  fonctions  0  et  H,  et  le 

/~K  tcK' 

développement  de  1  /  —  suivant  les  puissances  àe  q  =  e     ^  . 

Ces  relations  entre  les  périodes  et  les  fonctions  5,  et  d'autres  ana- 
logues, appartiennent  à  Jacobi  seul.  Abel,  qui  les  donne  en  partie 
dans  la  Note  sur  quelques  formules  elliptiques,  communiquée  à 
Crelle  en  1828  et  parue  en  1829  dans  le  premier  cahier  du  qua- 
trième Volume,  s'exprime  ainsi  :  «  Formule  due  à  M.  Jacobi  (t.  III, 
p.  193,  où  ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très-remar- 
quables et  très-élégantes).  » 

Dans  le  même   travail,  Jacobi  donne  le  développement  de   Jy. 

comme  quotient  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  à 

\_ 
exposants  carrés  de  ^  et  de  </*.  Enfin  il  y  donne  un  résultat  trouvé 

par  Abel  sous  une  autre  forme,  à  savoir  que,  à  un  module  donné, 

pour  un  degré  premier  de  transformation,  correspondent  toujours 

n  -h  I  autres  modules  transformés  que  l'on  obtient  en  remplaçant 

q  par 

oii  aJ^  =  I. 

Ce  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  encore  un  travail 
de  Jacobi,  daté  du  i\  avril  1828  et  intitulé  Note  sur  la  décompo- 
sition d'un  nombre  en  quatre  carrés. 

Cependant  Abel  cherchait  à  généraliser  le  problème  de  la  trans- 
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formation,  où,  pour  la  publication,  il  avait  été  prévenu  par  Jacobi. 
Dans  ini  travail  daté  du  27  mai  1828  et  iiiséré  dans  le  n°  138  des 
yistronomisclie  Nachrichten  en  juin  1828,  il  annonce  que  les 
transformations  algébriques  peuvent  toujours  se  ramener  aux  trans- 
formations rationnelles,  et  traite  ces  dernières  en  prenant  pour 
base  l'étude  des  périodes  de  Tintégrale  proposée  et  de  la  transfor- 
mée 5  il  montre  comment,  lorsque  le  degré  de  transformation  est 
composé,  le  problème  se  ramène  à  d'autres  problèmes  analogues, 
mais  plus  simples. 

Vient  ensuite  une  série  de  petites  Notices,  concernant  la  tliéorie 
de  la  transformation,  où  les  deux  géomètres  rencontrent  en  partie 
les  mêmes  théorèmes  et  où  chacun  cherche  à  prévenir  les  publica- 
tions de  l'autre.  Dans  la  Suite  des  Notices  sur  les  Jonctions  ellip- 
tiques, datée  du  21  juillet  1828  et  publiée  dans  le  troisième  cahier 
du  troisième  Volume  du  Journal  de.  d'elle,  Jacobi  introduit  les 
fonctions  0  et  II,  considérées  en  elles-mêmes,  comme  fonctions 
fondamentales;  il  montre  que  les  intégrales  elliptiques  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions B-. 

Il  y  développe  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  fonctions  S-, 
donne  les  développements  de  ces  transcendantes  en  séries  de  puis- 
sances, donne  l'élégante  expression  du  multiplicateur  de  la  trans- 
formation 

,        n  1  •/.  —  y?  \  f/l 

donne  la  définition  des  équations  du  multiplicateur  et  cette  pro- 
priété remarquable  de  leurs  racines  consistant  en  ce  que,  pour  un 
degré  premier  de  transformation,  la  moitié  des  valeurs  de  ^JM 
s'exprime  linéairement  au  moyen  de  l'autre  moitié. 

Il  revient  d'ailleurs  sur  l'expression  des  intégrales  de  troisième 
espèce  au  moyen  des  fonctions  3^,  dans  un  travail  daté  du  1  i  jan- 
vier 1829  et  inséré  dans  le  deuxième  cahier  du  Jou/nalde  Ci  elle; 
il  y  donne  la  formule 

/&[n  —  a) 

\\[n,a]=  uz^(i\  +  log  1  /  ~ [  • 

^    '    '  ^  ^  y    (■)[//  -f-  rt  ) 

Dans  le  même  INIémoire,  il  dé\(h>p[)e  les  fuiniules  de  transfor- 
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malioii  pour  Its  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  et 
ajoute  : 

«  On  peut  aussi  parvenir  directement  de  la  fonction  0(h)  aux 
formules  de  transformation,  en  partant  de  son  développement  en 
produit  infini,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  troisième 
Volume  de  ce  Journal.  De  là,  en  suivant  une  marche  inverse  de 
celle  qu'on  vient  de  présenter,  on  tire  sur-le-champ  les  formules 
relatives  à  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième  espèce,  et,  en  diiïérentiant,  celles  de  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce.  « 

Il  donne  enfin  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  laquelle  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  sub- 
stitution  rationnelle  —   cjui  sert  à  la  transformation  des  fonctions 

ellipticjues  de  première  espèce,  en  sorte  que  la  formation  algébrique 
d'un(;  telle  substitution  «  est  entièrement  réduite  ta  la  recherche 
des  équations  aux  modules  »,  et  termine  par  le  théorème  suivant  : 

Ktant  supposés  connus  tous  les  modules  dans  lesquels  on  peut 

transformer  un  module  donné  /t   à  l aide  d'une   transformation 

correspondant   au   nombre  /i,   on    peut   exprimer  par   ces   mo- 

j    ,                        ,                    -'Tir               •            2.inK.  -h  9./n' ili.' 
dûtes    toutes  les    Quantités  de    la  forme    sinam -, 

'  -^  n 

m,  VI  étant  des  nombres  quelconques,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  résoudre  une  équation  algébrique. 

Enfin,  dans  le  Mémoire  intitulé  De  functionibus  ellipticis  com- 
menlatio,  qui,  daté  du  mois  d'avril  1829,  parut  dans  le  quatrième 
cahier  du  quatrième  Volume  du  Journal  de  Crelle^^  il  donne  les 
formules  de  transformation  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce  au  moyen  des  formules  de  transformation  des  fonc- 
tions 3-,  et  développe  l'équation  diiFérentielle  ordinaire  du  troisième 
ordre  à  laquelle  satisfont  U  et  V5  il  ajoute  :  «  Quod  sane  est  theorema 
memorabile,  satis  reconditum,  numeraloremet  denominatoremsub- 
stitutionis  U,  V  singulos  definiri  posse  per  œquationem  ditferen- 

tialeiu  terlii  ordinis Intégrale  completum  sequationum  dillèren- 

tialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  U,  V  definiuntur,  in 
proratu  esse  non  videtur.  » 

En  avril  1829,  l'impression  des  Fundamenta  nova  était  terminée. 
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Pendant  que  Jacol)i  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  spéciale 
des  fonctions  elliptiques,  de  ces  fonctions  qui,  suivant  ses  expres- 
sions, «  ont  une  manière  d'èlre  pour  ainsi  dire  absolue  »,  et  dont  le 
«  caraclèri!  spécial  est  d'cnihrasscr  tout  ce  qu'il  y  a  de  périodique 
dans  l'analyse  »,  Abel  s'attaquait  plus  volontiers  à  des  questions 
d'un  caractère  général. 

Dans  un  travail  daté  du  n')  septembre  1828,  inséré  dans  le 
n°  147  des  AsLroJiuniisclie  Ndclirichten,  il  se  pose  ce  problème  : 

Trouver  tous  les  cas  possibles  où  l'on  pourra  satisfaire  à 
l'éijuation  différentielle 

dy  dx 


par  une  équation  algébrique  entre  les  variables  x  et  y,  en  sup- 
posant les  modules  c  et  c^  moindres  que  V unité  et  le  coejjicient  a 
réel  ou  imaginaire. 

Il  revient  svir  la  transformation  dans  la  Aote  Sur  le  notnbre 
des  transformations  différentes  qu'on  peut  ftdre  subir  à  une  fonc- 
tion elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  donnée  de 
premier  degré,  publiée  dans  le  quatrième  cahier  du  troisième 
Volume  du  Journal  de  Crelle,  et  dans  le  Mémoire,  publié  en  même 
temps,  intitulé  Théorème  général  sur  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce  : 

u  Si  une  intégrale  algébrique/  (j,  x)  =  o  satisfait  à  l'équation 

dy  n  dx 


on  aura  toujours 

/*A  -+-  B  X-  dx 


»A'  +  R'  r'  dj 

,_i!:!    v'(' -.?';(• -'■''.'') 

in' 


l>  hr^/)y 


on  A,  lî,  ;/  sont  des  quantités  données.  A',  H',  ///,  A  des  quantités 
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constantes,  fonctions  des  premières,  et  p  une  certaine  fonction 
algébrique  de  j'  et  a.'.  Il  est  très  remarquable  que  les  paramètres 
///  et  n  sont  liés  entre  eux  par  la  même  équation  que  j   et  x,  savoir 

f[lll^  7i)  =:  G.    » 

Le  même  caliier  du  Journal  de  d'elle  contient  les  Remarques 
sur  quelques  propriétés  générales  d' une  certaine  classe  de  fonc- 
tions transcendantes.  C'est  la  particularisation,  pour  le  cas  des 
intégrales  hyperelliptiques,  du  théorème  général  contenu  dans  le 
Mémoire  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1826. 
11  y  parle  d'ailleurs  de  la  proposition  générale  et  en  promet  la 
démonstration;  mais,  pour  le  moment,  il  ne  veut  que  «  considérer 
un  cas  particulier  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  ellip- 
tiques, savoir  les  fonctions  contenues  dans  la  formule 


//•  dx 


R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  /■  une 
fonction  rationnelle  ». 

Il  montre  d'abord  que,  en  posant 


.7  (.r  — «]v/?(.rl 


{x  —  a.)\l'f\ 
oi\f[x)  ci'^[x)  sont  des  fonctions  entières,  et 

0  (.r)2  y,  (.r)  —  0,  Uf  y,  (,r)  —  A  (  .r  —  .r,  )'",  (.r  —  .r,  )'"-:.  ,  .{c  —  x.,  )' 

on  a,  en  désignant  par  Si ,  e^-)  •  •  •  •  ^i^  des  quantités  égales  à  ±  1 , 


v?( 


Q(a)v/y,(a)  +  0i(a)v/y,(ai"| 


1 


J-l  (.,,_a)v/y(.r)         [«(.r)s/'^i(x)-0,(.r)v/'^,(x; 
il  donne  ensuite  les  théorèmes  analogues  pour  les  intégrales  de  la 
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forme 


çm^  et  r ^-^ 


cl  en  conclut  la  proposition  générale. 

Abel  travaillait  alors,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  lettre  à  Lcgendrc, 
à  la  composition  d'un  Ouvrage  qui  devait  comprendre  l'ensemble  de 
ses  découvertes-,  n'espérant  point  d'ailleurs  pouvoir  le  faire  im- 
primer en  Norvège,  il  envoya  à  Crellc  le  travail  considérable  inti- 
tulé Précis  d'une  théorie  des  Jonctions  elliptiques. 

((  Surtout  »,  dit-il,  «j'ai  clierclié  à  donner  de  la  généralité  à  mes 
recliercbes  en  me  proposant  des  problèmes  d'une  vaste  étendue.  Si 
je  n'ai  été  assez  lieureux  de  les  résoudre  complètement,  au  moins 
j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble  de  mes 
reclierclies  sur  cet  objet  formera  un  Ouvrage  de  quelque  étendue, 
mais  que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier. 
C'est  pourquoi  je  vais  donner  ici  un  précis  de  la  méthode  que  j'ai 
suivie,  avec  les  résultats  généraux  auxquels  elle  m'a  conduit.  » 

La  première  Partie  du  Précis  contient  deux  théorèmes  très  géné- 
raux-, voici  le  premier  ; 

où  /•  est  une  f'onctiofi  rationnelle  quelconque  de  x, 


J  M^ 


est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et 

par  les  fonctions  elliptiques  ^^  ^^^  ^-.^   .  .  .,  on  pourra  toujours 
supposer 


r    rdx 


"■-  =  p\[.r,c)-^  »->(j)  +  a'-^i(ji; 


|_7i  —  ry,A(.r,c)J 

oii  toutes  les  quantités /?, <7,  ...,</,,..,,  (/'j  ,  ... ,  }',  J'j, J)  2'  •  •  •  -^^''^ 
des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Le  second  théorème  répond  à  la  question  suivante  : 

Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  peut  satisfaire 
à  une  équation  de  la  forme 

«,CT(.r,,  c,)  -I-  .  .  .  +  a„FT(.;-,„r„) 

+  a',  cTo  ( .r'i ,  c,  )  -f-  .  .  .  4-  a.\„  Uq  ( .r',„ ,  c'„^  ) 

,         I'   ,T  I      >l         II  \      ,  ,  Il    n  I      II       Jl       ^     \ 

=  «  -4-  Ajlogp,  -f-  .  .  .  -f-  Avlogi'v. 
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o«  a  I ,  .  .  . ,  «/o  a'j ,  .  .  . ,  a',„,  a" ,  .  .  . ,  a'|^,  A,  .  .  . ,  A,,  sont  des  ijuatilLtés 
constantes,  X),  .  .  .  fXni  Jc\^  .  .  .  ,x'w5  ^'i,  •  •  • ,  oc'^des  variables  liées 
entre  elles  par  des  équations  algébriques,  e^  «,  (^,,  To,  .  .  . ,  ^.,  des 
fonctions  algébriques  de  ces  variables. 

Si  une  équation  quelconque  de  cette  forme  a  lieu,  et  qu'on 
désigne  par  c  un  quelconque  des  modules  qui  y  entrent,  il  j  aura 
parnd  les  autres  au  moins  un  module  c'  tel  qu'on  puisse  satisfaire 
à  l' équation  différentielle 

dy  d.r. 


A(j,6-')  A(,r,c) 

en  mettant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x  et  vice  versa. 

La  seconde  Partie  du  Précis  ne  fut  point  publiée. 

«  C'est  jusqu'ici,  dit  Crcllc,  que  ce  Mémoire  est  parvenu  à  l'édi- 
teur; M.  Abel  est  mort  (6  avril  1839)  sans  l'avoir  fini.  » 

Il  devait  contenir  l'étude  des  intégrales  elliptiques  à  module  réel 
et  plus  petit  que  i ,  des  fonctions  inverses  des  intégrales  elliptiques 
de  première  espèce  et  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  de  la  double  périodicité,  la  détermination  des  zéros  et  des 
infinis,  le  tliéorème  de  l'addition,  la  théorie  de  la  division.  Abel 
devait  aussi,  dans  cette  Partie,  revenir  sur  la  théorie  générale  des 
transformations  algébriques  en  partant  de  la  considération  des 
périodes  des  fonctions  inverses,  s'occuper  des  équations  modulaires 
et  traiter  de  ces  transcendantes  qui  constituent  le  numérateur  et  le 
dénominateur  des  fonctions  inverses;  enfin  tous  les  résultats  de  la 
seconde  Partie  devaient  être  étendus  aux  intégrales  ayant  un  module 
quelconque  réel  ou  imaginaire, 

«  Dans  ce  qu'il  a  fait  »,  dit  Poisson,  «  la  postérité  saura  recon- 
naître tout  ce  qu'il  aurait  pu  faire  s'il  eût  vécu  davantage.  » 

Nous  ne  suivrons  pas  M.  Koenigsberger  dans  l'analyse  des  Fun- 
damenta  nova,  et  nous  arrivons  à  ce  qui  concerne  les  papiei's 
posthumes  de  Gauss,  de  celui  que  Legendre,  dans  une  de  ses 
Lettres  à  Jacobi,  ne  pouvant  croire  à  un  silence  si  longtemps 
gardé  sur  des  découvertes  aussi  considérables,  appelait  familière- 
ment Venuahisseur,  et  qui  laissa  à  d'autres,  tout  entière,  une 
gloire  qui  aurait  pu  lui  appartenir  et  que,  malgré  le  rang  que  lui 
assurent  ses  immortels  travaux,  il  n'aurait  sans  doute  pas   jugée 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  i""  Série,  t.  IIl.  (D.'cemlire  iS-jg.)  3v) 
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indigne:  de  lui.  .M.  Koenigsbergcr,  dans  ce  qui  suit,  pcnir  ce  qui 
concerne  les  dates,  prend  pour  base  le  travail  de  M.  Scliering. 

ÎNI.  Scliering  fait  d'abord  x^emarquer  que,  d'après  une  communi- 
cation relative  à  une  déclaration  orale  de  Gauss,  ce  dernier  pa- 
raît avoir  connu  dès  l'année  1794  Icts  relations  qui  existent 
entre  la  moyenne  aritlimético-géométrique  et  les  séries  de  puis- 
sances où  les  exposants  procèdent  suivant  les  carrés  des  nombres 
entiers,  c'est-à-dire,  dans  le  langage  actuel,  le  développement  de 
l'intégrale  elliptique  complète  K  suivant  les  puissances  de  <7,  ou, 
si  l'on  veut,  cette  équation 

qui  est  une  des  plus  belles  découvertes  de  Jacobi. 

11  existe  une  Note  manuscrite  de  Gauss  ainsi  conçue  :  Func- 
tiones  ieniniscaticas  coiisiderare  cœperainus  1797,  Janiiar  8. 

Les  recherclies  qui   portent  ce    titre  :  Elcganliores   integralis 

I  -  propiieiates  doivent  évidemment  être  classées  parmi 

les  premières  qu'il  ait  faites  sur  ce  sujet.  L'auteur  part  de  l'in- 
tégrale   I  -■  ;-  forme  la  fonction  inverse  et  pose 

développe  le  tliéorème  de  l'addition  pour  s](a±/>>),  cl(rtdzi), 
détermine  les  zéros  de  ces  fonctions  lemniscatiques,  établit  le 
théorème  de  la  multiplication  pour  sl{«^)  et  cl(rtcp)  et  les  déve- 
loppements procédant  suivant  les  puissances  pour  arcslo:  et  sl^. 
Enlin  il  introduit  comme  numérateur  et  dénominateur  de  slfp  les 
transcendantes  P(''-j')  et  ^{'^)t  donne  leurs  développements  suivant 
les  puissances  et  détermine  les  limites  de  convergence 5  ces  trans- 
cendantes sont  précisément  les  Ibnctions  de  Weierstrass  Al(iv)i, 
Al  (  w)o  dans  le  cas  où  A^  =  —  i . 

Dans  un  cahier  de  notes  commencé  en  juillet  1798  et  portant 
le  titre  De  curva  leinniscnla,  il  établit  l'intégrale  algébrique  de 
I  (vpial ion  (li jlérentielle 

-7 +  -r' —  =  o, 

V/ 1  —  .r*         V  '  —  J> 
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en  déduit  le  llicorènic  de  laddilion  pour  sl(/^±yj,  ft  donne  le 
développement  du  numérateur  P('ï')  et  du  dénominateur  Q(<f)  de 
sl((j))  en  un  pioduit  simplement  infini,  dontles  facteurs  sont  respec- 
tivement 

4.S--  ,  4- 


I  + 


/     U-/,-+i)-  l?/,  +  .)7:\  2 

[e      '       -+-e         ^      ) 


Sur  cette  représentation  analytique  des  transcendantes  P(<]p)  et 
Q(''^),  Gauss  dit  :  «  Ici  quod  rigorose  denionstrare  possuinus.  » 
Aous  devons  donc  supposer  qu'il  était  en  jDosscssion  d'une  partie 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  relatives  au  développe- 
ment en  produit  infini  d'une  fonction  uniforme.  Entre  P((p)  et 
une  fonction  "11(9)  qu'il  définit  à  nouveau  [et  qui  n'est  autre  que  la 
fonction  P(<p)  de  la  définition  précédente],  il  établit  des  relations 
de  la  forme 

c'est  précisément,  avec  les  notations  actuelles,  la  relation 

-  e 

s/. 


Al(«').  =  -^e     2'^' 


Enfin  il  donne  le  développement  de  sl(cj')  en  fractions  simples  et 
celui  de  logP(i]/w)  eu  cosinus  de  multiples  de  2t|/7T. 

Un  caliier  de  notes  commencé  en  novembre  1799  contient,  sur 
la  lemniscate,  le  développement  en  série  de  Fouricr  des  fonctions 
P(i|/0()),  Q(^f^w)^  le  développement  déjà  cité 


\/;= 


les    développements    en    séries    de    Fourier   de  yr-, — -■>  ^"('j'^)? 

Q- ('!?»)),  et,  sous  le  titre  lariœ  siuniuationes  seiieruin  abscon- 
ditœ  ,des  résultats  de  la  forme 


e''-f-e 


35. 


5.)8  PREMIÈRE   PARTIE, 

el  le  dévcloppemenl  en  produit  de  la  période 

o) 3    4   7   8  I  '    ï  ^' 

2       2    5  6  r)  lo   1 3 

Enfin,  à  l'aide  de  la  moyenne  aritlimético-géométrique,  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt,  il  obtient  des  formules  sur  la  division  en 
cinq  parties  égales  de  la  lemniscate,  formules  qui  se  relient  évidem- 
ment avec  ces  théorèmes  généraux  sur  la  division  de  la  lemniscate, 
dont,  comme  le  prouve  la  publication  des  Discjuisitiones  aritlime- 
ticœ,  Gauss  était  en  possession,  et  qu'Abel  retrouva  trente  ans 
plus  tard.  Concurremment  avec  ses  reclierclies  sur  les  fonctions 
lemniscatiques,  Gauss  s'occupait  des  intégrales  et  des  fonctions 
elliptiques  en  général.  Dans   un   cahier  dont  la   première   page 

porte    en    tète    Varia,    ùnprimis    de  intégrait     |  , 

J  \J  i  -^  l»-''  sin'-M 

Novejiihr.  1799,  nous  trouvons  traité,  pour  l'intégrale  générale 
elliptique  de  première  espèce,  prise  sous  la  forme  normale  de 
Lcgendre,  le  problème  de  l'inversion,  tel  qu'il  a  été  résolu,  tant 
d'années  plus  tard,  par  Abel  et  Jacobi. 

L'auteur  y  suppose  connue  la  théorie  de  la  moyenne  arithmético- 
géométi'ique,  ou,  si  l'on  veut,  la  connaissance  de  ce  théorème 
que,  si  dans  l'intégrale 


f 


(IT 


2  7r  ^«i"-'cos''ï  -+-  «-sin'^T 
on  fait  la  suhslitution 

sinT  =  7- 


ini  sin  T' 
»  )  cos-  T'  -+-  2/w  sin-T' 


l'intégrale  se  change  en 


dV 


V//«'-cos-T'-H«'"sin-T' 

ou 

m  -\-  n 


m 


2 


',      \Jnin  =  n  , 


en  sorte  que,  si  l'on  forme  la  suite  indéfinie  des  moyennes  arilh- 
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,// 


inetiques  et  géométriques  m  ,  Ji ,  ni\  li  ^  .  .  . ,  moyennes  qui  ten- 
dent vers  une  limite  commune  fx  =  "Ml^ni^n)^  on  a 


^r 


2  rr  \Jin'  cos^  T  ^-  «^  sin"^  T        .^ 


Ce  sont  là  d'ailleurs  des  propositions  que  Gaiiss  ne  publia  que 
beaucoup  plus  tard,  en  janvier  1818,  dans  un  travail  intitulé 
Deterininatio  attractionis  qiiam  in  punctiun  c/uoduis  posiiionis 
datce  exercet  planeta.  Dans  l'analyse  donnée  par  lui-même  de  son 
Mémoire  il  s'exprime  ainsi  (9  février  1818)  : 

«  L'auteur  a  saisi  la  première  occasion  qui  s'oiïVait  à  lui  pour 
donner  les  premiers  linéaments  à.\\n7iouvel  algorithme,  dont  il  s'est 
servi  depuis  de  longues  années  pour  la  détermination  de  ces  trans- 
cendantes, et  sur  lequel  il  publiera  dans  l'avenir  des  reclierclies 
étendues  contenant  un  grand  nombre  de  résultats  importants.  » 

Il  fait  comprendre  aussi  qu'il  est  en  possession  d'une  théorie 
très-étendue  des  transcendantes  elliptiques,  dont  les  recherches  de 
Lagrange  et  de  Legendre  ne  sont  cjue  les  commencements  : 

«  Il  n'échappera  pas  au  lecteur  qu'une  multitude  de  problèmes 
intéressants,  qui  se  relient  aux  transcendantes  en  cjuestion,  se 
trouvent  résolus  avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  de  cet  algo- 
rithme. Comme  exemple,  nous  citerons  la  rectification  de  l'ellipse  : 
en  posant  son  demi-grand  axe  =  n^  sa  circonférence  sera 

—  [  m'^  —  2  (  m"'  —  n"'-  )  —  4  (  m'"^  _  „"'3  )_...] . 

Un  autre  exemple  est  fourni  par  la  durée  des  oscillations  d'un 
pendule  sur  un  arc  fini,  durée  c[ui  est  à  celle  des  oscillations  infi- 
niment petites  comme  l'unité  est  à  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique  entre  i  et  le  cosinus  de  l'arc  total  d'oscillation.  Enfin  il  faut 
encore  remarquer  que  l'auteur  a  cru  devoir  publier  sous  leur 
forme  primitive  ces  résultats,  trouvés  il  y  a  bon  nombre  d'années, 
indépendamment  des  recherches  analogues  de  Lagrange  et  de 
Legendre,  quoiqu'ils  puissent  en  partie  être  déduits  aisément  des 
découvertes  de  ces  géomètres,  tant  parce  que  cette  forme  lui  parait 
présenter  des  avantages  essentiels  que  parce  qu'elle  est  précisé- 
ment  le  point  de  départ  d'une  théorie  beaucoup  plus  étendue  où 


5io  PREAllËUK  PARTIE. 

SCS  travaux  l'ont  conduit  dans  une  direction  toute dîllérente  de  celle 
qui  a  été  suivie  par  les  géomètres  qu'il  a  nommés.  » 

Les  reclicrclies  de  Gauss  sur  la  moyenne  arillimético-géomé- 
trique  sont  contenues  sous  ces  titres  : 

De  origine  proprielatihusijue  generalibus  nunieroi'uni  arilhme- 
tico-geomelricoruni 

et 

De  funclionibus  transcendeiitibiis  quœ  ex  diff'erentialione  me- 
dioruin  ariLJunetico-geonietricoruin  oriuntur, 

dans  un  caliicr  dont  Gauss  a  commencé  à  se  servir  depuis 
l'année  i8oo,  et  où  il  se  trouve  divers  développements  en  séries 
relatives  à  la  moyenne  aritbniético-géoniétrique. 

C'est  en  partant  de  ces  reclierclies  que  Gauss  jette  les  fonde- 
ments de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  et  des  fonctions 
inverses. 

Faisant 

du 

,,  .  „     =f 


f 


v/' 


et  substituant  [j.  =  tangt^  il   définit  les  périodes  par  les    expres- 
sions 

77  TTCOSC 


m[i,s/i-hu})     M(i,cosp; 


p.  M 


V' 


M(  i,sinf 


pose 


jin  M  ^=:  S  (  y  )  =  S  (  •}'')  ), 


donne  les  développements  en  série  trigonomélrique  de  la  fonction 
inverse  uniforme,  et  écrit 


T(-i< 


où  T  et  V  sont,  à  un  facteur  constant  près,  ce  ([ue  l'on  a  appelé  plus 
lard  5 1  et  -^y;  il  développe  ces  fonctions  et  leurs  carrés  en  séries  de 
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Fourier  et   en    produits   infinis    scus  la  forme   même  (|ui    a    été 
donnée  plus  tard  par  Abel  et  Jacobi. 

Toutes  CCS  reclicrclies  étaient  vraisemblablement  terminées  en 
1798,  comme  il  résulte  d'un  passage  d'une  Lettre  de  Crelle  à  Abel, 
où  il  cite  une  communication  de  Gauss,  qui  s'exprime  ainsi  : 

<(  11  (Abel)  vient  d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je 
suis  sorti  en  1798.  » 

Sous  ce  titre,  Eiiiige  iieue  Fonnehidie  lemniscatischen  Fanctio- 
nen  hetreijend,  on  trouve,  dans  un  caliier  commencé  en  1801, 
une  suite  de  résultats  intéressants  et  qui  probablement  ont  été 
trouvés  beaucoup  plus  tôt.  L'auteur  part  de  la  multiplication 
complexe  de  la  l'onction  lemniscatique,  donne  le  développement 
en  série  de  celle-ci,  ainsi  que  l'équation  difiérentielle  pour  la 
transcendante  P(''^)  et  le  développement  de  cette  dernière  en 
série  de  puissances. 

En  faisant  abstraction  du  passage  célèbre  des  Disquisltiones,  les 
publications  relatives  <à  toutes  ces  recberclies  se  réduisent  à  deux 
Mémoires  :  l'un  est  intitulé  Sinnvialio  (iiuiiiuidani  sérier imi 
singulariiuii,  et  a  été  publié  en  septembre  1808;  on  y  trouve 
étudiés  les  séries  et  les  produits  qui  appartiennent  à  la  tliéorie  des 
fonctions  elliptiques;  l'autre  est  le  Mémoire  sur  la.  Determi/iatio 
attractionis,  etc.,  de  janvier  18 18,  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  où 
Gauss  traite  de  la  moyenne  aritlimético-géométrique. 

De  l'année  1808,  il  y  a  une  suite  d'importantes  reclierclies  sous 
ce  titre,  Zur  Théorie  der  irnnscendenten  Funclionen.  Gauss 
y  donne  la  définition  des  fonctions  S-,  qu'il  appelle  T;  elles  y  sont 
définies  comme  sommes  infinies  de  quantités  exponentielles  à  expo- 
sants quadratiques  :  il  les  développe  en  séries  de  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'argument,  établit  les  lelations  entre  les  clitlércntes  fonc- 
tions S-  pour  l'argument  zéro,  développe  la  formule  pour  une 
transformation  du  second  degré  de  ces  transcendantes,  traite  les 
équations  de  la  division  pour  les  nombres  3,  5  et  7.  Enfin  la 
fonction  ^  est  développée  en  un  produit  doublement  inlini;  de 
ce  développement  résulte  une  formule  de  transformation  linéaire. 
Nous  savons  en  outre,  par  une  lettre  de  Jacobi  à  Leg(;ndre  du 
a  août  1827,  que  Gauss,  outre  la  tliéorie  de  la  division  par  3,  5  et 
7,  connaissait  la  cliaine  des  modules  qui  correspond  à  ces  degrés  de 
transformation. 


5i2  PREMIÈRE   PARTIE. 

Le  cahier  terminé  le  28  avril  1809  contient  les  relations  entre 
les  fonctions  S-  à  argument  zéro  pour  des  multiples  du  module  et  les 
relations  entre  les  fonctions  ^  à  argument  quelconque.  Mais  plus 
intéressantes  et  plus  importantes  sont  les  recherches,  dont  les 
résultats  ont  été  retrouvés  plus  tard  par  Abel,  qui  sont  conte- 
nues dans  le  cahier  terminé  le  2  mai  1809;  elles  portent  ce  titre  : 
Foi'tsetziuig  der  Untersuchungen  ilber  das  arithmetisch-geonie- 
trische  Miltel.  Elles  contiennent  les  relations  entre  les  fonc- 
tions 3-  de  module  t  et  les  fonctions  correspondantes  de  mo- 
dules 4^7  16  T,  ...,  les  développements  en  série  des  fonctions 
5-  à  variables  nulles,  les  relations  entre  les  diverses  fonctions  S- 
pour  le  module  augmenté  d'une  unité  et  la  transformation  li- 
néaire complète  de  ces  transcendantes  pour  la  valeur  zéro  de  l'ar- 
gument. Là  aussi  sont  traitées  les  relations  qui  existent  entre  les 
fonctions  S"  pour  des  relations  linéaires  entre  des  modules  que  l'on 
suppose  racines  d'équations  quadratiques  ayant  le  même  déter- 
minant négatif,  c'est-à-dire  pour  les  modules  de  la  multiplication 
complexe.  Enfin  on  y  trouve  encore  les  formules  de  transforma- 
tion du  second  degré  pour  les  fonctions  3-,  leur  équation  aux 
dérivées  partielles  et  les  formules  connues  pour  la  seconde  dérivée 
logarithmique  de  ces  fonctions. 

Le  cahier  commencé  en  mai  1808  contient  les  formules  d'addi- 
tion et  de  multiplication  (même  pour  un  argument  complexe),  et 
aussi  les  formides  de  transformation  de  degré  n  pour  les  fonctions  S- 
qui  correspondent  aux  fonctions  lemniscatiques.  Enfin  les  Hun- 
dert  Théorème  iiher  die  neuen  Transcendenl en ,  dont,  d'après 
M.  Schcring,  on  ne  peut  pas  fixer  la  date,  concernent  encore  le 
développement  des  fonctions  3-,  contiennent  différents  cas  simples 
de  transformation  de  ces  transcendantes  pour  l'argument  zéro  et 
diverses  relations  entre  ces  fonctions  et  la  moyenne  arithmético- 
géomé  trique. 

Ce  n'est  plus  que  le  20  février  18 17  qu'on  retrouve  dans  les 
papiers  de  Gauss  une  indication  relative  à  la  lenmiscatische 
fuificUon.  En  faisant 

sl(.r)=X,     /./■V/X=rF(X), 
clh-  coiiliein   h-  théorème  de  l'addition   des  intégrales  de  seconde 
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espèce,  connu  depuis  longtemps,  sous  la  forme 

F{a-hb)  =  F{a)  +  F(ù)  —  ûa.s\b.s\{a  +  b]. 

Les  reclierclies  d'ALel  et  de  Jacobi  fournirent  de  nouveau  à 
Gauss  l'occasion  de  revenir  à  des  études  abandonnées  depuis  long- 
temps 5  comnie  le  fait  ressortir  M.  Scliering,  les  Lettres  de  Gauss  à 
Scliumacber,  du  4  et  du  19  août  1827,  montrent  que  Scliumaclier, 
avant  de  publier  la  Lettre  de  Jacobi  dans  les  udstroiiomische  Nach- 
ricliten,  en  avait  communiqué  l'original  à  Gauss.  On  trouve  dans  les 
papiers  posthumes  de  ce  dernier  un  passage  vraisemblablement 
inspiré  par  la  lecture  de  la  première  Lettre  de  Jacobi  à  Scliumacber. 
Dans  un  travail  intitulé  Allgeineines  Theorerti  (6  août  1827),  la 
transformation,  pour-  les  degrés  2,  3,  7,  est  traitée  au  moyen  des 
formules  de  transformation,  correspondantes  à  ces  degrés,  des 
fonctions  5"  de  Jacobi  que  Gauss  appelle  P,  Q,  R,  S5  elle  est  fondée 
sur  une  méthode  que  Jacobi  développa  plus  tard.  La  seconde  Lettre 
de  Jacobi,  sur  l'expression  analytique  générale  des  transformations 
rationnelles,  donne  à  Gauss  l'occasion  (29  août)  de  rechercher 
quelles  relations  doivent  exister,  pour  l'argument  zéro,  entre  les 
fonctions  3-  primitives  et  transformées,  et  de  former  l'équation 
modulaire  pour  la  transformation  du  cinquième  degré.  La  fin  des 
indications  relatives  à  cette  époque  concerne  le  développement 
d'un  cas  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  ^  et  des  condi- 
tions de  convergence  de  ces  dernières  5  à  ces  conditions  se  relie  im- 
médiatement une  proposition  appartenant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions :  Si  à  V  intérieur  d'un  contour  fermé  on  a  constamment 

et  si  sur  le  contourN  est  constamment  égal  à  K^  on  a  par  tout\  =  A. 
En  considérant  l'ensemble  des  recherches  faites  par  ce  géomètre 
d'un  incomparable  génie,  cjue  nous  a  fait  connaitre  la  publication 
des  papiers  posthumes  de  Gauss,  on  est  sûr  de  ne  pas  aller  trop 
loin  en  affirmant  qu'il  avait  trouvé  à  peu  près  trente  ans  avant 
Abel  et  Jacobi,  au  moins  dans  leurs  lignes  principales,  une  bonne 
partie  des  résultats  et  des  méthodes  dont  la  Science,  en  ce  qui 
touche  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  est  redevable  à  ces  deux 
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inatliénialicicns;  il  faut  seulement  excepter  les  rcelierclies  algé- 
briques de  Jacobi  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
découvertes  concernant  l'introduction  des  fonctions  S^  dans  la  théorie 
des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce,  ainsi  que  les  tra- 
vaux d'Abel  sur  le  théorème  auquel  on  a  donné  son  nom,  sur  la 
théorie»  de  la  transformation  en  général  et  sur  la  réduction  des  in- 
tégrales à  différentielles  algébriques.  J.   T. 


MELANGES. 

SUR  LES  POINTS  DE  DÉDOUBLEMENT  DE  M.  J.  PLATEAU; 
Par  m.  p.  MANSION. 

Monsieur  le  Rédacteiti, 

Permettez-moi  de  vous  indi(|uer  une  petite  erreur  typogra- 
phique qui  s'est  glissée  dans  mon  résumé  {Biilleliii,  2*^  série,  t.  II, 
IP  Partie,  p.  243)  de  la  Note  de  M.  J.  Plateau,  intitulée  QueL/ues 
exemples  curieux  de  discontinuité  en  Analyse.  Dans  l'équation 
de  la  seconde  courbe  du  n"  4,  le  facteur  (r  —  cos  y/a-)  doit  être 
atlecté  de  l'exposant  i.  Cette  équation  est  déduite  de  celle-ci, 

en  remplaçant  J)  par  (j  —  cos  \]x). 

Si  je  signale  ici  ce  petit  erratum,  c'est  uniquement  pour  repro- 
duire exacLement,  dans  mon  résume,  les  exemples  mêmes  de  l'ar- 
ticl(!  original.  INous  avons  obseivé  en  ellct,  avec  ]\I.  Plateau,  que, 
si  dans  les  deux  exemples  rapportés  dans  sa  Note  on  supprime 
l'exposant  2  qui  alfect»;  le  facteur  (j  —  cos  a),  les  nouvelles  équa- 
tions ainsi  obtenues,  savoir 


)  .r  =  (  ;•—  cos  \'.r]  \  \±sj \  —  [y  —  cos  \J.v] \ , 

y.)  X  —  m  [y  —  cos  \l~)  \  i  -h  [y  —  cos  v'-'')''  =i-  |  V'  i  H"  G"  —  cos  v-r)*J  i  » 
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soiil  celles  Je  deux  nouvelles  courbes  presenlant  aussi,  eu 

(,i-  =  0,  jr=  i), 

un  point  de  dédoublement.  A  uu  certain  point  de  vue,  ces  points 
de  dédouLlemeut  sont  même  plus  remarquables  c]ue  ceux  que 
M.  Plateau  a  signalés  dans  la  Note  citée,  parce  que  les  tangentes 
aux  deux  branches  de  la  courbe,  qui  se  rencontrent  en  ces  points, 
au  lieu  de  se  confondre,  sont  distinctes. 

Considérons,  en  e(î"et,  l'équation  (i).  Elle  se  déduit  de 

(3)  .r=j(,d=v'7^) 

en  cliangeant  7  en  (j- — cos  yx).  L'équation  (3)  représente  une 
courbe  ayant  à  l'origine  un  point  double,  tangente  à  l'axe  des  j  et 
à  la  droite  x  =  27,  et  formant  une  espèce  de  foliwn  dans  l'angle 
des  X  et  des  j  positifs  5  au-dessous  de  l'axe  des  .r,  elle  se  prolonge 
indéfiniment  suivant  deux  branches  situées  l'une  d'un  côté,  l'avitre 
de  l'autre  de  l'axe  àcsj.  Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (3),  y 
par  yy —  cos  y.r),  de  manière  à  obtenir  l'équation  (i),  la  feuille  et 
la  branche  de  droite  sont  modifiées,  les  ordonnées  étant  augmentées 
de  cos  \fx  \  la  branche  de  gauche  disparait.  Le  nouveauyb/i»/;/  ainsi 
obtenu  est  maintenant  tangent,  au  point  (:r  =  o,y  =  i),à  l'axe  desj 
et  à  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

La  courbe  (2)  présente  des  particularités  analogues.  Toutefois, 
dans  l'angle  des  axes  positifs,  elle  se  compose,  non  d'une  feuille, 
mais  de  deux  branches  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle  dont 
la  grandeur  dépend  de  ni.  Si  ni  =  i^  cet  angle  est  encore  de  30**. 

Agréez,  etc.  P,    Mansion. 


SUR  UNE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  \J:>.  ET  SUR  DEUX  APPROXIMATIONS 

DE  v/5; 

Par    m.  C.    HENRY. 

Dans  ces  derniers  temps,  deux  savants  géomètres,  M.  LéonRodet 
et  M.  Alexéief,  ont  cherché  (*)  à  retrouver,  entre  autres  exemples 

(')  Bulletin  de  la  Socictc  Mathématique  de  France,   1879. 
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numériques  moins  importants  :  i°  la  valeur  do 

signalée  dans  les  Préceptes  du  cordeau  de  Baudliàyana^  2°  les  va- 

1  -,  ,  1 ,/.  ,1     26")        ,     i35i 

leurs  approchées  par  detaut  et  i)ar  excès  de  -^^  et  de  — -—  attri- 
^^  '  ^  1^3  700 

buées  un  siècle  après  à  y3  par  Arcliimède  (  Traité  de  la  mesure 

du  cercle,  proposition  III). 

M.  Rodet  a  appliqué  à  la  série  de  Baudhàyana  une  formule  du 

Persan  Al-^Iorouzi  et  aux  fractions  d'Arcliimède  le  procédé  d'un 

géomètre  français  du  xvi^  siècle,  Estienne  de  la  Pioche.  Ce  procédé, 

appelé  par  l'auteur  règle  de  médiation,  repose  sur  ce  principe  :  si 

V  et  -, désicrnent  deux  fractions  à  termes  positifs,  la  fraction-; , 

h       d        ^  ^  b  -\-  d 

est  comprise  entre  les  deux. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  les   anciens  ont  dû,  en 


a 


effet,  connaître  cette  règle,  puisque,  en  posant,  au  lieu  de  a  et  Z», 

et  -  )  on  obtient également  par  moyenne  arithmétique  et  par 

médiation.  Toutefois,  il  ne  semble  pas  que  cette  règle  soit  unique- 
ment celle  d'Arcliimède  ni  que  la  formule  d'Al-Morouzi  soit  celle  de 
Baudhàyana.  La  formule  persane  ne  reproduit  pas,  en  effet,  la  phy- 
sionomie de  cette  dernière  série;  en  outre,  l'application  pure  et 
simple  de  la  règle  de  médiation  parait  beaucoup  trop  laborieuse. 

Dans  le  but  de  retrouver  ces  valeurs  et,  en  général,  les  exemples 
numériques  qui  nous  sont  parvenus  de  l'antiquité,  M.  Alexéief  a 
proposé,  mais  sans  l'appliquer  à  ces  exemples,  une  solution  théo- 
rique du  problème  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  par  l'emploi 
delà  moyenne  arithmétique  et  de  la  moyenne  harmonique. 

jNous  croyons  pouvoir  alhrmer  que  ce  procédé  est  bien  véiitablc- 
ment,  avec  quelques  modifications  dans  la  pratique,  celui  de  Bau- 
dhàyana et  celui  d'Arcliimède.  jVousnous  permettrons  seulement  de 
faire  remarquer  que,  avant  M.  Alexéief,   M.  le  professeur  Opper- 

90'-) 

mann  (')    avait  appliqué  à  la  fraction  -^  la  méthode  des  deux 


(')  J.-L.  IIi,idi;hg,  Qua-slioncs  Aichiinettcœ.  llaiiiiia',  i"^7<).  ]>.  <>');   Oivi.<i^c  oici  iht 
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moyennes,  et  que  les  formules  données  par  M.  Alcxéief,  de  même 
que  celles  données  il  y  a  quelques  jours  par  M.  le  colonel  Mathieu  ('  ) , 
se  déduisent  facilement  des  formules  établies  par  M.  Ed.  Lucas  dans 
la  Section  XIX  de  sa  Théorie  des  Jonctions  nu/nerit/ues  simple- 
ment périodiques  (-). 

Ces  restrictions  établies,  soit  à  reproduire 


3        3.4       3.4.34' 

posons,  conformément  à  la  règle,  2  =:  i  X  2.  Les  moyennes  arith- 
métiques   et   harmoniques  de   i   et  de  2  et  les  moyennes  de  ces 

3      417      "^4    577       816    ,  .  , 

moyennes  sont  -  et  ^1  -^  et  —  ?  -r-k  et  - — •  Les  moyennes  aritli- 
2       3    12       17     4°"       ^77 

métiques  sont  approchées  par  excès  et  continuellement  décrois- 
santes. Les  moyennes  harmoniques  sont  approchées  par  défaut  et 
continuellement  croissantes.  Cherchons  les  différences  des  premières 

^  =  -—T->  —  —  -7^  =  o    /   o  >  •   Prenons  la  première  valeur 

2        12        3.4    12       i\oo       3.4-34 

approchée  par  défaut  =  i  -f--,  et  nous  avons  tous  les  éléments  de 

la  série,  d'où  il  ressort  que  Baudhâyana  employait  en  effet  le  pro- 
cédé des  deux  moyennes,  mais  calculait  en  outre  les  différences 
entre  les  valeurs  successives  des  approximations  par  excès  et  les 
différences  de  ces  différences. 

Si  nous  considérons  maintenant  que  Woepcke  (^)  a  établi  par 
des  raisons  puissantes  la  haute  probabilité  d'une  transmission  de 
connaissances  de  l'Inde  en  Grèce  vers  le  ui*^  siècle  avant  J.-C, 
nous  sommes  conduits  à  supposera  /j/io/i  de  grandes  ressemblances 
entre  la  méthode  indienne  et  la  méthode  archimédéenne. 

Soit,  en  effet,  à  retrouver  — ^f-  ">  v/3  >>  —ztt;  •  Posons  3  =  3  X  i . 

700        *  i53 

Les  moyennes  arithmétiques  et  h  armoniques  de  ces  deux  nombres  son  t 


Kongelige  Danske  V idenskabernei  Selskahs  Forhandlinger  og  det  Medlemmers  Arhej- 
der,  Aaret  1875,  p.  18-22. 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  décembre  1879,  p.  53 1. 

(^)  American  Journal  of  Mathematics  de  M.  Sylvester,  vol.  I,  1878,  p.  225. 

(')  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens,  p.  90-91. 
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2  et  -•  Les  moyennes  de  ces  deux  nioy(;nnes  sont  7  et Les  nou- 

1  ^  -^4        7 

velles  nioveniies  de  ces  deux  moyennes  sont  ^-^  et nommons 

•^  "^  5b         97 

265 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs:  il  vient  -^-  Il  est  clair  que 

i35i 
l'on  pourrait,  en  continuant  ces  sommations,  obtenir — -r—  •  En  eiî'et, 

97       9.65       362   97  +  1 68  -f-  26")  -h  362 892   892  -1-56 989 

56       753  ~~  209'  56  4- "97"  -t-  i53  4-  209  ~~  5i5'  5i5  -I-  97  "  571' 

989    -h    362  I  35  I  .  '  1    '         '  I  •  '      •    1  ^  I 

^^^        =z  — — ~  :  mais  ce  procède  n  explique  évidemment  pas  le 

571  +  209         780  '  ^  ^     ^  ^ 

i35r 
choix  de  — tt-  •  II  faut  supposer  ici  un  iirocédé  direct  et  indépen- 
700  ^  ^ 

dant  du  précédent.  Le  suivant  rcMiiplit  ces  deux  conditions.  Posons 

3  =  3X1.    La    moyenne  arithmétique    ou  la  médiation   de  ces 

3 
nombres  est  2,  la  moyenne  harmonique  -•  La  médiation  de  cette 

médiation  et  de  cette  moyenne  est  -•>  la  moyenne  harmonique  ^• 
Les  moyennes  arithmétique   et  harmonique  de  cette  médiation  et 

-,  26  45  1  1  •!'.•. 

de  cette  moyenne  sont  -^  et  ^5  dont  la  moyenne  arithmétique  est 

— 7T— 5  d'où  il  ressort  ciu'Archimède  aurait  employé  le  procédé  des 
780  ^  I     j  1 

deux  moyennes  compliqué  de  médiations,  mais  en  variant,  selon 
que  l'approximation  cherchée  de  lar.icine  doit  être  par  excès  ou  par 
défaut,  l'ordre  des  médiations. 

D'ailleurs,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer,  indépendam- 
ment de  ces  coïncidences,  (|ue  l'antiquité  a  dû  être  conduite  à  cette 
méthode  d'approximation  par  plusieurs  voies  très-directes. 

1.   Procédé  gconict>i(/ue.  —  Soient  sur  une  droite  trois  points 

successifs  O,  A,  B;   décrivons  une  circonférence  sur  AB  comme 

diamètre  et  menons  les  tangentes  OT,  OT'^  désignons  par  B,   le 

centre  de  la  circonférence  et  par  A,  rinterscetion  de  TT'  avec  Oiî; 

il  vient  OA  <  OA,  <  OT  ;  OB  >  OB,  >  OT,  et  par  similitude  des 

,  ,      OA        OT     OA,         OT     „.  r^n      i        1 

triangles  rectangles  q^  =  q^j'  ôt  ^  ÔF  '         '  ^'         "    ^^'''  ^ 

valeurs  plus  approchées  de  la  moyenne  proportionnelle,  sont  préci- 
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séinciiL  les  moyennes  aritliniélique  et  hannoni(|ue  de  OB  et  de  OA. 

2.  Procédé  arilhmélique .  —  Soient  a  oX  h  deux  valeurs  quel- 
eonques  et  ajîprocliées  de  leur  moyenne  proportionnelle^  tout 
nombre  intermédiaire  entre  a  c\.h  est  évidemment  une  valeur  plus 
approeliée  de  leur  moyenne  proportionnelle  que  l'un  deux.  Soit 

une  valeur  plus  approchée  Z>,  = -,  on  obtient  l'autre  valeur 

"y. ah  ,  ,.  .  -.  , 

<7,  z=z par  la  condition  ao^  =  ab. 

a  -+■  l> 

Enfin,  de  la  méthode  d'interpolation  des  parties  proportion- 
nelles appliquée  par  Hipparquc  (deuxième  siècle  avant  J.-C.)  à  la 
détermination  del'équinoxe,  on  tire  encore  pour  valeurs  approchées 
les  deux  moyennes,  car,  en  prenant  la  valeur  a  approchée  par 
défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  faible  de  ah  —  ci-  \ 
en  prenant  la  moyenne  h  approchée  par  excès,  on  obtient  pour  le 
carré  un  nombre  trop  grand  de  b- —  ab-^  donc,  en  désignant  par  <7( 
la  valeur  de  la  moyenne  proportionnelle  dans  la  supposition  des 
accroissements  proportionnels,  on  aura 


d'où 

o.ah 


cl  i)ar  la  proportion  —  =  —  5  il  vient 
*-  ^      ^  a         l>i 


Observons,  en  terminant,  que,  si  la  méthode  des  deux  moyennes 
(îst  comparée  avec  la  méthode  plus  récente  des  fractions  continues, 
l'avantage  revient  à  la  première.  Qu'on  développe,  en  effet,  en  frac- 
tions continues  sj'i  et  \Ji  \  on  constate  que  les  valeurs  trouvées  par 
l'emploi  des  moyennes  reviennent  au  calcul  des  réduites  successives 
dont  les  rangs  sont  en  progression  géométrique  de  raison  =  2,  cas 
pour  lequel  M.  Ed.  Lucas  veut  bien  nous  faire  observerque  M.  Serret 
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a  donne  dès  1847  {Journal  de  Liouville,  l.  XIII,  p.  5 18)  les 
formules  retrouvées  par  lui-même  et  par  M.  Alexéief  (').  Il  est 
également  curieux  d'observer  que  l'application  simultanée  des  mé- 
thodes d'interpolation  par  les  parties  proportionnelles  et  de  Newton 
a  l'extraction  de  la  racine  carrée  du  produit  ab  fournit  comme  va- 
leurs approchées  par  défaut  et  par  excès  la  moyenne  liarmoniqu(; 
et  la  moyenne  arithmétique  des  d(aix  nombres  «  et  b. 


(')  En  1873,  une  question  proposée  par  M.  le  prince  Boncompagni  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  Matliématiques,  2°  série,  tome  XH,  p.  191,  a  conduit  aussi  à  ces  Cor- 
mules  M.  Moret-Blanc  (t.  XII,  p.  477-48» )• 
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Darhoux.  —  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très- 
grands  nombres  et  sur  une  elassc  étendue  de  développements  en 
série.  Première  Partie.  (i-56). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  l'auteur  dévelopiie  une  méthode  nouvelle 
pour  obtenir  les  expressions  approchées  des  fonctions  de  très-grands  nombres. 
Parmi  les  applications  de  cette  méthode,  nous  indiquerons  les  suivantes  : 

1°  L'approximation  des  polynômes  de  Legendre.  L'auteur  donne  eu  particulier 
une   formule  qui  permet   d'obtenir  une   expression   approchée,    l'erreur   commi.^e 

étant  de  l'oi-dre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on   le  voudra  de  -• 


(')  \iih'  Dullcciii,  II,,  .'iS. 
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2°  L"approximalion  indéfinie  des  dérivées  «'^™"  de 
et,  en  général,  de 

«,,  a,,  . . .,  v.p  étant  quelconques. 
3°  L'approximation  de  l'intégrale 


S-' 


L'auteur  étend  le  résultat  de  Laplacc  au  cas  où  les  fonctions  _/ et  9  sont   imagi- 
naires, ainsi  que  les  limites  de  l'intégrale. 

4"  L'approximation  du  terme  général  de  la  série  de  Lagrange 

5"  L'approximation  indéfinie  des  polynômes  qui  naissent  de  la  série  hypergéomé- 
trique  et  qui  ont  été  étudiés  par  Jacobi  et  par  M.  Tchebychef. 

Le  principe  de  la  méthode  adoptée  par  l'auteur  consiste  dans  la  détermination 
de  l'ordre  de  grandeur  des  termes  d'une  série  trigonométrique  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  des  coefficients  de  rang  élevé  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable.  M.  Darboux  montre  que  Tordre  de  grandeur  et  l'expression 
approchée  de  ces  coefficients  se  déterminent  aisément  quand  on  connaît  les  valeurs 
pour  lesquelles  la  fonction  devient  infinie  et  la  manière  dont  elle  devient  infinie 
dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 

Mannlieini  (^.).  —  Sur  les  surfaces  réglées.  (07-60). 

Mathieu  [Em.].  —  Réponse  à  la  INote  de  M.  AUégret  sur  le  pro- 
blème des  trois  corps.  (61-62). 

Clausius  {R-)-  —  Sur  la  déduction  d'un  nouveau  principe  d'Elec- 

trodynamique .  (  63- 118). 

On  sait  que  M.  "\V.  Wcber  (')  a  cherché  à  ramener  les  phénomènes  électrosta- 
tiques et  électrodynamiques  à  un  principe  unique,  à  l'aide  duquel  il  exprime  la 
force  que  deux  particules  d'électricité  en  mouvement  exercent  l'une  sur  l'autre. 
Soient  e,  e'  les  masses  de  deux  particules  électriques  situées  au  temps  t  à  une 
distance  r  l'une  de  l'autre;  l'action  exercée  par  ces  particules  est  une  répulsion/: 


Dans  cette  expression,  c  représente  une  constante. 


(')  Consultez,  au  sujet  dos  formules  de  Weber  et  de  Riemann,  les  Leçons  de  Rie- 
mann,  publiées  récemment  par  Hattendorff  sous  le  titre  :  Sc/iwere,  Elektricitdt  und 
Mafincttxmu.'s,   cl    dont  nous   avons    rendu    un   compte   sommaire    dans    ce    Bulletin 

Cl.  XI,  p.  97). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  7 

Rieniann  a  énonce  une  loi  différente.  En  désignant  par  x,  y,  z,  .v',  j\  z'  les 
coordonnées  des  particules  de  masse  e,  e'  au  temps  f,  la  composante  suivant  l'axe 
des  X  do  la  force  que  e'  exerce  sur  e  est 


(0         \^--^-d. 


\l[dx         dx'W 


I  ee'   \     dr'^rdx        dx^\^      ('^__ilL\       /f^  _  l^Vl 

l  '^'^^T'd^W'dt'^'dcj'^yTt  dt)'^\dC~dt)\'' 

et  les  composantes  suivant  les  autres  axes  sont  données  par  des  expressions  ana- 
logues. 

Les  formules  de  Weber  et  de  Rieniann,  appliquées  à  l'action  réciproque  de  deux 
courants  fermés,  fournissent  des  résultats  concordant  avec  la  loi  d'Ampère;  elles 
satisfont,  de  plus,  aux  lois  connues  de  l'induction  et  ne  sont  point  en  contradiction 
avec  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Elles  suffisent  donc  à  tous  les 
besoins  de  la  Physique  actuelle. 

Toutefois,  Weber  n'a  établi  la  formule  (i)  qu'à  la  faveur  d'une  hypothèse  parti- 
culière sur  la  constitution  intime  des  courants,  d'après  laquelle  des  quantités  égales 
d'électricités  positive  et  négative  se  déplaceraient  en  sens  contraire  avec  une 
vitesse  égale  dans  chaque  élément  conducteur.  M.  Clausius  rejette  une  conception 
aussi  compliquée  et  se  propose  de  trouver  une  expression  générale  des  actions 
électriques  compatible  avec  l'hypothèse  d'un  seul  fluide  en  mouvement  dans  les 
conducteurs  traversés  par  un  courant.  On  pourra  supposer  l'électricité  négative 
adhérente  à  la  matière,  tandis  que  l'électricité  positive  se  déplace  seule  dans  le 
sens  du  courant. 

M.  Clausius  établit  d'abord  que  les  formules  de  Weber  et  de  Rieniann  ne  sont 
pas  compatibles  avec  l'hypothèse  d'un  seul  fluide  en  mouvement  :  elles  conduisent, 
dans  ce  cas,  à  un  résultat  contraire  à  cette  proposition  expérimentale  qu'««  cou- 
rant fermé  et  constant,  qui  se  trouve  dans  un  conducteur  au  repos,  n'exerce  aucune 
force  motrice  sur  l'électricité  en  repos. 

11  cherche  ensuite  une  expression  de  la  force  exercée  par  une  particule  e'  sur 
une  particule  e  d'électricité  dans  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  mobile  dans  les 
conducteurs.  11  suppose  que  cette  force  dépend  de  la  position  mutuelle  des  parti- 
cules ainsi  que  des  conditions  de  mouvement  déterminées  par  les  composantes  de 
leur  vitesse  et  de  leur  accélération,  et  forme,  en  conséquence,  pour  chacune  des 
trois  composantes  suivant  les  axes,  une  expression  générale  qui  dépend  des  coor- 
données relatives  de  l'une  des  particules  par  rapport  à  l'autre  et  des  coefficients 
difl'érentiels  du  premier  et  du  second  ordre,  par  rapport  au  temps,  des  coordon- 
nées des  deux  particules;  il  y  fait  entrer  provisoirement  tous  les  termes  possibles 
jusqu'au  second  ordre  inclusivement,  en  entendant  par  là  tous  ceux  qui  pro- 
viennent d'une  double  différentiation  par  rapport  au  temps,  et  qui  renferment 
comme  facteurs  ou  un  coeflicient  difl'érentiel  du  second  ordre,  ou  deux  coefficients 
diflérentiels  du  premier  ordre. 

Cette  expression  se  simplifie  déjà  beaucoup  en  choisissant  pour  axes  de  coordon- 
nées la  droite  qui  joint  les  points  où  se  trouvent  les  particules  d'électricité  au 
temps  t  (nous  l'appellerons  axe  des  l),  et  deux  autres  axes  perpendiculaires  au 
premier,  mais  arbitraires  {axes  des  m  et  des  n).  La  distance  des  deux  points  est 
représentée  par  r,  et  nous  supposons  les  deux  masses  électriques  égales  à  l'unité. 

L'expression  cherchée  doit  d'abord  renfermer  un  terme  indépendant  des  mouve- 


Parmi  les  autres,  les  termes  en  — -, 
'                            dt 

du 
dF' 

d-  m 

de- 

du'      d'm'      d' II'      dV   dm'      dl'   du' 

dm' 

dn' 

de  '     dc^  '     dt^  '   dt     de  '   de    de 

HT 

Uê 

dm   du'      dm'  dit                           „   . 
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raents  des  particules,  et  qui  représente  la  force  électrostatique.  Ce  terme  est  parlai- 

I 

tement  connu  :  c  est  —  • 
/■■ 

(7'  //     dl  dm     dl  dn     dm  dn     dm' 

TF  '  7e 'dé'  7e  de'  liï  de'  'de'' 

dl   dm'      dV   dm      dl  dn'      dV  dn 

7e  ~7r'  77  lie'   de  ~7ê'   7e   7e'' 

,    ,  ,      ont  un  coefficient  nul;   car  ils  chanfient  de  sirrne  avec  l'une  des 

de    de       de    de 

coordonnées  m,  n,  m',  ii' ,  et  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'un  mouvement 
suivant  l'axe  de  m,  par  exemple,  produise,  par  rapport  à  la  force  développée  sui- 
vant l'axe  des  l  ou  des  n,  un  effet  différent  lorsqu'il  l'exécute  vers  les  m  positifs 
ou  les  m  négatifs. 

Comme,  d'autre  part,  rien  ne  distingue  l'axe  des  m  de  l'axe  des  //,  le  nombre  des 
coefficients  distincts  diminue  encore,  car  il  faut  attribuer  un  même  coefficient  aux 

/dm\-        /dii\-    fdm'\-         /dn'\°    dm   dm'        dn  du' 

termes  en  |  — —  |    et  (  —     ,  (  ^^  \  ^,)  ''  ~r   -t~  '^t  ~r  ~î~' 

\de  )        \<it  J     \t'ej         \</f/      'ii     'It        de    dt 

En  résumé,  les  trois  composantes  L,  I\l,  IN  do  la  force  seront  de  la  forme 
L  =  -^  -t-  L,  -+-  L.  -h  L., 

N^lN.-i-N.-HlNj, 


dl  dU  {  dl\'        , 

L,  =  A   -r  -h  A,  -pr  -^-  A.      -  )  -t-  A, 
'  de  ^  dl-  ■\  dt  ]  ^ 


dl'  dH'  fdl'Y        .       ,. 


de         "  dt'' 


L,  =  A,  --  -,-   -(-  A„  l'c'  cosî, 
^  ^  dt  dt  ' 

dm  d'm        ,,   dl    dm 

'  de  '   dt^  '  dt    dt 

^   dm'  d'm'       „   dl'  dm' 

M,  ^  B3  -j-  +  B,  -~  +  B,  —   -3- , 
^  de  *   di^  '  de     de 

T>    '^J  "'"''       T.   '''''"  'J'" 

IVI3  =  B„  —  -; i-  I^  -r  -X-  ' 

'        "  de    de  '  de   de 

dn       „    d-n  dl  dn 

'  de  de-  ■  dt  dt 

_,         „   dn'  d^n'  dl'  dn' 

W=  =  B3^  +  B._  +  B,_^, 

"  dt    dt  '  de    de  ' 

v  et  v'  sont  les  vitesses  des  particules  e,  e' ;  s  l'angle  de  leurs  directions.  Les  coeffi- 
cients A,  A,,  . . .,  B,  B,,  ...   sont  des  fonctions  de  /•  qu'il  reste  à  déterminer. 

Après  avoir  exprimé  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  dans  un  système  quel- 
conque de  coordonnées,  M.  Clausius  a  recours,  pour  la  détermination  des  fonc- 
tions inconnues,  à  l'application  de  diverses  propositions  expérimentales,  dont  la 
première  est  im'uii  courunt  (/iiclcow/itc  fvnnc  ce  consttine,  circulane  dtins  un  condiic- 
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t-eur  Jixe,  n^ exerce  aucune  force  motrice  sur  V électricité  au  repos  et  réciproque' 
ment.  Les  autres  propositions  dont  il  lait  usage  se  rapportent  à  l'action  de  deux 
courants  fermés,  laquelle  doit  s'opérer  conformément  à  la  loi  d'Ampère  et  aux  lois 
de  l'induction,  telles  qu'elles  ont  été  établies  par  Neulnann.  En  dernier  lieu,  il 
applique  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

M.  Clausius  parvient  ainsi  il  exprimer  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force 
exercée  par  la  particule  e'  sur  la  particule  e  avec  une  seule  fonction  inconnue 
de  r,  qu'il  représente  par  R.  11  trouve 


_  rV  k  d-ir-)   â^  ris'l        ,f^/i^'\ 

(  3  )  ,'      '  ~        "dx  |_  2    ds  ds'     dt   dt  J         \U\  r    dt  J 

\  d  r./-R/r^y-     ^  ^'^. 

\        '^  dc\jh^\dt) '^  17  ~dt^ y 

ds  et  ds'  sont  les  deux  éléments  de  trajectoire  correspondants  aux  particules  e  et  e' 
pendant  le  temps  dt;  Y  et  Z  ont  des  expressions  analogues.  Quant  à  l'action 
exercée  par  la  particule  e  sur  la  jtarticule  e',  on  trouve  les  composantes  X',  Y',  Z' 
eu  permutant  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  dans  les  expressions  de  X, 
Y  et  Z. 
Le  travail  effectué  par  les  forces  pendant  le  temps  dt  est 

(x^^Vy^-^z^^x'^'^-y'^-^z'^^)..     . 

\      dt  dt  dt  dt  dt  dt  J 

Cette  quantité  doit,  d'après  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  être  la  dif- 
férentielle totale  d'une  autre  quantité  W  qui  dépend  des  positions  actuelles  et  do 
l'état  de  mouvement  des  particules.  On  trouve 

^.^  W--  *  •  -F-i  '^^^  ^f^Vl  ^K 

^'"  (r        l^r    dsds'         dsds'jdt  dt) 

Bien  entendu,  W,  X,  Y,  Z.  X',  Y',  Z'  doivent  être  multipliés  par  le  produit  ee'  des 
masses  électriques  agissantes,  quand  on  suppose  celles-ci  différentes  de  l'unité. 

Par  la  considération  des  forces  électrostatiques,  on  sait  que  la  quantité  dont  la 
différentielle  négative  représente  le  travail  s'appelle  le  potentiel  des  deux  parti- 
cules électriques  l'une  sur  l'autre.  Par  analogie,  M.  Clausius  considère  l'expression 
ci-dessus,  abstraction  faite  du  signe  — ,  comme  un  potentiel.  Le  premier  terme 

(d)  ^  =  V 

est  ]e  potentiel  électrostatique;  le  reste 

r  A-     dHr'-)  d'Klds  ds' 

C  "  )  V  =  —  ee'  —    -,—77-  -h    ,    ,  ■      -r   -7- 

^     ^  La/-     ds  ds'  dsds'jdt    dt 

reçoit  le  nom  de  potentiel  élcctrodjnamique.  Son  expression  est  beaucoup  plus 
simple  que  celle  des  composantes  de  la  force. 

L'expression  de  V  que  l'on  vient  d'écrire  est  la  seule  possible  dans  l'hypothèse 
d'une  seule  électricité  en  mouvement  dans  un  conducteur  solide.  La  fonction  R 
qu'elle  renferme  ne  peut  pas  se  déterminer  au  moyen  des  courants  fermés,  et,  ])ar 
suite,  on  ne  peut,  dans  l'état  actuel  de  la  Science,  énoncer  à  son  sujet  que  des  pro- 
babilités. 
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Par  exemple,  si  l'on  admet  que  la  force  doit  être  une  fonction  simple  de  la  dis- 
tance, on  est  conduit  à  poser 

R  =  A,  7-, 

^!^  étant  une  constante.  Les  valeurs  de  V,  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  sont  les  plus  simples  pos- 
sibles ([uaïul  on  fait  A,  =  o,  c'est-à-dire  R  ^  o. 

L'expression  du  potentiel  électrodyuamique  est  particulièrement  propre  à  la 
comparaison  des  difl'érentes  formules  fondamentales  de  l'Électrodynamique  propo- 
sées jusqu'à  ce  jour  (à  l'exception  de  colle  de  Gauss,  qui  ne  satisfait  pas  au  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie)  :  d'après  AYeber, 

v-_  -  —('!l\. 

c'-    r  \dt)   ' 
d'après  Ricmann  , 

enfin,  d'après  l'auteur, 

,V  k    d'{r-)         d' R  1  ds  ds' 
~       '^'^  L-!/-    dsds'         dsds'jdc  dc  ^ 

ou,  si  l'on  suppose  R  =;  o, 

ee'  d^(r')  ds   ds' 
•2  1'    dsds'    de  dt 

M.  Clausius  termine  son  Mémoire  en  cherchant  quelle  doit  être,  dans  sa  théorie, 
l'action  réciproque  de  deux  éléments  de  courant.  Pour  obtenir  la  composante  de 
cette  action  suivant  l'axe  des  x,  on  devra  chercher  successivement  les  composantes 
de  l'action  de  kds  sur  li'ds'  et  sur  —  h'ds',  et  de  celle  de  —  hds  sur  h'ds'  et  —  h'ds' , 
en  considérant  les  quantités  d'électricité  positive  hds  et  h'ds'  comme  en  mouve- 
ment, et  les  quantités  d'électricité  négative  —  hds  et  —  h'ds'  comme  en  repos;  on 
fera  enfin  la  somme  algébrique  de  ces  quatre  expressions.  En  représentant  par  /  et  i' 

les  intensités  des  deux  courants  1 1  =  —r-  i    i  =  — r—  1  »  on  trouve  dehnitivement, 

et  dans  l'hypothèse  la  plus  générale  à  laquelle  se  rapporte  la  formule  (6), 

I        r  r  dx' 

(7)  ^■'■'''^^■'^^  V^'°''~^^^ 

Cette  expression  ne  contient  plus  la  fonction  indéterminée  R;  elle  est  entièrement 
déterminée,  et  c'est  la  seule  compatible  avec  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  en 
mouvement  dans  les  conducteurs.  E-  K- 

VillavceaiL  (1-).  — Sur  le  dcveloppcincnt  en  séries  des  racines 
réelles  des  équations.  (  i  i()-i  24). 

a  étant  une  valeur  approchée  d'une  racine  réelle  de  l'équation 

/(■i')  =  o, 

et  la  dérivée  y  (x)  du  premier  membre  étant  supposée  ne  pas  devenir  très-petite 
dans  le  voisinage  de  celte  racine,  M.   Villarceau  cherche  à  mettre  cette  dernière 
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sons  la  Ibrme  d'une  série  infinie  telle  qne 

'        I  -         I.i  '      I,2.J 

Cette  série  restant  convergente    lorsque  a  reste  compris  entre  certaines  limites, 
l'identité 

âx 

le  conduit  à  la  détermination  des  coefficients  A  et,  en  posant 
df  _  d^f  ^    (df 


a,  = 


da  "^        da 

il  trouve 


=  •    \da)  '      "'  ~  da'  '  \da) 


fin)  [/(«)]',,,         3a'^t/(«)]  = 


1.2.3 


a,  (a.  —  lOa,  «, -f- iSa')  .,    , 

'  ^    *  '     ^  -■^1  .2.3.4 

a,  («5  —  1  j  2«4«3  -H  loSKjrtj  —  lOô  cf.\  —  10  aj)  -  - 


1.2.3.4.5 
formule  qu'il  applique  à  deux  exemples. 

Fuchs  [L.].  — Sur  les  équations  différentielles  linéaires  qui  ad- 
mettent des  intégrales  dont  les  différentielles  logarithmiques 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques.  Extrait  d'une 
Lettre  adressée  à  M.  Hermite.  (i25-i4o). 

L'auteur  se  propose,  en  général,  de  déterminer  les  coefficients  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

dm  y  drn-'r 

de  façon  qu'elle  soit  vérifiée  par  un  système  fondamental  d'intégrales  uniformes 
J'i'.r.,.-.,  J,„,  telles  que,  en  posant 

on  ait 

>     («    =  I,     2,      .  .  .,     771). 

On  reconnaît  de  suite  que  ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes,  double- 
ment périodiques,  et  ne  devenant  infinies  que  de  manière  que  leurs  valeurs  réci- 
proques soient  continues.  Étudiant  en  particulier  le  cas  d'une  équation  du  second 
ordre,  M.  Fuchs  montre  qu'on  peut  se  borner  à  étudier  le  cas  où  l'équation  est  de 
la  forme 

Si  l'on  veut  que  cette  équation   admette  une  intégrale  ayant  les  propriétés  in- 
diquées, il  faut  et  il  suffît  que  le  coefficient  P  soit  de  la  forme 

P=  e  +  V  AiD^.  logH(u  —  «,)  -hB.Dî.  logH(.t  — a,), 
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£  élantiiiie  conslaiito,  et  les  coeflicients  A,,  B„  constants  eux-mêmes. étant  tics  fonc- 
tions déterminées  des  valeurs  a^  des  zéros  et  des  infinis  de  l'intégrale  et  de  leurs 
ordres  de  multiplicilé.  Si  l'on  suppose  que  la  fonction  P  ne  devienne  infinie  dans  le 
parallélogramme  des  jtériodes  que  pour  la  valeur  jr=:2/K',  on  obtient  l'équation 
de  Lamé  sous  la  forme  que  M.  Hermite  lui  a  donnée  {Coinptex  rendus,  t.  LXXWl, 
p.  G8o), 

d'Y 

-==  r«(«-l-i  )A-sin-amx-f-/ilr. 

et  la  valeur  donnée  eu  général  par  l'auteur  pour  l'intégrale  de  l'équation  du  se- 
cond ordre  devient  ici 

f.^x+^'-a{x  —  a\)'R{x^al)  .  .  .  W  ( x  —  an) 

où  les  quantités  a\.  ni,  . . .  dépendent  essentiellement  de  la  valeur  de  h. 
Pour  le  cas  spécial,  traité  par  M.  Hermite,  où  Téquation  de  Lamé  a  la  forme 

d^ 


on  trouve 


•=  (-îk^  sin'am  r  -f-  iï'  sin"  am  a  —  i—  l(')y , 
dx-        ^  '-^  ' 


^}A{x-a)     -  ^-r, 

e(a-) 


Quant  à  la  seconde  intégrale 


elle  est 


Cdx 


_  U(x-\-a)         fc) , « ,  -^ 
•'"-"       o"(x) 

pourvu  que  a  ne  soft  pas  de  la  forme 

a  =  niA  -+-  uih'      (  w,  n  entiers)  ; 

dans  ces  cas  d'exce|>tion,   r^  se  présente  sous  la  forme  sin  am  j:,  cosam  x  ou  Aauur, 
et  la  valeur  de j'  s'olilient  aisément  en  eflectuant  l'intégration. 

M.  Fuchs  fait  suivre  sa  Lettre  d'un  résumé  rapide  des  recherches  qu'il  a  faites  de- 
puis qu'elle  a  été  envoyée  à  M.  Hermite,  reclierches  publiées  dans  les  Nouvelles  de 
la  Société  Royale  de  Gœttiiigue  (i5  décembre  1877).  Les  équations  diflerentielles  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  fonctions  de  Lamé  d'ordre  supérieur,  introduites 
par  M.  Heine,  sont  des  cas  particuliers  d'une  classe  d'équations  difierentielles  du 
second  ordre  étudiées  par  M.  Fuchs  dans  le  Journal  de  Crelle  (t  LXXXI,  p.  116- 
118),  et  intégrées  par  lui  au  moyen  des  intégrales  abclieniies.  Partant  des  résultats 
obtenus  dans  ce  Mémoire,  il  donne  les  conditions  jiour  que  l'équation 

R(.)g_^;K'(.);^-+-H(.)«  =  o, 

où  r»(:),  H(c)  sont  des  fonctions  entières  de  degrés  m  et  m  —  2,  ait  une  intégrale 
tle  la  forme 


«=.0c-         -'«VU, 
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G  étant  une  fonction  entière  et  /,  une  roiistanto.  Ces  conditions  étant  siipposi'os 
remplies,  M.  Fuchs  détermine  la  fonction  G,  et  tronve  ainsi  un  système  fonda- 
mental d'intégrales;  il  se  restreint  ensuite  au  cas  où  l'équation  est  de  la  forme 


Cette  équation  se  déduit  de  celle  de  Lame,  en  y  faisant 

dz         , 

Il  parvient  ainsi  aux  intégrales    de  l'équation    de  Lamé,  et   la  même  méthode  lui 
fournit  sans  difficulté  les  cas  d'exception. 

Fiedlev.  —  Géométrie  et  Géomécanique.  Aperçu  des  faits  qui 
montrent  la  connexion  de  ces  sciences  dans  l'état  présent  de  leur 
développement.  (141-176). 

Cette  Notice  a  été  le  texte  d'une  leçon  semcstrale  faite,  en  1876,  aux  élèves  de  la 
(\^  section  de  l'École  Polytechnique  Fédérale.  Après  avoir  résumé  les  travaux  de 
M.  Mannheim,  l'auteur  expose  rapidement  la  nouvelle  conception  de  la  Cinéma- 
tique et  de  la  Dynamique  qui  a  son  origine  dans  les  recherches  de  Plùcker  et  qui 
a  été  développée  par  M.  Klein  et  spécialement  par  M.  Rail. 

On  sait,  depuis  Poinsot,  que  tout  système  de  forces  (/^o/,ff>f/r)  peut  être  d'une 
seule  manière  mis  sous  une  forme  canonique,  c'est-à-dire  réduit  à  une  force 
«inique  et  à  un  couple  agissant  dans  un  plan  normal  à  cette  forme.  Six  quantités 
déterminent  complètement  ce  torseur,  à  savoir  :  quatre  grandeurs  qui  déterminent 
la  ligne  d'action  de  la  force  unique,  un  paramètre  linéaire  p;  \a  flèche^  qui  exprime 
le  quotient  du  moment  du  couple  par  la  force  unique;  ces  cinq  quantités  déter- 
minent le  complexe  linéaire,  ou  la  vis  qui,  comme  l'on  sait,  correspond  au 
torseur;  enfin  l'intensité  a"  de  la  force.  Tout  mouvement  d'un  système  solide,  ra- 
mené aussi  à  la  forme  canonique  d'un  mouvement  hélicoïdal,  t«ute  torsion  est  dé- 
terminée par  six  quantités  analogues,  dont  quatre  pour  la  direction  de  l'axe  du 
mouvement,  ou  du  complexe  linéaire  correspondant  dont  la  cinquième,  \a.  JLèche, 
ou  paramètre  linéaire  du  complexe,  est  la  grandeur  de  la  translation  suivant  l'axe 
qui  correspond  à  la  rotation  de  l'angle  unité,  ctdont  la  sixième  est  l'amplitude  de  la 
rotation.  Si  l'on  considère  un  torseur  de  flèche  /'.,  d'intensité  a»,  et  nue  torsion 
de  flèche/^,,  d'amplitude  c/',  le  traviiil  résultant  sera 

«'«''w,,,     où    6j,„^=(/),  4-^^)  cos/  —  (5?sin^, 

<f  désignant  la  plus  courte    distance    et  1  l'angle   des  axes  des  deux  vis;    lorsque 
ce  travail  est  nul,  les  deux  vis  sont  réciproques. 

On  trouve  la  condition  pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre  sous  rinfluence 
de  trois  torseurs,  en  écrivant  qu'en  leur  adjoignant  une  torsion  quelconque  la 
somme  des  trois  travaux  résultants  est  nulle;  de  même  on  trouvera  la  condition 
pour  que  trois  torsions  se  détruisent.  On  est  ainsi  conduit  à  la  solution  du  problème 
de  la  composition  de  deux  torseurs  ou  de  deux  torsions;  cette  composition  s'effectue  au 
moyen  d'une  surface  réglée  du  troisième  degré,  introduite  par  Pliicker,  (]ui  est  lieu 
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des  axes  des  complexes  compris  dans  le  faisceau  déterminé  par  les  deux  complexes 
qui  correspondent  aux  deux  torseurs  ou  aux  deuxtorsions  ;  l'axe  de  la  vis  résultante 
est  situé  sur  cette  surface,  nommée  cylindroïde  par  M.  Cayley;  sa  flèche  et  son  in- 
tensité s'obtiennent  par  des  règles  simples. 

On  reconnaît  aisément  que  toute  vis  réciproque  à  deux  vis  données  est  réciproque 
à  toutes  les  vis  du  cylindroïde  qu'elles  déterminent  et  peut  être  dite  réciproque  à  ce 
cylindroïde;  les  axes  des  vis  réciproques  à  un  cylindroïde  et  passant  par  un  point 
donné  forment  un  cône  du  second  degré,  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  les  génératrices  du  cylindroïde,  en  sorte  que  les  axes  de  toutes  les  vis 
réciproques  à  un  cylindroïde  forment  un  complexe  du  deuxième  degré;  on  conclut 
de  là  que  les  vis  d'un  cylindroïde  sont  réciproques  à  quatre  vis  prises  à  volonté  et 
qu'à  cinq  vis  arbitrairement  choisies  il  n'existe  qu'une  seule  réciproque. 

Cette  étude  permet  d'instituer  le  système  de  coordonnées  le  mieux  approprié  à 
ces  recherches.  Un  torseur  ou  une  torsion  peut  être  décomposée  suivant  six  vis 
données  ;  les  formules  se  simplifient  singulièrement  en  choisissant  ces  six  vis  fon- 
damentales de  façon  qu'elles  soient,  deux  à  deux,  réciproques  entre  elles;  elles 
forment  alors  un  système  de  coréci procales. 

M.  Fiedler  montre  ensuite  comment  on  peut  introduire  les  masses  dans  les 
mouvements  et  les  systèmes  de  forces  qui  les  produisent,  comment  les  axes  d'inertie 
principaux,  considères  comme  des  vis  et  affectés  des  flèches  ±a,  dr^,  drc,  égales  aux 
demi-axes  de  l'ellipsoïde  central,  forment  un  système  coréciprocal  et  peuvent  ainsi 
être  appelées  les  six  vis  d'inertie  principales  du  sjrstème.  Il  parvient  ensuite  à  la 
notion  des  vis  matériellement  conjuguées,  des  vis  d'inertie  principales  d'un  système 
gêné  dans  son  mouvement,  et  termine  en  établissant  les  équations  différentielles 
générales  de  la  dynamique  des  systèmes  invariables. 

Romilly  (  Tf^.  de).  —  Note  sur  l'intégration  de  l'équation 

-r-'  +  ' ■  -7-  +  V  =  G. 

cl.r-  ./•       cl.r 

L'auteur  considère  l'intégrale 

0{x,  jj.)  ^    I     cos (.r  cos  w) sin''*w f/o 

et  celles  qui  s'en  déduisent  on  remplaçant  d'abord  cos(xcos&j)  par  sin  (.rsinw), 
puis  en  remplaçant  dans  6{x,  /j.)  et  dans  l'intégrale  obtenue  comme  on  vient  de  le 
dire  sin'^w  par  cosl^co.  Une  quelconque  de  ces  intégrales  est  connue  lorsque  l'on 
connaît  sa  valeur  pour;*  =:  o,  i,  2,  3.  On  voit  ensuite  que,  si  V(x,  ,u)  est  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  elle  satisfera  à  l'équation 

dx^  X      dx 

pourvu  que  V  (x, 0),  V(x,  i)  satisfassent  à  cette  équation;  on  déduit  de  là  que 
0(jr,//.)cst  une  intégrale,  quelque  soit//.,  ce  qui,  dans  quelques  cas,  permet  d'ob- 
tenir l'intégrale  générale. 

Molins  (//.).  —  Sur  de  nouvelles  classes  de  courbes  algébriques 
gauclies  dont  les  arcs  représentent  exactement  la  ronction  ellip- 
tique de  première  espèce  à  module  quelconque.  (187-213). 
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Soit  S  une  courbe  dont  les  coordonnées  roctangiilaircs  d'un  point  s'expriment  au 
moyen  de  l'indéterminée  Ç  parles  formules 

X  =  a  cos(/;  -(-  i)  Ç  -(-  (i  cos(/>  —  i)  Ç, 
_y  =  rt  sin  (/; -t- i)  i -(-^  siii(^  —  i)Ç, 
z  =  csinÇ, 

oïl  p  est  un  nombre  commensurable,  en  sorte  que  la  coxjrbc  Z  soit  algébrique, 
et  où  a,  b.  c  sont  des  constantes  liées  par  la  relation 

!\ab{p° — i)-(-c-  !^ab — c* 

[p{a-i-b)-^  a  —  6]*-i-c^         {a-^b)-'' 

si  l'on  prend  la  transformée  2'  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  2, 
l'origine  étant  le  pôle  de  transformation  et  /'  le  module  de  la  transformation,  la 
différentielle  de  l'arc  de  S'  sera 

_  )°-\/[p(n-i-b  }-ha  —  b]--\-c-  d^ 


{'i-^^y  .  /      ,',«*  — 


V        ("- 


■  by-"'"  ' 

M.  Molins  montre  ensuite  qu'on  peut  toujours  disposer  des  trois  constantes  a,  b,  p, 

dont  la  dernière  est  commensurable,  de  façon   que  la  valeur  de  c  tirée  de  la  rela- 

•    -1  •  •       •    11  il  ab  —  c"'        .  . 

tion  précédemment  posée  soit  réelle  et  pour  que  -, j—r  soit  positif    et  moindre 

[a  -h  b  y 

que  l'unité.  Dans  ces  conditions,   la  courbe  S'  répondra  évidemment  au  problème 

posé.  L'auteur  donne  ensuite  plusieurs  applications. 

Laguerre.  —  Sur  les  courbes  de  troisième  classe.  (2i3-224). 

Ce  travail  peut  être  regardé  comme  une  application  du  Mémoire  de  l'auteur 
Sur  l'application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  Géométrie  analytique  (') 
{Journal  de  Mathématiques,  3°  série,  t.  I).  Partant  AeVéquation  »i/xrc  d'une  courbe 
de  troisième  classe  mise  sous  forme  canonique,  il  introduit  les  équations  mixtes  de 
laliessienne  et  delà  cayleyenne  de  cette  courbe,  étudie  le  faisceau  tangentiel  de  la 
courbe  et  de  sa  hessienne,  le  faisceau  ponctuel  de  la  même  courbe  et  de  sa 
cayleyenne,  et  obtient  divers  théorèmes  relatifs  à  ces  éléments  géométriques  et  aux 
polaires  du  premier  et  du  second  ordre  d'une  droite  ou  d'un  point, 

Laurent  (//•).  —  Sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies.  (  220- 

246). 

Le  problème  principal  que  traite  M.  Laurent  consiste  à  trouver  une  fonction 
93  (x)  telle  que  l'on  ait 

fb  nb  r%h 

if{x)dx-=Q,        j      x'^{x)dx  =  o,      ...,        I      x""'p(j-)</.r  =  0, 

ou  une  fonction  qui  satisfasse  aux  équations  qui  se   déduisent  des  précédentes  en 


C)  Voir  Bulletin,  III,  379;  IX,  ri'). 
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remplaçant  les  seconds  momhrcs  nuls  par  des  conslanles;  dans  le  premier  cas,  l'au- 
teur trouve 

i£'(j')  dcsi(;naiit  une  fonction  qui  n'est  pas  infinie  pour  :i- ^  a  ou  pour  .r  =^^.  Le  .'as 
où  'l^x)  se  réduit  à  une  constante  conduit  aux  fonctions  X„  de  Legendre,  ou  plutôt 
à  des  polynrtmcs  qui  s'en  déduisent  par  un  changement  de  variable.  La  fonction 

constitue,  lorsque  r  et  .«  sont  positifs,  une  solution  du  problème;  laissant  cette 
restriction  de  côté,  l'auteur  conclut  de  l'étude  de  cette  fonction  que  l'intégrale  définie 


Y+r  (;._/,  Y^s  (■  ;  _  .r  )-n_r  J. 


satisfait  à  récjuation  lincaiii 


-—[x  —  a){x^h)  -+-  —[{i—r  —  s)x-\-b{r—i)-^a{s  —  \)] 

—  («-+-])(  «-(-r-(-,f)V  =  0. 

Lagacrre.  —  Sur  la  déteruiinalioii,  eu  un  poiut  d'uuc  surface  du 
secoud  ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et  des  rayons  de  courbure 
principaux.  (  247-206  ). 

I.  Soient  un  point  M  situé  sur  une  surface  du  second  ordre.  MT  et  MT'  les 
tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  ce  point.  Par  la  droite  MT' 
et  le  centre  de  la  surface  menons  xin  plan  P,  puis,  au  point  où  la  normale  élevée 
en  M  rencontre  un  des  plans  de  symétrie  de  la  surface,  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  normale.  Ce  plan  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite  ;  par  cette  droite,  menons 
lin  plan  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  considéré.  Ce  dernier  plan  rencontre 
la  normale  au  centre  de  courbure  de  la  section  normale  de  la  surface  qui  est  tan- 
gente à  la  droite  MT. 

II.  La  normale  menée  en  un  point  M  d'une  surface  du  second  ordre  ren- 
contre les  plans  principaux  de  cette  surface  en  trois  points.  Menons  respectivement 
par  ces  points  trois  droites  (D)  perpendiculaires  aux  plans  principaux  ;  elles  déter- 
minent un  hyperboloïde. 

Cela  posé,  on  peut  construire  deux  génératrices  de  cet  I)yperl>olo'idc  a|)partenanl 
au  même  système  que  les  droites  (D)  et  j)erpendiculaires  au  diamètre  passant  par 
le  point  M.  Ces  génératrices  rencontrent  la  normale  aux  deux  centres  de  courbure 
principaux  de  la  surface  relatifs  au  point  M,  et  les  plans  menés  par  le  diamètre,  per- 
pendiculairement il  ces  deux  génératrices,  coupent  le  jdan  tangent  en  M.  suivant  les 
axes  de  l'indicati'ice. 

f  illià.  —  Sur  l'équilihn;  relalii  cl  une  niasse  iluide  soumise  à 
l'aclion  de  corps  quelconques,  (257-264)- 
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TFeill.  —  Sur  les  polygones  inscrils  et  circonscrits  à  la  fois  à  tlcux 
cercles.  (265-3o4). 

L'auteur  considère  une  ligne  polygonale  A  qui  peut  se  mouvoir  en  restant  à  la  fois 
inscrite  à  une  circonférence  O'  et  circonscrite  à  une  circonférence  O,  ainsi  que  la 
ligne  polygonale  correspondante  v.  formée  en  joignant  les  points  de  contact  des 
côtés  consécutifs  de  la  ligne  A  ;  il  montre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de 
m  sommets  consécutifs  de  la  ligne  «  décrit  une  circonférence  fixe  pendant  le  dépla- 
cement de  cette  ligne;  si  la  ligne  polygonale  «  se  ferme  une  seule  fois,  elle  se  fer- 
mera toujours,  et  le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  fermé 
«  restera  fixe  pendant  le  déplacement  de  ce  polygone.  Cherchant  ensuite  le  rayon 
de  la  circonférence  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  des  moyennes  distances  de  n 
sommets  consécutifs  de  la  ligne  a,  M.  Weill  parvient  à  trouver  la  condition  pour 
qu'un  polygone  d'un  nombre  donné  de  côtés  soit  inscritet  circonscrit  à  deux  cercles; 
il  applique  sa  méthode  aux  polygones  de  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept  côtés,  et  montre 
en  outre  qu'on  peut,  avec  la  règle  et  le  compas,  passer  d'un  polygone  de  p  côtés 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  à  un  polygone  de  '2p  côtés  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  cercles. 

Il  donne  ensuite  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  des  lignes  polygonales  et 
des  polygones  fermés  A  et  «,  dont  voici  quelques-unes  :  la  surface  d'un  polygone  A 
reste, pendant  le  déplacement,  proportionnelle  à  celle  du  polygone  a  correspondant; 
dans  une  ligne  «  qui  se  déplace,  les  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par 
quatre  sommets  consécutifs  décrivent  une  circonférence  ;  dans  un  tel  polygone,  la 
somme  des  carrés  des  côtés  est  constante,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  de^  en  /?;  dans  un  polygone  A,  la  somme  des  cosinus  des 
angles  formés  par  deux  côtés  pris  àe  p  en  p  reste  constante;  la  somme  des  cosinus 
des  angles  que  font  tous  les  côtés  d'un  polygone  A  avec  une  direction  flxe  reste 
constante  i)endant  le  déplacement  de  ce  polygone  ;  quand  un  polygone  de  2m  côtés 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  les  côtés  opposés  se  ren- 
contrent en  m  points  qui  restent  sur  une  droite  fixe;  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  opposés  passent  par  un  même  point  qui  reste  fixe,  etc. 

p^illaj-cenu  {i  .].  —  Origine  géométrique  et  représentation  géo- 
métrique des  fonctions  elliptiques,  abéliennes,  et  de  transcen- 
dantes d'ordres  supérieurs.  (3o5-3i4). 

La  courbe  de  degré  a  m 

est  une  ovale  fermée  symétrique  par  rapport  aux  axes  ;  si  l'on  prend  jiour  argument 
u  le  rapport  de  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  fai- 
sant avec  l'axe  des  x  l'angle  o,  si  en  outre  on  pose 

A-  =  (cos-ï-hiî''sin^a;)  (cos-y  +  h''sii\'  '^)  . .  ., 
on  aura 

en  posant 

■j,  =  am  «  , 
Bull,  des  Sciriice.i  math.,  i^-  Série,  t.  III.  (Janvier  l'^^Q.)  R.2 
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on  aura,  on  (lcsif;naiil  par  r  le  rayon  vecteur, 

X  Y  .  o- 

—  =  cosam//,     ■—  =  sinanif/,      —  =  A  am  w, 

/•  r  r 

en  sorte  que  la  courbe  pourra  servir  à  représenter  les  quatre  transcendantes  amw, 
cosaniM,  sinamw,  Aamw,  défitiies  connue  pré:MHlemnient.  Dans  le  cas  d'une 
courbe  du  second  degré,  on  a  aflaire  aux  fonctions  circulaires;  la  courbe 

(x--i-t-'){x--i-l)-j-)  =  a* 

fournira  la  représentation  gconictrique  des  fonctions  elliptiques. 

Collet  (/.).  —  Psole  sur  le  contact  géométrique  des  courbes  et  des 
surfaces.  (3  lo-Sap). 

Supposons  deux  lieux  jjcométriques,  li[fncs  on  surfaces,  se  touchant  en  un  point, 
et  imaginons  qu'une  droite  variable  rencontre  constamment  les  deux  lieux  en  se 
mouvant  suivant  une  loi  (|uelconque,  telle  cependant  que  la  droite  ne  soit  pas  tan- 
gente à  l'un  des  deux  lieux  lorsqu'elle  passe  par  leur  point  commun.  Lorsqu'elle 
sera  infiniment  voisine  de  ce  point,  elle  déterminera  clans  les  deux  lieux  deux 
points  infiniment  voisins.  M.  Collet  montre  que  l'ordre  infinitésimal  delà  distance 
de  ces  deux  points  est  indépendant  de  la  loi  du  mouvement  de  la  droite,  et  qu'il 
est  l'ordre  le  plus  élevé  que  l'on  puisse  obtenir  pour  la  distance  de  deux  points 
des  deux  lieux  infiniment  voisins  de  leur  point  commun.  Cet  ordre,  diminué  d'une 
unité,  sera  celui  du  contact  géométrique  des  deux  lieux.  Considérant  ensuite  successi- 
vement deux  courbes,  deux  surfaces,  une  courbe  et  une  surface,  l'auteur,  pour 
chacun  de  ces  cas,  donne  l'expression  analytique  des  conditions  d'un  contact  d'ordre 
quelconque. 

Boussinesf/  (J.).  —  Conipléinent  à  nue  étude  intitulée  «  Essai 
surla  théorie  des  eaux  courantes)),  publiée  dans  les  Tomes  XXIII, 
XXIV  du  Recueil  des  Scnuints  étrangers;,  et  à  un  Mémoire 
«  Sur  l'inlluence  des  frottements  dans  les  mouvements  réguliers 
des  lluides  )),  inséré  au  TomeXJII  An  Journal  de  j}Iathémafi//ues 
jyures  et  nppUtiuées,  rj,*^  série,  1868.  (335-376). 

§  I"'".  —  Du  régime  gi'aduellement  varié  dans  un  écoulement  bien  régulier  ou 
non  tourbillonnant. 

§  II. —  Influenc',  du  frottement  extérieur  sur  1rs  coefficients  d'extinelion  des 
ondes,  périodiques  ou  non  périodiques,  ([uaïul  les  mouvements  sont  bien  con- 
tinus. 

§  m. —  Complément  a\i  §  XIV  de  l'^'f.tw/  sur  la  théorie  des  eaux  courantes  :  Des 
pertes  de  charge  qui  se  produisent  dans  l'écijulement  d'un  liquide  quand  la  section 
vive  (lu  fiuidc  éprouve  un  accroissement  biusipie. 

§  IV.  —  Modification  ii  introduire  dans  une  ^'ote  complémentaire  du  IMénioire 
sur  l'inlluence  des  Irottcnients  dans  les  mouvements  réguliers  des  lluides. 

Darbou.r  {('•)■  —  Sur  l'approximalioii  drs.  fouclions  de  très-grauds 
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nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en  série. 
Deuxième  Partie.  (377-401). 

Dans  la  doiixiènie  Partie  du  Mémoire,  l'auteur  reprend  l'étude  des  polynômes  de 
la  série  liypergéométrique.  Il  en  fait  connaître  diverses  impressions,  indique  diverses 
relations  entre  les  polynômes  consécutifs,  leurs  dérivées  et  leurs  intégrales,  et  il 
aborde  ensuite  son  objet  principal,  qui  est  l'étude  d'une  classe  de  développements 
en  série  de  ceux  qui  sont  ordonnés  suivant  les  polynômes 

X„=  F( —  u,  V.  +  n,  y,  x), 

OÙ  «  reçoit  toutes  les  valeurs  entières  positives.  11  indique  d'abord  comment  on  dé- 
terminera d'une  manière  commode  les  coeflicicnts  de  ces  polynômes  et  montre  que 
cette  détermination  peut  toujours  être  ramenée  à  celle  du  développement  d'une  cer- 
taine intégrale  suivant  les  puissances  d'une  autre  variable  ;  puis  il  indique  comment, 
la  série  étant  déterminée,  on  en  reconnaîtra  la  convergence  et  l'on  en  déterminera  la 
somme. 

L'auteur,  après  avoir  traité  cette  première  question,  étudie  le  cas  où  la  variable  x, 
qu'on  a  d'abord  supposée  réelle  et  comprise  entre  zéro  et  f ,  prend  des  valeurs  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires.  Il  montre  que  les  i-égions  de  convergence  sont 
toujours  limitées  par  des  ellipses  homofocales  absolument  comme  on  le  savait  déjà 
]>our  les  fonctions  de  Legendre.  En  imitant  une  méthode  donnée  par  M.  Neumanu 
pour  les  polynômes  de  Legendre,  il  introduit  la  considération  de  fonctions  de 
deuxième  espèce  définies  par  l'équation 


^.=r 


X..r'-'(i— .r)"-ïr/.r 


et  il  montre  que  toute  fonction  uniforme  dans  la  région  annulaire  comprise  entre 
deux  ellipses  homofocales  sera  développable  eu  une  série  contenant  généralement 
les  fonctions  des  deux  espèces. 

L'autour  termine  son  Mémoire  en  indiquant  avec  piécision  ce  qui  peut  être  géné- 
ralisé dans  la  méthode  qu'il  a  employée,  et  comment  on  pourra  appliquer  cette  mé- 
thode à  tous  les  développements  en  série  ordonnés  suivant  des  fonctions  quel- 
conques formant  une  suite  de  Sturm. 

JoiiJiOi'sJxi  (^'V.).  —  Sur  la  percussion  des  corps.  (417-424)- 

L'auteur  montre  que  la  question  la  plus  générale  de  percussion  de  deux  corps 
libres,  quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité,  peut  être  ramenée  à  la  percussion  de 
deux  points  massifs.  Nous  ferons  remarquer  que  tous  les  résultais  de  l'auteur  ont 
déjà  été  obtenus,  et  par  une  voie  plus  géométrique,  par  M.  Darboux,  dans  plusieurs 
articles  sur  le  choc  des  corps,  insérés  aux  Coinples  rendus  de  i' Académie  des  Sciences. 

Joukovski.  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  d  iiii  point  ma- 
tériel. (420-428). 

L'auteur  donne  une  méthode  poui'  trouver  des  intégrales  particulières  des  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  matei'iel  dans  un  plan,  quand  les  ligues  de  niveau 
sont  des  lignes  isothermiqiics. 


R.2. 
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VIERTELJAHRSSCIIRIFT  der  Astrono.mi?ciik\  Gesei.lschaft.  Herausgegeben 
von  den  Sclirififiihrem  der  Gesellschafl,  E.  Schoenfeld  und  A.  Winnecke.  — 
Leipzig.  In-8°  ('). 

Tome  XI;  187G. 
Notice  nécrologique  sur  Ileinrich-Loais  à' Arvest.  (i-i4). 

D'Arrest,  né  à  Rorlin  le  i3  août  iS'22,  est  mort  à  Copenhague  le  14  juin  1875. 
Dans  la  Notice  qu'il  lui  consacre,  M.  J.  Dreyer  raconte  sa  vie  scientifique  et  analyse 
rapidement  ses  principaux  travaux. 

Notice  nécrologique  sur  Cliristicin-Tlieodor  Schmidel.  (i4)- 

Schmidel,  né  à  Dornreichenbach  (Saxe)  le  3  décembre  1795,  est  mort  à  Zehnien 
le  20  juin  iSyS;  il  laisse  quelques  observations  de  comètes  et  quelques  observations 
magnétiques  ou  météorologiques  faites  en  majeure  partie  dans  son  observatoire 
particulier  de  Zehmen. 

*  Plantainour  [E.).  —  1°  Expériences  faites  à  Genève  avec  le 
pendule  à  réversion.  Genève,  1866.  In-4'',  108  p.  —  2"  Nou- 
velles expériences  faites  avec  le  pendule  à  réversion,  etdétermi- 
nationdela  pesanteurà  Genève  et  auRiglii-Kulm.  Genève,  1872. 
In-4",  88  p.  (i5-33).  [Helmert.] 

*  Peters  [C.-F.-TT^.].  — Beohachtungen Observations  faites  à 

Konigsberget  à  Gûldenstein  avec  le  pendule  de  Bessel.  Hambourg, 
1874.  In-4°,  i5i  p.  (33-60).  [Helmert.] 

*  [îerscliel  [J .-F.-TF.).  — A  Catalogue —  Catalogue  de  io3oo 
étoiles  doubles  ou  multiples,  arrangé  par  feu  Herscliel  et  publié 

•  par  MM.  Pi.  Main  et  C.  Pritcliard.  Extiait  du  Tome  XL  des 
Mémoires  de  la  Société  Astronomique  de  Londres.  Londres,  1874. 
(6 1-65).  [O.  Struve.] 

*  Report    of   llio....   Rapport   du  Comité    des   Ta])les  matliéma- 

tiques.  Londres,  1873.  In-8°,  173  p.  —  Extrait  du  Rapport  de 
l'Association  britannique  pour  l'avancement  des  Sciences  pour 
l'année  1873.  (65-72).  [A.  Winnecke.] 


(')  Voir  littlli-tin,  I.,  l'ig.  —  Les  articles  marques  d'un  astérisque  sont  des  analyses 

l)ibrn>i;r;iplii<|Ufs. 
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Schuhz  {H..).  —  Y  a-t-il  avantage  réel  à  abandonner  la  notation 
d'Herschel  et  à  décrire  les  nébuleuses  par  des  cliiH'res?  Quel 
compte  doit-on  tenir  de  l'équation  personnelle  dans  les  observa- 
lions  de  nébuleuses  ?  (73-77). 

Anonyme.  —  Aote  sur  la  visibilité  du  disque  entier  de  Vénus  au 
voisinage  delà  conjonction.  (77-78). 

L'auteur  cite  divers  passages  des  Mémoires  du  Collège  Romain  où  cette  visibilité 
est  constatée. 

IVinneche  {^.).  —  Note  sur  une  averse  d'étoiles  filantes,  observée 
en  l'an  900.  (78-79). 

D'après  la  chronique  de  S.  Radbod,  évèque  d'Utreclit,  l'averse  aurait  eu  lieu  le 
3  décembre. 

Notice  nécrologique  sur  Augustin  Reslhuber,  par  M.  Sclioenfeld. 
(82-88). 

Reslhuber,  né  à  Saass  le  5  juillet  iSuS,  est  mort  à  Kremsmûnster  le  29  sep- 
tembre 1875.  Nommé  adjoint  à  l'Observatoire  de  Vienne  en  i834,  il  a  dirigé  l'Ob- 
servatoire de  Kremsmûnster  de  i83G  à  187.5. 

*  Pergola  {E.).  —  Sulla  posizione....  Sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre  par  rapport  à  son  axe  de  figure.  jNaples,  1874. 
In-4°,  32  p.  (94-io3).  [Helmert.] 

*  Friesacli  [K.). —  Théorie  der  Planetenuorilbergânge... .  Théorie 

des  passages  d'une  planète  devantle  Soleil.  Leipzig,  1874.  In-8" 
de  73  p.  avec  2  i  figures  et  4  planclies  lithographiques.  (io3-ii3). 
[Bruhns.] 

*  Gjldén    [H.].   —    Franistullning Eléments  d'Astronomie 

exposés  d'après  l'ordre  historique.  Stockholm,  1874.  In-8", 
292  p.  (i  i3-i  16). 

Hansen  [P.-yï.).   —    i"    Untcisuchiuig Recherches    sur  la 

marche  d'un  rayon  de  lumière  à  travers  plusieurs  surfaces  sphé- 
riques  réfringentes.  In-S",  202  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin.  —  2"  Dioptrisc/ic Recherches 

dioptriques  sur  la  dispersion  des  rayons  colorés  et  les  aberra- 
tions de  sphéricité.  ln-8°,  88  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires  de  l'Académie  de  Berlin.  (116-127).  [il.  Seeligcr.l 

Plantaniour,    Wolf  et.    Hirsch.    —    1°   Détermination    télégra- 
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phique  de  ia  dillérence  de  loiifjilude  entre  la  station  du  Righi- 
Kulin  et  les  observatoires  de  Zurieh  et  de^euehàtel.  Genève, 
187  I .  In-4'',  20.2  p.  —  2"  DéteiMnination  télégrapliique  de  la  dif- 
iérence  de  longitude  entre  les  stations  suisses  de  Weissenstein, 
Neuchàtel  el  Berne.  Genève,  1872.  In-4°,  162  p.  (127-147). 
[D'-W.  Schur.] 

*  KIiandrikof{3I.).  —  System...   Système  d'Astronomie.  Kief, 

1875.  3  vol.  in-8^  (i47-i56).  [K.  Knorre.] 

*  Newcomh  {S.).  —  On  the  rii^lit  ascensions —  Mémoire  sur  les 

ascensions  droites  des  étoiles  équatoriales  fondamentales  et  sur 
les  corrections  nécessaires  pour  réduire  les  ascensions  droites 
des  dillércnts  Catalogues  à  un  système  moyen  homogène. 
Washington,  1872.  In-4*',  73  p.  Extrait  des  observations  de 
Washington  pour  1870.  (ij8-i74)-  [A.  Wagner.] 

*  Gjldén  {H-).  —  Forteckening Mémoire  sur  la  détermination 

des  ascensions  droites  de  io3  étoiles  fondamentales.  Stockholm, 

i8'74.  Extrait  des  Mémoires  de  l'Académie.  (174-176). 
[  a'  Wagner.] 

*  Roger  s.  —  On  lire Note  sur  les   erreurs  périodiques  des  as- 

censions droites  observées  de  i8j8  à  1871.  Boston,  1874.  Extrait 
du  Tome  I des  Proceedingsof  Uie yJnieiican ^4 cademj  { 1 76-1 78). 
[A.  Wagner.] 

*  First  Melbourne Premier  Catalogue  général  de  1227  étoiles 

pour  1870,0,  déduit  des  observations  faites  à  Melbourne,  de 
i863à  1870,  sousla  direction  du  proLEllery.  Melbourne,  1874. 
(178-188).  [H.  Gyldén.] 

*  llankal  (//•).  —  '^«''  Gescliichlc —  Notes  sur  l'histoire  des 
Mathématiques  dans  l'antiquité  et  le  moyen  àgc.  Leipzig,  1874. 
In-S",  4»o  p.  (118-199).  [S.  Gûnther.] 

*  Gebler  (A.  von).  —  Galileo  Galilei...  Galilée  et  la  (airie 
romaine,  d'après  les  docuiiiciits  originaux.  Stuttgart,  i87(). 
In-8",  xiv-433  p.  (200-210).  [S.  Giinlhcr.] 

*  Kortazzi.  —  Bcslinitniing I)(''tcrmination  de  la  dinérence  de 

longitude  entre  Poulkova,  Ilelsingfors,  Abo,  Lowisa  et  Wiborg. 
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Saint-Pétersbourg,   1871.  Iu-4'%  6t)  p.  —    Fnss  et  Nyién.  Be- 

stiniJiiung Détermination  de  la  diliérence  de  longitude  entre 

les  Observatoires  de  Stockholm  et  Helsingfors,  d'après  les  obser- 
vations   de    1870.    Saint-Pétersbourg,      1871.    In-4°,    36   p.    — 

Harhness.    Report Rapport    sur  la  diliérence  de   longitude 

entre   Washington   et  Saint-Louis.    Washington,    187?..    In-4", 

39  p.  —  Fevf^ola    et  Secclii.    Sulla    dijjerenza Sur   la  dil- 

férenee  de  longitude  entre  Rome  etNaples,  déterminée  au  moyen 
des  signaux  télégraphiques  et  des  observations  de  passage. 
Naples,  1871.   Jn-i",  32  p.  (211-220).  [W.  Schur.] 

*  Giinthej-  [S.).  —  1°  Ziele  und  Resultate —  But  et  résultat  des 
nouvelles  recherches  sur  l'histoire  des  Mathématiques.  Erlangen, 
1876'.  In-8°.  —    2°  T  ennisclite  Lntersuchungen Recherches 

variées  sur  l'histoire  des  Sciences  niathémati(|ues.  Leipzig,  1876. 

In-8°.    —   3''  Dev  Kinfluss Influence    mutuelle   des   corps 

célestes,  d'après  leurs  rapports  de  temps.  Niirnberg,  1876.  In-8". 
(221-227).  [R.  Wolf.] 

Striure  (O.).  —  Note  sur  les  séries  d'observations  proposées  pour 
la  comparaison  des  mesures  micrométriques.  (227-232). 

Après  avoir  insisté  sur  l'utilité  évidente  de  voir  mesurer  les  mêmes  étoiles 
doubles  par  les  principaux  observateurs  de  cette  classe  d'astres,  et  cela  dans  le 
but  de  déterminer  les  équations  personnelles  de  chacun  d'eux,  le  savant  directeur 
de  l'Observatoire  de  Poulkova  propose  une  liste  de  trente  étoiles  qui  lui  semblent 
propres  à  ce  genre  d'études. 

Société  Jablonov^^ski.  —  Programme  des  prix  pour  1876,  1877  et 
1878.  (232-234). 

Société  Danoise  des  Sciejvces.  —  Programme  des  prix  pour  1877. 
(235-236). 

Schoenfeld  [E.].  —  Epoque  des  maxima  de  lumière  des  étoiles 
télescopicpies  variables  comprises  entre  80'^  et  —  2"  de  décli- 
naison; éphémérides  pour  1877.  (238-247). 

L'éphéméride  est  donnée  pour  77  étoiles. 

*  Schiaparelli  i^G.-P^.).  — Die  f^ovlâufer Les  précurseurs  de 

Copernic  dans  l'antiquité.  Leipzig,  1876.  Li-S",  110  p.  (248- 
207).  [S.  Gûnllier.] 

Le   Mémoire   orifiinal,  publié  en    italien   en    1870,  dans   le    troisième  Cahier  des 
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publications  de  l'Observatoire  de  Milan,  a  été  traduit  en  allemand  par  le  professeur 
M.  Curtze,  et  c'est  sur  cette  traduction  que  l'analyse  est  faite. 

*  Schiaparelli  [G.-V .).  —  Le  sfere Les  splièrcs  liomocenlriques 

d'Eudoxc  de  Calippe  et  d'Arislote.  Milan,  187J.  In-4°5  t)2  p.  et 
4  p.  (257-269).  [S.  Gùntlier,] 

Ce  Mémoire  forme  le  neuvième  Cahier  des  publications  de  l'Observatoire  de  Milan  ; 
il  a  été  analysé  dans  le  Bulletin. 

*  Schonfeld  [E.). —  Astronomisclw Observations  astronomiques 

faites  à  1  Observatoire  de  Maniiheim.  Deuxième  Partie.  Obser- 
vations de  nébuleuses  et  d'amas  d'étoiles.  Karlsrulie,  1 8^5.  ln-4° 
de  x-95  p.  (269-276).  [J.  Dreyer.] 

*  P^ogel  [H.-C).  —  Positioiisbestimmung Observations  de  la 

position  de  nébuleuses  et  d'amas  d'étoiles  situées  entre  -}-9"3o 
et  -|-i5°3o'  de  déclinaison,  avec  2  planelies  litliograpliicjues. 
Leipzig,  1876.  In-4°  de  82  p.  (276-280).  [J.  Dreyer.] 

*  Fcrgola    [E.].   —    Dimensioni Dimensions  de  la  Terre    et 

recberche  de  la  position  relative  de  son  axe  de  figure  et  de  sou 
axe  de  rotation.  Naples,  1876.  Li-4°  de  26  p.  (280-287). 
[Hebnert.] 

*  Heis  (E.).  —  Zodiakallicht....  Observations  de  la  lumière  zodia- 
cale faites  dans  les  vingt-neuf  dernières  années,  de  1847  ^  1875. 
—  Première  publication  de  l'Observatoire  de  Munster.  Munster, 
1875.  In-4"  de  vi-6op.  (287-296).  [Scboenfeld.] 

*  Houzeau  [J.-C).  —  Résumé  de  quelques  observations  astrono- 
miques et  météorologiques  faites  dans  la  zone  surtempérée  et 
entre  les  tropiques.  Extrait  du  XXV  Volume  des  Mémoires  de 
l' Académie  de  Bruxelles.  Li-S"  de  89  p.  (296-301).  [Scboen- 
feld.] 

*  Jordan  (  TV.).  —  Pl/jsische....  Géograpbic  pliysique  et  Météoro- 
logie du  golfe  Libyque,  d'après  des  observations  faites  dans 
Ihiver  1873-1874  par  l'expédition  du  D""  Roblf,  avec  4  cartes 
géograpliiques  et  3  plancbes  météorologiques.  Casscl,  1876.  Li-4*' 
de  216  p.  (3oi-3i3).  |\V.  Scbur.] 
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Tome  XII;   1877. 

Bruhns.  —  Catalogues  et  Notes  sur  les  planètes  et  les  eomètes  dé- 
couvertes eu  187J.  (6-i3). 

*  Bredihhinel^Th.).  —  Annales  de  l'Observatoire  de  Moscou.  Vol.  1, 
II.  Moscou,  1874,  i8;5,  1876.  In-4''.  (14-28).  [Engelmann]. 

*  Schlei^el  [G.).  —  Uranograpliie  chinoise,  ou  Preuves  directes 
que  r Astiononiie  primitive  est  originaire  de  la  Chine —  Ouvrage 
accompagné  d'un  Atlas  céleste  chinois  et  grec.  La  Haye,  1875. 
In-4*'.  Première  Partie,  xvi-649p-,  ^  planche^  deuxième  Partie, 
viii-283  p.  (28-40).  [S.  Gûnther.] 

Notes  sur  les  travaux  ejfectués  en  1876  dans  les  principaux  Ob- 
servatoires d'Allemagne.  (41-90). 

Les  Observatoires  sur  lesquels  leurs  directeurs  ont  envoyé  des  Notes  sont  ceux 
de  Bonn,  Diisseldorf,  Kiel,  Leipzig,  Lund,  Mannheim,  Moscou,  Stockholm,  Strasbourg 
et  Ziirich. 

Malin. — Ephéméride  pour  la  recherche  de  la  comète  de  181  2. 
(93-98). 

La  comète  découverte  par  Pons  le  20  juillet  1812  a,  d'après  les  recherches  d'Encke, 
une  période  d'environ  soixante-dix  ans,  en  sorte  qu'elle  doit  revenir  au  périhélie 
vers  i883;  cette  période  est  d'ailleurs  mal  déterminée  et  la  comète  peut  être  visible 
bien  avant  l'époque  indiquée.  Dans  le  but  de  faciliter  sa  recherche,  M.  Mahn  a, 
sous  la  direction  de  M.  \VinTieci<e,  calculé,  d'après  les  éléments  de  Encke,  une 
ephéméride  approchée  qui  s'étend  à  toute  l'année. 

*  Diinér  [N.-C).  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles  faites 
à  l'Observatoire  de  Lund,  1876.  In-4°.  —  Wilson  [J.-M.) 
et  Seabroke  [G. -31.).  Catalogue  0/'....  Catalogue  de  mesures 
micrométriques  d'étoiles  doubles  faites  à  l'Observatoire  de 
Temple  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres, 
vol.  XLII).  —  Gledhill  (</.).  Alea sures Mesures  micromé- 
triques de  484  étoiles  doubles  faites  à  l'Observatoire  de 
M.  Ed.  Grossley  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique 
de  Londres,  vol.  XLII).  (99-1 1 1).  [O.  Struve.] 

*  Newconib  [S.].  —  Investigation  oj Recherches  sur  les  cor- 
rections aux  Tables  de  la  Lune  de  Hansen,  et  Tables  auxiliaires 
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pour  leurs  applications.  Troisiènie  Partie  des  ■Mémoires  publiés 
par  la   Commission  du   passage  de  Yéuus.  ^Vasliington,    i8y6. 

(i  I  i-i  ij).  [Kr.] 

L'analyse  du  Mémoire  do  ]\I.  Aewcomb  est  suivie  d'une  éphéméride  calculée, 
d'après  ses  Tables,  pour  février  et  mars  1875,  par  M.  Hartwij. 

*  Ricl  (  C).  —  Dus  Sonneii L'année  solaire  et  l'année  de  Sirius, 

avecrexplication  du  système  de  l'inteicalatioii  comparée  à  l'année 
de  Jules  César.  Reclierclies  sur  l'année  normale  des  anciens 
Egyptiens  et  sur  l'année  commune  des  époques  grecques  et  ro- 
maines, avec  9  planches  litliograpliiées.  Leipzig,  1870.  In-4°  de 
XXIV  et  .^71  pages.  (ii6-i3i).  [S.  (junthcr.] 

*  Riel[C.).  —  Der  Doppelkalender Le  double  Calendrier  du 

Papyrus  d'Eber  comparé  au  calendrier  commun  et  au  calendrier 
céleste  de  Denderali,avec  i  planche  lithograpliiée.  Leipzig,  18^6. 
Li-4"  de  II  et  34  pages.  (i3i-i33).  [S.  Gûnthcr.] 

*  Usejier  [H.].  —  yid  historiain Contribution  à  l'histoire  de 

l'Astronomie.  (Programme  de  l'Université  de  Bonn  pour  1876.) 
In-4°  de  87  pages.  (i3o-i4o).  [S.  Gûnther.] 

*  Pitschiier  [f^J''-)-  — Iliinvielshartc —  Carte  céleste  des  étoiles 
visibles  à  l'oeil  nu  en  Europe  et  situées  jusqu'à  ^0°  de  déclinaison 
australe,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen  de  i84f>.<S  dressée 
d'après  les  travaux  d'Argelander,  Behrmann  et  Heis.  2  cartes  et 
texte.  Munich,  1870.  (i4i-i46)-  [W.  Schur.] 

*  Institut  géodésique. —  DasRlielniscJie Les  triangles  du  Rhin. 

Première  Partie  :  la  base  de  Bonn.  Berlin,  1876.  In-4°  de  75  p. 
et  I  Carte.  (147-166). 

*  Steiii.  —  Das  LicJit Emploi  de  la  lumière  dans  les  recherches 

scientiliques^  manuel  de  l'emploi  de  la  lumière  et  de  la  Photo- 
graphie dans  les  sciences  naturelles  et  en  Médecine.  Leipzig, 
1876.  Li-8°  de  VIII  et  480  pages,  avec  43  i  ligures  dans  le  texte  et 
!">.  ])lanches.  (167-170).  [Bruhns.] 

jNoTicE  nécrologique  sm-  Eduard  Heis.  (172-173). 

Heis,  né  à  Cologne  le  18  février  1806,  avait  été  uouuue,  en  i8j'2,  i)rofesseui' 
d'Astronomie  et  de  Mathématiques  à  Munster;  il  est  mort  dans  cette  dernière  ville, 
le  3o juin  1877. 
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Schoenfeld .  —  Epliéméiide  des  étoiles  variables  pour  l'année  1878. 

(175-183). 

*  ^4jidrœ  (G.  v.).  —  Den  dcuishc La  triangulation  et  le  méri- 
dien du  Danemark.  P""  Volume  :  triangles  de  premier  ordre,  et 
leurs  liaisons  avee  les  triangles  de  Suède  et  de  Prusse.  Copen- 
hague, 1867.  XX  et  5yc)  pages,  avee  5  planches.  IP  Volume: 
triangles  de  premier  ordre  le  long  du  méridien,  depuis  l'Elbe  jus- 
qu'à Saniso,  et  leur  liaison  avec  les  mesures  delà  Seeland.  Copen- 
hague, 1872.  vii£  et  490  pag^s,  avec  3  planches.  (i84-23ç)). 
[Helmert.] 

*  Gûnther  (  S.).  —  Die  Anfânge....  Etudes  sur  l'origine  et  le  dé- 
veloppement du  principe  des  coordonnées.  Extrait  du  Tome  IV 
des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  INiirnberg.  1877. 
In-8",  80  pages,  avec  i  planche.  (240-244)-  [A.  Wittstein.] 

*  Holden  [E.-S.).  —  On  supposed —  Note  sur  un  changement 
probable  dans  la  nébuleuse  n"  47  de  Messier  {^American  Journal 
of  Sciences  and  Arts,  vol.  XJ,  p.  34i  à  36i).  (244-24^^)-  [A.  Win- 
necke.J 

*  Observatoire  de  Cincinnati. —  Cat;dogue  of —  Catalogue  de 
cinquante  étoiles  doubles  nouvelles,  découvertes  par  M.  Hovve 
avec  l'équatorial  de  1 1  pouces.  Cincinnati,  1876.  Iu-8°,  o  pages. 
(246).  [A.  Winnecke.] 

*  Dreyer  {J.-L.-E.).  —  Oti  personal Sur  l'erreur  personnelle 

dans  les  observations  de  passages  méridiens.  Extrait  du  vol.  Il 
(1876)  des  Proceedings  of  tJie  Royal  Irisli  Academy .  [1^6- 
249).  [A.  AVinnccke.] 

*  Société  Jablonowski.  —  Programme  des  prix  pour  1879.  (249- 

25o). 

Le  sujet  propose  est  le  calcul  des  perturbations  complètes  de  Jupiter  d'après  la 
méthode  de  Haiiscn.  La  valeur  du  prix  est  de  700  marks,  et  le  concours  sera  clos  lo 
3o  novembie  1879. 

Société  Astronomique.  —  Compte  rendu  de  la  réunion  tenue  par 
la  Société  Astronomique,   à  Stockholm,  du  3o  août  au  i*^""  sep- 
tembre 1877.   (25l-29()). 
Parmi  les  Communications  faites  à  la  Société,  nous  remarquons  :  Une  lecture  de 
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M.  le  professeur  Bruhns  sur  les  comètes  périodiques;  une  Note  de  M.  Gyldén  sur 
la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  première  [jraiideur;  un  Mémoire  de  M.  Forster 
sur  la  marche  des  pendules  ;  un  Compte  rendu  par  M.  O.  Struve,  président  du  Congrès, 
de  la  situation  du  travail  des  zones  :  sur  270000  ol)servations  à  faire,  160000  sont 
déjà  exécutées;  des  Communications  de  MM.Pechûle,  Pcters  et  Bruhns  sur  les  pas- 
sages de  Vénus  de  1874  et  18S2;  un  Mémoire  du  D'  (iyidén  sur  l'histoire  de  la 
théorie  des  perturbations  ;  une  description,  par  M.  Bruhns,  d'un  nouvel  instrument 
des  passages,  construit  à  Frciberg  par  M.  Lingke. 

Une  annexe  aux  procès-verbaux  du  Congrès  donne  quelques  chiffres  intéressants 
sur  le  travail  des  zones. 

A  Poulkova,  le  travail  des  étoiles  fondamentales  est  entièrement  terminé,  et  le 
Catalogue  est  sous  presse. 

A  Nikolaïef,  zone  de  —  2°à-l-  1°,  les  observations  viennent  seulement  d'être  com- 
mencées et  loij  étoiles  seulement  ont  été  déterminées. 

A  Leipzig,  zone  de  10  à  15°,  les  observations  ont  été  peu  nombreuses  dans  les 
deux  dernières  années,  toutes  les  forces  de  l'établissement  étant  utilisées  pour  la 
réduction  des  observations  du  passage  de  Vénus.  Cependant,  toutes  les  Tables 
auxiliaires  sont  prêtes. 

A  Cambridge  (Angl.),  zone  de  25  à  3o°,  il  ne  reste  plus  que  2733  étoiles  qui 
n'ont  pas  encore  été  observées. 

A  Leyde,  zone  de  3o  à  35  degrés,  une  partie  des  observations  est  déjà  imprimée 
dans  les  annales. 

A  Bonn,  zone  de  /jo  à  5o° ,  3oooo  étoiles  environ  ont  déjà  été  observées. 

A  Cambridge  (U.S.),  zone  de  5o  à 55°,  il  ne  reste  que  2000  étoiles  à  observer  une 
seule  fois. 

A  Helsingfors,  zone  de  55  à  65°,  25oo  étoiles  nouvelles  ont  été  observées  une  fois, 
ce  qui  porte  le  nombre  total  des  observations  à  25  000. 

A  Christiania,  zone  de  65  à  70°,  les  observations  sont  terminées  et  environ  deux 
tiers  d'entre  elles  complètement  réduites. 

A  Dorpat,  zone  de  70  à  75°,  l'objectif  de  l'instrument  méridien  a  été  changé  et 
les  observations  seront  prochainement  terminées. 

Peters  [C.-II.-F.).  —  Ueher  die Note  sur  les  erreurs  des  posi- 
tions des  étoiles  dans  le  Catalogue  de  Ptolëmée.  (296-299). 

Les  erreurs  de  longitude  offrent  un  maximum  par  iSo°  et  un  minimum  par  0°; 
leurs  variations  sont  assez  régulières.  Les  erreurs  de  latitude  ont  un  maximum  par 
1^0°  et  un  minimum  par  32o".  Il  est  à  remarquer  que  ces  maxima  et  minima  sont 
situés  aux  extrémités  opposées  d'un  diamètre  du  cercle  écliptique,  comme  s'il  y  avait 
eu  une  erreur  dans  la  graduation  ou  dans  la  position  de  la  sphère  arniillaire  qui 
servait  à  l'illustre  astronoiiio. 

Gjldéii  (//.).  —  Ueher  die Psote  sur  la  parallaxe  moyenne  des 

étoiles  de  première  grandeur.  (299-802). 

L'hypothèse  de  M.  Gyldén  est  que  la  jjarallaxe  p  d'une  étoile  de  grandeur  n, 
dont  le  mouvement  apparent  est  i,  peut  s'exprimer  par  la  formule 

/>=P » 

<r„  M„ 

dans  laquelle  t„  désigne  le  moyen  niouveniMit  aii|>arent  des  étoiles  de  «"^"'"grosseur, 
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et  M  leur  movenne  distance  calculée  d'après  la  considération  de  leur  éclat.  La 
constante  P  devient  alors  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  première  grandeur 
pour  lesquelles  M,  =  i . 

'En  appliquant  cette  formule  aux  étoiles  doutla  parallaxe  est  directement  connue, 
l'auteur  trouve,  suivant  diverses  combinaisons  de  calcul,  des  valeurs  de  P  comprises 
entre  o",  06  et  0",  10. 

Schwarz  [L^].  —  Neue  Méthode Nouvelle  mélliode  pour  dé- 
terminer la  colliinalion  d'un  cercle  méridien.  (3o  2-309). 

M.  Schwarz  déduit  cette  collimation  d'observations  analogues  à  celles  du  nadir 
faites  avec  le  fil  méridien  mobile. 

Block  [E.y  —  Ueher  ein....  Sur  un  nouvel  instrument  à  réflexion, 
construit  par  Repsold.  (3o9-3i3). 

L'instrument  décrit  par  M.  Block  est  un  cercle  à  réflexion  destiné  aux  observations 
de  Géodésie  astronomique. 

Backlund.  —  Ueher  die  Berechnung —  Note  sur  le  calcul  des  per- 
turbations de  la  comète  d'Encke  par  Jupiter.  (3i3-323). 

Société  jLstronoviicjue.  —  Situation  financière^  liste  des  Membres 
et  des  Institutions  qui  reçoivent  ses  publications.  (323-338). 

Briihns.  —  Uehevsicht Note  sur  les  planètes  elles  comètes  dé- 
couvertes en  1877.  (338-339). 


Tome  XIII;  1878. 
Notice  nécrologique  sur  Philibert  von  Sclirenck.  (i-3). 

Schrenck,  né  le  22  novembre  1800,  est  mort  le  i^"'  août  187-;  ;  il  laisse  de  nom- 
breux travaux  de  Géodésie;  en  particulier  des  cartes  du  duché  d'Oldenbourg. 

Notice  nécrologique  sur  Giovanni  Capelli.  (3). 

Capelli,  né  à  Milan  en  1801,  est  mort  dans  cette  ville  le  3  novembre  1877.  Entré 
à  l'observatoire  de  Bréra  en  1828,  il  avait,  dans  ces  dernières  années,  la  cliarge 
spéciale  du  calcul  des  Ephémérides ;  il  laisse  en  outre  un  Catalogue  de  661  étoiles 
australes  de  Lalande. 

*  Neison  [E.).  —  The  3Ioon —  La  Lune,  condition  et  configura- 
tion de  sa  surface;  illustrée  de  cartes  et  de  planches;  — 
Londres,  1876;  xviii-576  p.  gr.  in-8.  (9-42).  [Engelmann.] 

*  Notes  sur  l'histoire  de  Galilée.  —  IVohlwill  {E.).  ht  Ga- 
lilei....   Galilée  a-t-il   été    mis    à  la  question?   Etude    critique. 
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J^t'ipzig,  1877;  XI- 192  p.    —  Gehler  [K.  l'on).  Die   Ahlen 

L(;s  actes  du  procès  de  Galilée,  publiés  d'après  les  manuscrits  du 
Vatican.  Stuttgart,  1877^  ^^~^9'^  P-  —  L' Einnois  (//.  de).  Les 
pièces  du  procès  de  Galilée,  précédées  d'un  Avant-propos.  Rome, 
Paris,  1877;   XXIV-143  p.  —  Berli  [D.].  Copeniico    e   le  'vi- 

cende Copernic  et  les  débats  au  sujet  du  système  de  Copernic 

en  Italie  pendant  la  seconde  moitié  du  xvi^  siècle  et  pendant  la 
première  partie  du  xvii*',  ainsi  que  quelques  documents  inédits 
sur  G.  Bruno  et  Galilée.  Rome  1876-,  255  p.  (42-56).  [S.  Gvin- 
tlier.] 

Dânisclie Le  méridien  du  Danemark;  métbodes  d'observa- 
tion^ recherches  sur  le  degré  d'exactitude-,  observations  des 
angles  secondaires.  (57-80).  [Hclmert.] 

Kaltenhrunner  [F-)-  —  Die  Vorgesclnchle —  Histoire  delà 
réforme  du  calendrier  grégorien  (extrait  des  Mémoires  de  la 
classe  de  Philosophie  et  d'Histoire  de  l'Académie  de  Vienne  pour 

1876,  t.  LXXXII,  128  p.)  (80-88).  [A.  AVittstein.] 

Strasscr  [P.-G.].  —  Minière  Oerter —  Positions  moyennes 
des  étoiles  iîxes,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen  de  1877,0,  d'a- 
près les   observations  faites    à   Krcmsmûnster.   Kremsmûnster, 

1877.  In-8.  (88-yi). 

Orff  [C.  voji). —  Beslininnuig —  IMesure  de  la  latitude  géogra- 
phique de  l'Observatoire  royal  de  Munich,  d'après  la  méthode 
de  Talcott  et  avec  un  instrument  de  passage  situé  dans  le  pre- 
mier vertical.  Munich,  1877-,  62  p.  et  une  carte,  in-4. 
(91-97).  [W.  Schur.] 

Thomson  (  T['.).  —  Tafeln.. . .  Tables  pour  abréger  Pemploi  de  la 
méthode  de  Sumncr  pour  le  calcul  des  positions  en  mer.  Berlin, 
1877.  Jn-4  de  9  pi.  et  16  p.  de  texK;.  (97-101).  [W.  Schur.] 

Das   Brach)  iclcslxop Le  brachytélescope  imaginé  et  construit 

par  MM.  J.  Forster  et  K.  Fritsch.  Vienne,  1877.  In-8  de  16  p. 
et  5  bois.  (101-102).  [A.  Winnccke.] 

Ziiif^er  {N.)  —  Die  Zeilheslinuuuiip;. ...  La  détermination  du 
temps  |)ar  les  baiilfiirs  ((trrcspoiHlaiilc's  de  (li\erses  ('toiles;    avec 
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une  Introduction   de  O.    Struvc.  Leipzig,    1877.  In-8  de  tv  et 
102  p.  (io2-io4)-  [A.  Winnecke.] 

*  Bessel  [F.-TI'.  ).  —  Receiisionen Articles  critiques  de  Bessel, 

publiés  par  R.  Engelman.  Leipzig,  1878.  Li-8  de  vi-38j  p.  (io4- 
106).  [A.  Winnecke.] 

Newcomh  [S.]. —  Réduction  of  ihe Réduction  des  constantes 

de  précession   déterminées    par   Bessel,  Struve  et  Nyrén   à   un 
ëquinoxe  commun .  (  1 07-1 1  o) . 

L'autRur  remarque  d'abord  que  la  grandeur  de  la  constante  de  précession  dépend  : 
1°  de  l'ascension  droite  des  petites  étoiles  relativement  à  celle  des  étoiles  fonda- 
mentales employées  au  calcul  de  la  correction  du  pendule;  2°  de  l'ascension  droite 
des  étoiles  fondamentales  par  rapport  à  l'équinoxe  des  différentes  époques.  Con- 
sidérant ensuite  que  ses  travaux  sur  la  position  des  étoiles  fondamentales  publiés 
dans  les  observations  de  Washington  pour  1870  lui  donnent  le  moyen  de  réduire 
les  observations  de  Piazzi,  Bessel,  Struve  et  Nyrén  à  un  Catalogue  commun,  il 
cherclie  les  corrections  à  appliquer  à  ces  divers  Catalogues.  Appliquant  ensuite 
aux  diverses  valeurs  de  la  précession  les  corrections  qui  résultent  des  changements 
ainsi  apportés  aux  ascensions  droites,  M.  Newcomb  trouve,  pour  valeur  de  la  con- 
stante de  précession  : 

•  it 

D'après  Bessel 5o ,  t  1 4 

»         Struve .     5o,232 

»         Nyrén 50,219 

Moyenne....      âo,2.>j  zt  o",oio 

Société  Jablokowski.  —  Prix  pour  1881.  (i  lo-iii). 

Le  sujet  proposé  pour  le  prix  de  700  marks  est  le  suivant  :  «  Déterminer  le  mf>u- 
vement  de  la  comète  d'Encke  de  18  j8  à  nos  jours,  eu  tenant  compte  de  toutes  les 
forces  perturbatrices  qui  ont  pu  agir  sur  ses  positions.  » 

Compte  readu  awkt  el  des  TUAvArxnES  principaux  Observatoires. 
Année  1877.  (ii4-'83). 

Nous  donnons  ici  un  résumé  succinct  des  Notes  transmises  à  la  Société  Astrono- 
mique par  les  directeurs  des  principaux  Observatoires  de  l'Europe  centrale  et  de 
quelques  autres  pays.  Ces  Notes  montrent  la  somme  considérable  de  travaux  d'ob- 
servation ou  de  calcul  faits  chaque  année  au  delà  du  Rhin. 

Berlin.  [Forster.]  —  Détermination  des  différences  de  longitude  entre  Berlin, 
Greenwich,  Vienne  et  Odessa;  observations  méridiennes  des  étoiles  de  comparai- 
son pour  l'observation  d'Ariane  et  de  Melpomène  ;  nombreuses  observations  équa- 
toriales  de  planètes  et  de  comètes.  (ii4-ii9). 

Bonn.  [Schônfeld.] —  Observations  méridiennes  pour  le  travail  des  zones;  nom- 
breuses observations  de  comètes.  (1 19-12^). 

Bruxelles.  [E.  de  Mailly.]  —  L'Observatoire  a  acquis,  chez  Merz ,  un  objectif 
achromatique  de  38  centimètres  d'ouverture  (l'i  pouces);  il  sera  monté  par  Cooke 
et    Breguet.    I/Observatoire    a    encore    commandé   h  Repsold    un    cercle    méridien 
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semblable  à  celui  de  Strasbourg.  Pendant  l'année  1877,  on  a  fait  à  Bruxelles  une 
série  d'observations  spectroscopiques  du  Soleil  et  de  nombreuses  observations  mé- 
ridiennes d'étoiles  à  mouvement  propre  caractérisé.  (i25-i3o). 

Cincinnati.  [Ormond  Stone.]  — Oljservations  détoiles  doubles  situées  au  sud  de 
l'équateur.  (i3o-i32). 

Dilsseldorf.   [R.  Luther.]  — Observations  de  petites  planètes.  (i32-i33). 

Francfort.  [Epstein.] —  L'Observatoire  possède  un  télescope  de  Browning  ayant 
16  centimètres  d'ouverture.  'Observations  d'amas  d'étoiles.  (i33-i34). 

Gotha.  [A.  Krûger.]  —  Observations  méridiennes  et  observations  de  comètes. 
(i34-i3G). 

O.  Gyalla.  [Von  Konkoly].  —  Les  instruments  sont  :  un  télescope  équatorial  de 
Browning  ayant  lo  j  pouces  de  diamètre,  une  lunette  équatoriale  de  Merz  de 
6  pouces,  des  chercheurs  et  un  petit  cercle  méridien  de  Starke.  Observations  des 
taches  solaires,  observations  spectroscopiques.  (i36-i4i). 

Hambourg.  [Rûmcker.]  —  Observations  méridiennes  des  zones,  observations 
équatoriales  de  planètes  et  de  comètes.  (i4i-i43)- 

Leipzig.  [Bruhns.]  —  Observations  méridiennes  d'étoiles  et  de  planètes;  très- 
nombreuses  observations  équatoriales  de  planètes  et  de  comètes.  Réduction  des 
observations  photographiques  de  Vénus.  (i43-i5i). 

Lund.  [A.  Mollcr.]  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes.  (i5i-i52). 

Milan.  [Schiaparelli.]  —  Observations  d'étoiles  doubles  et  de  comètes  à  l'équa- 
torial  de  22  centimètres.  Recherches  sur  la  topographie  de  Mars.  Calculs  des  diffé- 
rences de  longitude  entre  Milan,  Munich,  Vienne,  Padoue,  Genève  et  Naples. 
(i52-i54). 

Mannheim.  [W.  Valentiner.]  —  Observations  d'amas  d'étoiles;  réduction  des 
anciennes  observations  de  Barry.  (  i55-i57  ). 

Moscou.  [Th.  Brcdikhine.]  —  Mesures  de  l'amas  de  Persée;  observations  de  comètes; 
observations  physiques  du  Soleil.  (i57-i.58). 

Potsdant.  —  L'Observatoire  est  dirigé  par  une  Commission  composée  de 
MM.  lôrster,  Auvvers  et  Kirchhoff;  une  grande  partie  de  l'année  a  été  employée  à 
la  régularisation  du  terrain  de  la  colline  sur  laquelle  le  monument  sera  construit, 
à  la  bâtisse  des  fondations,  ainsi  qu'à  la  construction  du  logement  des  astro- 
nomes. Au  commencement  de  l'année  1877,  on  avait  installé  d'une  manière  pro- 
visoire un  équatorial  de  Grubb  de  20  centimètres  d'ouverture  et  un  équatorial  de 
Steinheil  de  5  pouces  de  diamètre.  Avec  le  premier  instrument,  le  D*"  Vogel  a  conti- 
nué ses  études  de  spectroscopie  et  spécialement  étudié  la  nouvelle  étoile  du  Cygne  : 
avec  le  second,  M.  Spoerer  a  continué  ses  recherches  sur  les  taches  solaires  et  le 
spectre  des  protubérances. 

Les  deux  instruments  précédents  doivent  être  placés  dans  des  coupoles  tour- 
nantes de  7  et  de  G  mètres  de  diamètre,  coupoles  que  l'on  montait  à  l'époque  de 
mon  passage  à  Potsdam,  en  octobre  1878. 

L'Observatoire  doit  recevoir  cette  année  (1879)  un  équatorial  de  11  f  pouces  de 
Schroeder,  monté  par  Rcpsold,  et  un  héliographe  de  6  pouces  d'ouverture  et  de 
4  mètres  de  distance  focale,  dont  la  lunette  sera  fixe  et  parallèle  à  l'axe  du 
monde. 

Des  cabinets  pour  les  recherches  de  Physique  et  de  Chintie,  un  laboratoire  jdio- 
tographique,  sont  préparés  dans  les  bâtiments  de  l'Observatoire,  et  l'établissement 
offrira  ainsi  toutes  les  ressources  nécessaires  aux  études  de  Physique  astrono- 
mique. (i58-i65). 

filochhohn.   [FI.  Gyldén.]  —  Observations  méridiennes.  (ifi'Mfiô). 
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Stifisbviirg.  [A.  AVinneckc]  — Observations  méridiennes  à  la  lunette  méiiilicnne 
de  Caiichoix,  ayant  appartenu  à  la  Faculté  des  Sciences.  Observations  de  nébu- 
leuses au  chercheur  de  6  jiouces;  observations  de  comètes;  détermination  des 
constantes  des  héliomètres  cmi)loyés  aux  observations  du  passage  de  Vénus. 

L'Observatoire  a  acquis  de  Merz  un  objectif  de  18  pouces  d'ouverture  destiné  à 
l'équatorial  du  nouvel  Observatoire,  qui  se  construit  activement  au  nord  de  la  ci- 
tadelle et  dont  l'installation  ne  laissera  rien  à  désirer.  (166-171). 

Varsovie.  [I.  Wostokoff.]  —  Observations  méridiennes  pour  les  zones.  Observa- 
vations  de  hauteur  pour  la  mesure  de  la  latitude.  (171-1^3). 

Vienne.  [E.  Weiss.] — Observations  méridiennes  d'étoiles  entre  -i-  i5°et-j-  iS° 
de  déclinaison.  Observations  équatoriales  de  comètes,  de  planètes  et  d'étoiles  va- 
riables. 

On  sait  que  l'on  constrnit|activement  aujonrd'iiui  à  Tïirhenschaiize  un  nouvel  Ob- 
servatoire dont  les  instruments  principaux  seront  :  un  équatorial  de  27  pouces  an- 
5;lais  d'ouverture  par  Grubb,  un  équatorial  de  12  pouces  par  Clark,  un  cercle  mé- 
ridien par  Repsold,  et  un  instrument  de  premier  vertical.  (173-177). 

Zurich.  [R.  ATolf.]  —  Observations  des  taches  solaires.  Détermination  de  la  la- 
titude. (177-183). 

Brulins.  — ZusainviensLelluiig —  Résumé  des  planètes  et  des  co- 
mètes découvertes  on  1877.  (183-192). 

Dix  planètes,  170  à  179,  ont  été  découvei'tes  celte  année:  on  a  aussi  observé  cinq 
comètes  nouvelles  et  le  retour  de  la  comète  |iériodique  de  d'Arrest. 

Notice  nécrologique  sur  C.  de  Littrow.  (194-200).  [E.  Weiss.] 

C.  de  Littrow,  néà  Kazan  le  18  juillet  i8ii,  est  mort  à  Venise  le  iGnovembre  1877. 
Son  premier  travail  astronomique  date  de  182.^  ;  il  a  pour  sujet  la  détermination, 
à  l'aide  des  signaux  de  l'eu,  de  la  différence  de  longitude  entre  Munich  et  Vienne. 
En  i83i,  il  entra  comme  assistant  à  l'Observatoire  de  Vienne,  que  dirigeait  alors 
son  père;  en  i835,  il  était  promu  astronome  adjoint,  et  enfin  il  devenait,  en  1840, 
directeur  de  l'Observatoire.  Littrow  laisse  de  nombreux  Mémoires,  publiés  pour  la 
plupart  dans  les  Annales  de  l'Observatoire  de  Vienne,  et  quelques  livres  spéciaux, 
comme  les  Wundern  des  Himmels,  qui  ont  obtenu  un  succès  mérité  et  inconteste. 
On  doit  enfin  aux  efforts  persévérants  de  Littrow  la  fondation  du  nouvel  Observa- 
toire de  Tùrhenschanze,  où  les  astronomes  autiichiens  trouveront,  avec  une  instal- 
lation vraiment  spiendide,  toutes  les  conditions  nécessaires  à  l'emploi  fructueux 
des  grands  instruments  qu'exigent  les  études  d'Astronomie  physique. 

Aawers  [^.).  — Mélanges  de  la  Commission  des  zones.  (201-220). 

M.  Auwers  publie,  d'après  l'ensemble  des  observations  faites  à  Poulkova,  Green- 
wich,  Cambridge,  Leipzig  et  Leydc,  les  corrections  pour  i86j,o,  1875,0  et  i8S5,odc 
539  étoiles  du  Catalogue  de  Flamsteed.  Ces  étoiles  sont  destinées  à  servir  d'étoiles 
fondamentales  dans  la  réduction  des  observations  de  zones. 

Sclioenfeld.  —  Epliéméiide  pour   1879  des   niaxima  de  lumière 
des  étoiles  télescopiques  variables.  (22i-23o). 

Pidl.  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  III.  (Février  1879.;  R  .  O 
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*  Le  Verrier.  —  Annales  de  l'Obsorvatoirc  de  Paris.  Tome  X  des 

Mémoires.  Paris,  1873.  ln-4.  (2?)  1-264)-  [fï-  Gyldén.] 

*  Planlamonr  (^.).  — Rechcrclies  expérimentales  sur  le  mouve- 
ment simultané  d'un  pendule  et  de  ses  supports.  Genève,  1878. 
(264-274)-  [Saviteli.] 

*  Drejer  [J.-L.-E.).  — yt  Supplément....^  Supplément  au  Cata- 
logue général  des  nébuleuses  et  des  amas  d'étoiles  par  Herscliel. 
Dublin,  1878.  In-4.  (274-278).  [Tl.  C] 

*  SeccJii  [A.].  —  Die  Sterne —  Les  étoiles,  essais  d'Astronomie 

sidérale.  Leipzig,  1878.  Un  vol.  in-8  avec  78  bois  et  9  planches 
en  couleur.  (278-282).  [A.  Winnecke.] 

Le  volume  original  a  été  publié  en  1878,  à  Milan,  sous  le  titre  :  Le  Stelle.  saggio 
di  Astronomia  sidérale;  il  en  existe  une  traduction  française. 

TTinneche  {-4.).  —  Sur  une  étoile  variable,  observée  en  1612  par 
Scheiner  dans  le  voisinage  de  Jupiter.  (  283-288). 

Dans  le  second  des  écrits  de  Scheiner  sur  les  taches  solaires  {De  macidis  solari- 
bns...,  Augubtœ  Vind.,  1612)  se  trouvent  trois  Lettres  à  Welser;  la  seconde  est 
relative  à  des  observations  de  Jupiter  et  de  ses  satellites  faites  du  29  mars  au  8  avril 
1612.  Le  savant  jésuite  constate  que,  à  cette  époque,  il  y  avait  en  même  temps  que 
la  planète,  dans  le  champ  de  la  lunette,  une  étoile  plus  brillante  que  les  satellites, 
qui  disparut  le  8  avril.  D'après  les  indications  de  Scheiner  et  la  position  de  Ju- 
piter à  cette  date,  l'étoile  en  question  a  pour  position  : 

l855,0 a  =  ()''2()™21'.2,       d'=:H-  1Ô°  52',  I. 

Or  il  existe  précisément  dans  ce  point  du  ciel  une  étoile  qui  est  de  7°  ou  de  8°  gran- 
deur depuis  environ  dix  ans.  L'étoile  vue  par  Scheiner  serait  donc  variable. 

JNoTicE  nécrologique  sur  Jacob-Philippe  Wolfers.  (290-292).  [W. 
Forster.J 

Wolfers,  né  à  Minden  ( Westphalie),  le  21  mai  i8o3,  est  mort  à  Berlin  le 
28  avril  1878.  Il  a  fait  le  plus  grand  nombre  des  calculs  du  JicrUner  Jahrhuch  de 
1827  à  18(17.  ^^"  '"'  •'"'*  encore  deux  des  cartes  de  l'Académie  de  Berlin  et  île 
nombreux  calculs  pour  les  Tables  de  lîessel. 

AoTir.F,  uécrologi(pie  sur  1'..  Ouet(;let.  (:'>92-293).  |A.  Winnecke.] 

Krnest  (Jiietelet,  ne  ;i  I')i'uxclles  le  7  août  182."),  est  mort  dans  cette  même  ville 
le  fi  septembre  1878.  Il  laisse  un  grand  nombre  d'observations  d'étoiles  faites  dans 
le  but  de  déterminer  leurs  mouvements  propres. 
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*  Hasselberg  {^)-  —  lùissische  Expeditionen —  Expéditions 
russes  pour  l'observation  du  passage  de  Vénus  en  1874-  Deuxième 
Partie,  n"  1.  Observations  photographiques  à  Ilafen  Possiet. 
(294-308). 

*  Darwin  [G. -H.).  —  On  ihe  influence Mémoire  sur  l'in- 
fluence des  phénomènes  géologiques  sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre  (extrait  du  Tome  CL\  11  des  Philosophical 
Tranmctions).  Londres,  1877.  ^""4  ^^'  4 2  P-  (3o9-3i6).  [Hel- 
mert.] 

*  Hilgard  (J.-E.).  —  Transatlantic  Longitudes Longitudes 

transatlantiques^  dernier  rapport  sur  les  travaux  de  1872,  avec 
un  résumé  des  déterminations  précédentes  (extrait  des  Rap- 
ports du  Coast  Survej  pour  1874)-  Washington,  1877;  80  p. 
(316-327).  [W.  Schur.] 

Lindstedt  (-^.).  —  Undersôhiing Eltude  du  cercle  méridien 

de  l'Observatoire  de  Lund  et  détermination  nouvelle  de  sa  lati- 
tude [Acta  Universitatis  Lundensis,  t.  Xlll).  Lund,  1877.  ^1-4" 
de  54  p.  et  I  pi.  (327-338).  [M.  Nyrén.] 

*  Newcomb  [S.). —  Researclies  on  the Recherches  sur  le  mou- 
vement de  la  Lune,  faites  à  l'Observatoire  naval  de  Washington. 
Partie  I  :  Réduction  et  discussion  des  observations  de  la  Lune 
antérieures  à  1700.  Washington,  1878.  ln-4*' de  280  p.  (338- 
366).  [Schoenfeld,] 

*  Hânsclmann  {L.).  —  Karl  Friedrich  Gauss...  K.-F.  Gauss^ 
douze  chapitres  de  sa  vie.  Leipzig,  1878.  [n-H°  de  106  pages. 
(366-372).  [A.  Winnecke.] 

flartwig  (E.).  —  Bestimmung  der....  Mesures  des  positions  re- 
latives de  quelques  étoiles  du  Petit  Renard,  faites  au  moyen  de 
l'béliomètre  de  l'Observatoire  de  l'Université  de  Strasbourg. 
(373-386). 

Les  observations  ont  été  faites  en  1878  à  l'aide  de  l'héliomètre  de  l'Observatoire 
de  Gotha,  légèrement  modifié  par  Repsold  en  vue  des  observations  du  dernier  pas- 
sage de  Vénus,  et  qui  se  trouve  provisoirement  à  Strasbourg.  Les  divers  éléments 
de  rédurtion   ont  été  déterminés  avec  le  pl;is  grand    soin  par  des  méthodes  phy- 

R.3. 
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si(|iios.  cl  los  ol)S(>rvations  sont  assrz  nombreuses  pour  ((iie  les  résultats  soient  très- 
exacts. 

F.ii  prenant,  avec  Scliultz,  ))our  position  de  90  du  Petit  Renard  en  i8G.j,o, 

V.  =  ao''<i'"2i",i5,     0  =  ^•26''/|'3<)",5, 

on  trouve,  pour  la  position  des  (piatre  petites  étoiles  voisines  : 

h    m    s  »    (      ff 

a «  =  20.6.1 8. 5o     0  = -r- aG.20.33,8 

b 20.6.  9, .57  26.24.29,8 

f 20.6.12,49  26.29.42,8 

d 20. 4. 55,. 56  26.80.22,2 

Cr.     R. 


MÉMOIRES  Di:  l'Académie  i\0YALi:  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4°. 

Tome  XXXVII;   1869. 

Plateau  [J.].  —  Reclierclies  expérimentales  et  théoriques  sur  les 
figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  sans  pesanteur. 

Huitième  série  :  Recherche  des  causes  d'où  dépendent  le  facile  développement 
et  la  persistance  des  lames  liquides;  tension  des  surfaces  liquides;  principe  nou- 
veau concernant  ces  surfaces  (102  pages). 

Neuvième  série  :  Causes  accessoires  qui  influent  sur  la  persistance  des  lames  li- 
quides. Figures  laminaires  de  très-grande  durée.  Historique  concernant  les  lames 
li(|uides.  Ascension  ca|)illaire  à  de  grandes  hauteurs  dans  des  tubes  de  grands  dia- 
mètres. Constitution  d'un  courant  gazeux  qui  traverse  un  liquide  (56  pages). 

Dixième  série  :  Résultats  obtenus  par  les  géomètres  et  vérifications  expérimentales 
(52  pages  et  i  planche). 

Onzième  et  dernière  série  :  Limites  de  stabilité  des  tlgures  d'équilibre.  Théorie 
générale  de  la  stabilité  de  ces  ligures.  Stabilité  des  systèmes  laminaires.  Stabilité 
<lans  les  cas  où  la  pesanteur  intervient  (6,'i  pages  et  i  planche).  Table  analytique 
des  matières  contenues  dans  les  onze  séries  (21  pages). 

Les  sept  pren)ières  séries  de  ces  Recherches  de  l'illustre  physicien  de  Gand  ont 
paru  dans  les  Tomes  XVI,  XXIII,  XXX,  XXXI,  XXXIII  (séries  5"  et  6")  et  XXXVl  des 
Mémoires  de  l'académie.  La  première  série  a  un  titre  un  peu  différent  de  celui  des 
séries  suivantes  :  Mémoire  sur  les  phénomènes  que  présente  une  nitisse  liquide  libre  et 
soustraite  à  l'action  de  la  pesanteur.  Les  Recherches  de  M.  Plateau  ont  la  connexion 
la  plus  étroite  avec  une  des  plus  belles  théories  de  la  Géométrie,  celle  des  surfaces 
il  cf)urburc  moyenne,  nulle  ou  constante,  et,  a  ce  titre,  elles  intéressent  les  niatlié- 
niaticiens  •■itissi  bien  f|ue  les  physiciens. 

L'auteur  a  donné  une  analyse  <le  la  linilièmc  série  dans  les  Annales  de  Chi- 
mie et  dr  Physique  Ae  Paris  (  4' séi  ie,  t.  \^'II,  p.  260  ),  de  la  neuvième,  de  la  dixième 
i-t   (le  l:i  (ui/ii'inc  dans  le    iiiiiiK"  Hi'iiicil   f\.   Xl\,   p.   36i)\   Fnlin,  il    a    exposé   l'en- 
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semble  de  ses  travaux  sur  les  liquides  dans  le  grand  Ouvrage  intitulé  Statique 
expérimentale  et  théorique  des  liquides  soumis  aux  seules  forces  moléculaires  { Paris, 
Gauthier-Villars,  1873-187',  ). 

Catalan  [E.).  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler,  et  sur 
quelques  intégrales  définies.  (19  p.). 

Voir  une  analyse  de  ce  Mémoire  dans  l'Ouvrage  intitulé  Rapport  séculaire  sur 
les  tracaux  mathématiques  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  par  J.-M.  De  Tilly, 
p.  38-39.  Bruxelles,  Hayez,  1872  ('). 

Gilbert  [Pli.].  —  Mémoire  sur  la  théorie  générale  deslignes  tracées 
sur  une  surface  quelconque,  (iit-47  p-)- 

Voir  une  analyse  de  ce  Mémoire  dans  l'Ouvrage  cité  de  M.  Dr;  lilly,  p.  i(Jo-i(35. 


Tome  XXXVIII;   1871.     . 

Houzeaii  [J.-C).  —  Considérations  sur  l'étude  des  petits  mouve- 
ments des  étoiles.  (io3p.,  i  pi.). 

T'oir  l'article  intitulé  les  Mathématiques  en  Belgique  en  1871,  187^,  187,^,  187"), 
par  le  D'  P.  Mansion  {llullettino  di  Bihliografia,  pubbl.  da  B.  Boncompagni,  t.  X, 
p.  471-542),  p.  5'(2,  ou  tirage  à  part  de  cet  article,  p.  112. 

Steichen.  —  Essai  sur  quelques  questions  élémentaires  de  Méca- 
nique physique.  (33  p.). 

Voir  même  article,  p.  536  du  Bullettino. 

Catalan  [E.).  —  Mémoire  sur  une  transformation  géométrique 
et  sur  la  surface  des  ondes.  (64  p-)* 

Voir  même  article,  p.  529-53o,  dans  le  Bullettino. 

Gilbert  [P.).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  fonctionnels 


(')  Cet  Ouvrage  l'ait  lui-même  partie  de  la  publication  académique  intitulée 
Académie  royale  de  Belgique.  Centième  anniversaire  de  fondation  (1772-1872). 
Bruxelles,  F.  Hayez,  1872;  2  forts  vol.  gr.  in-8°.  Outre  le  Rapport  de  M.  De 
Tilly  cité  dans  le  texte  et  divers  autres  Rapports  qui  n'ont  trait  ni  aux  Mathéma- 
tiques ni  à  l'Astronomie,  on  trouve  encore  dans  ces  Volumes  les  Mémoires  suivants 
que  nous  croyons  devoir  signaler.  1'^''  Volume  :  Premier  siècle  de  l' Académie  royale 
de  Belgique;  par  Ad.  Quetelet(i74  pages).  2''  Volume  :  De  V Astronomie  dans  l' Aca- 
démie  royale  de  Belgique  (1772-1872);  par  Ed.  Mailly  (208  pages).  Rapport  sur  les 
travaux  de  la  classe  des  Sciences  (1772-1872)  :  Physique,  Météorologie  et  Physique  du 
globe  (88  ))ages). 
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et  sou  application   au  tlévcloppement  des  fonctions  implicites. 

il-2  p.). 
Voir  même  article,  p.  489-491  du  BtiUettino. 

Tome  XXXIX;  1872, 

Folie  {F.).   —  Fondements,  d'une  Géométrie  supérieure  carté- 
sienne. (11-142  Pv-  I  pl-)* 

Analysé  dans  l'article  intitulé  les  Mathcmatiques  en  Belgique  en  1S72;  par  le 
D''  P.  Mansion  {Bu/ictti/io,  etc.,  t.  VI,  p.  277-312),  p.  296-302,  ou  p.  3:^  à  43  du  tirage 
à  part  de  cet  article. 

Tome  XL;  1873. 

Catalan    {E.).    —    Recherches    sur    quelques   produits    inlinis. 
(11-127  p.). 

r'ojV  l'Opuscule  les  Mathématiques  en  Belgique  en  1871,  etc.  (Bullettino,  t.  X, 
p.  498-499). 

Tome  XLI;  1 875-1 87G. 

Gilbert  [Ph.).  —  Recherches  sur  le  développement  de  la  fonc- 
tion r  et  sur  certaines  intégrales  définies   qui  en  dépendent. 

(60  p.). 

f'oir  l'Opuscule  les  Mathématiques  eu  Belgique  eu  1871.  etc.  {Bullettino,  t.  X, 
p.  5oo-5o3). 

Tome  XLII;  1877-1878. 

Plateau  {J .).  —  lîiblioi^raphie  analylicjiK;  des  principaux  phéno- 
mènes suhjectirs  de  la  vision,  depuis  les  temps  anciens  jusqu'à  la 
lin  (lu  wiii*^^  siècle,  suivie  d'une  bibliographie  simple  pour  la 
partie  écoulée  du  siècle  actuel.  (iv-.n)-5()-?.6-44-35-38-43  p.). 

Avant-propos.  —  Première  section  :  persistance  des  impressions  sur  la  rétine.  — 
Deuxième  section  :  couleur»  accidentelles  ordinaires  de  succession.  —  Troisième  sec- 
tion :  images  (|ui  succèdent  il  la  contemplation  d'objets  d'un  grand  éclat  ou  uu"'nie 
d'objets  blancs  bien  éclairés.  —  Quatrième  section  :  irradiation.  —  Cinciuième  sec- 
tion :  phénomènes  ordinaires  de  contraste.  —  Sixième  section  :  ombres  colorées. 
Supplément  à  r()uvraf;e  entier  comprenant  l'année   1877. 

Pour  la  période  iinlerieure  il  iK)lre  siècle,  l'aiileur  analyse  les  écrits  dont  il  parle. 
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Pour  (H'iix  (|iii  datent  «lu  xix»  siècle,  il  ne  se   borne  pas  à  en  donner  le  titre,  il  en 
l'ait  connaître  aussi  très-soniniaii'cment  le  contenu. 

Catalan  {E.).  —  Notes  d'Algèbre  et  d'Analyse.  (^2  p.). 

Voir  Bulletin,  II,,  237. 

Catalan  {E.).  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  intégrales 
eulériennes.  (20  p.). 

Voir  liiillctin,  II,,  278. 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  — 
Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4. 

Tome  XXXIV;   1867- 1870. 

Van  de/'  31ensbrugglie  [G.].  —  Sur  la  tension  superfieielle  des 
liquides  considérée  au  point  de  vue  de  certains  mouvements 
observés  à  leur  surface.  (67  p.). 

Premier  Mémoire.  —  Considérations  générales.  Historique  des  recherches  des 
physiciens  sur  les  mouvements  provoqués  à  la  surface  d'un  liquide  lors  de  l'approche 
ou  d'un  contact  d'un  solide  ou  d'un  liquide  n'exerçant  pas  d'action  chimique. 
Discussion  des  théories  émises  pour  expliquer  ces  mouvements.  Théorie  nouvelle. 

Tome  XXXV;  1870.  -  Tome  XXXVI;  1871. 

Ne  contiennent  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

Tome  XXXVII;  1873. 

Pévard  {L.).  —  Etude  sur  les  procédés  suivis  pour  déterminer  les 
éléments  dumagnétisme  terrestre,  (vi-i 94  p->  2  pi.). 

Foir  une  Notice  sur  ce  travail  dans  l'Opuscule  intitulé  les  Mathématiques  en 
Belgique  en  1871,  etc.;  par  le  D"^  P.  Mansion  {Builettino  de  Boncompagni,  t.  X, 
p.  47Ï-542),  p.  540,  ou  tirage  à  part.  p.  109. 

F^an  der  Mensbj^ugghe  [G.).  —  Sur  la  tension  superficielle  des 
liquides   considérée  au  point  de   vue  de   certains  mouvemenr 
observés  à  leur  surface.  (Sa  p.). 

Second  Mémoire.  —  Complément  et   suite   de    l'historicjue  des  recherches  ar 
l'ieures.  Reliitation  de  quelques  objections.   Kx|)érienoes  diverses.  Conclusion. 
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Jerbj  [F.).  —  ylicograplnsche  Fragmente.  Manuscrits  cl  des- 
sins originaux  et  inédits  de  Scliroler.  (3i  p.,  i  pi-)- 

Le  petit-fils  du  rélèbre  astronome  de  Lilioiith:d  a  communiqué  à  M.  'l'orby  un 
manuscrit  de  Schrôter  relatif  à  la  planète  Mars  et  contenant  des  observations  des 
taches  de  cette  planète  de  1780  à  i8o5.  M.  Terby  donne  une  analyse  de  ce  ma- 
nuscrit, ((ui  contient,  outre  1000  pafjes  de  texte,  environ  200  dessins  des  taches  de 
Mars. 

Tome  XXXVIII;   1874. 

Ce  Tome  ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

Tome  XXXIX;   1H7C.. 

Terbj  [F.).  —  Aréographie,  ou  Etude  comparative  des  observa- 
tions faites  sur  l'aspect  physique  de  la  planète  Mars  depuis 
Fontana  (i636)  jusqu'à  nos  jours  (iS^S).  (1 19  p.,  2  pi.). 

Tome  XL;  nSjG. 

f^an  der  Menshriigglie  (^>r.).  —  L'électricité  statique  exerce- 
t-elle  une  influence  sur  la  tension   superficielle  des  liquides? 

(28  p.). 

Historique  des  recherches  sur  les  rapports  de  l'électricité  statique  et  de  la  cohé- 
sion des  liquides.  — Cas  de  l'électrisation  d'une  bulle  de  liquide  glycérique.  —  Faits 
relatifs  à  une  lame  plane  électrisée.  —  Cas  d'une  masse  liquide  pleine.  —  Obser- 
vation de  la  hauteur  capillaire  sous  l'influence  de  l'électricité.  —  Comment  la  théorie 
de  la  tension  superficielle  se  concilie  avec  la  théorie  de  Laplace  et  la  complète.  — 
Flotteurs  capillaires  sur  un  liquide  élcctrisé.  —  Colonnes  liquides  suspendues  par 
le  procédé  de  M.  Duprez  et  soumises  à  l'action  électrique.  —  Cas  des  flotteurs  aréo- 
métriques. 

Conclusions.  —  1"  La  tension  superncielle ,  soit  d'une  lame,  soit  d'une  masse 
pleine  d'un  liquide  bon  conducteur,  n'est  pas  modifiée  par  l'électricité  statique. 
2°  L'électricité  statique,  au  lieu  d'être  répandue  à  l'intérieur  de  la  couche  extrême 
des  corps  bons  conducteurs,  se  trouve,  au  contraire,  entièrement  extérieure  et  sim- 
plement appliquée  contre  la  surface  limite  de  ces  corps. 

Boussinesf/  («/•)•  —  Essai  lliéoriquc  sur  l'équilibre  des  massifs 
pulvérulents,  comparé  à  celui  des  massifs  solides,  et  sm*  la 
poussée  des  terres  sans  cohésion.  (i8n  p.). 

Ce  Mémoire  considérable,  qui  a  paru  aussi  en  Volume  séparé  chez  Gauthicr- 
^'illars,  est  si  important,  que  nous  croyons  utile  d'en  donner  ailleurs  une  analyse 
(Ictiiilli'c,  d'aiirès  une  Note  in<'ditr  de   r;iiilciir   lui-même. 
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Tome  XLI;  1876-1878. 

Fan  der  iMensbrugghe    {G.).  —  Sur  le  problème  des  liquides 
superposés  dans  un  tube  capillaire.  (44  P-)' 

Introduction.  —  Première  Partie.  Solution  du  problème  d'après  la  théorie  de  la 
tension  superficielle.  —  Solution  d'après  la  théorie  de  Laplace.  —  Solutions  données 
par  Poisson.  —  Solutions  déduites  de  la  théorie  de  Gauss.  —  Seconde  Partie. 
Résumé  des  principales  expériences  relatives  à  la  question.  —  Comparaison  avec  la 
théorie.  —  Description  de  quelques  faits  nouveaux. 

Dans  la  première  Partie,  le  problème,  traité  de  quatre  manières  différentes,  est 
celui-ci  :  «  Déterminer  le  poids  total  soulevé  ou  déprimé  dans  un  tube  capillaire  dont 
l'extrémité  inférieure  est  plongée  dans  un  liquide  quelconque  et  qui  contient  un  ou 
plusieurs  liquides  superposés  au  premier.  »  L'auteur  tâche  de  faire  voir  la  parfaite 
identité  des  résultats  auxquels  on  arrive  dans  tous  les  cas,  pourvu  que  l'on  se  place 
dans  les  mêmes  conditions  et  que  l'on  interprète  convenablement  les  constantes. 
Dans  la  seconde,  à  propos  des  expériences  rapportées  ou  entreprises  par  lui,  il  essaye 
d'expliquer  le  désaccord  qui  semble  exister  entre  la  théorie  et  les  faits  observés 
par  des  causes  perturbatrices  que  l'on  ne  peut  éviter. 


ANNUAIRE  DE  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  —  Bruxelles,  Ilayez.  In- 18. 

Tome  XXXIV;   1868. 
Quetelei  [Ad.).  —  INotice  sur  J.-A.  Timmermans.  (gp-iiS). 

Timmermans  (1801-1864)  a  écrit  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  in- 
tégral (1860)  et  un  Traité  de  Mécanique  rationnelle  (1862).  11  fut  longtemps  profes- 
seur à  l'Université  de  Gand. 

QueLelet  (  /d.).  —  Notice  sur  Matliias  Schaar.  (i  i5-i3o). 

On  doit  à  Schaar  (1817-1867)  de  belles  recherches  sur  la  théorie  des  résidus  qua- 
dratiques. 

Tome  XXXV;  1869. 
Liagre  (/-).  —  Notice  sur  J.-B.  Brasseur.  (121-146). 

Brasseur  (1802-1868)  a  écrit  un  Programme  à\\n  Cours  de  Géométrie  descriptive. 
qu'il  sera  difficile  de  surpasser,  et  un  Mémoire  Sur  une  nouvelle  méthode  d'appli- 
cation de  la  Géométrie  descriptive  à  la  recherche  des  propriétés  de  l'étendue,  diguo 
d'être  placé  à  coté  des  plus  beaux  travaux  de  Géométrie  siij>ériruie  moderne. 
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Tome  XXXVI;   1870. 
Ne  contient  tic  Notice  sur  aucun  mathcmaticicn. 


Tome  XXXVII;  1871. 

Liagre  [J.)-  —  Notice  sur  G. -A.  Ncrenburgcr.  (369-389). 

Nerenburger  (1804-1869)  est  l'un  des  principaux  auteurs  de  la  triangulation  do 
la  Belgique. 

Tome  XXXVllI;  1872. 

Quetelet  {^Ad .).  —  IVolice  sur  sir  John  Frédéric  William  Hersclicl. 
(161-199). 

L'auteur  no  parle  guère  que  des  travaux  de  John  Herschel  (i7r)2-i8;i)  <|ui  ont 
(juelque  connexion  avec  les  siens  propres  sur  le  Calcul  des  pi'oLuhilités  appli(|ué 
aux  Sciences  morales. 


Tome  XXXIX;  1873. 
Ilouzeau  [J.-C).  — Notice  sur  Pli. -M. -G.  Vandermaeleii.  (109- 

Vandermaelen  (i^gS-iSGy)  a  longtemps  dirigé  un  important  établissement  géo- 
graphique à  Bruxelles. 

Quetelet  [Ad.).  —  Notice  surCliarles  Mabbage.  (i49-i65). 

Quetelet  ne  donne  pas  une  biogi-ipliie  coniplèle  de  Bablinge  (i7()i-i.S7i)  ;  Il  traile 
s(!ulementde  ses  recherches  de  Statistique. 


Tome  XL;   1874. 
Quetelet  [Ad.).  — jNolicesurle  capitaine  M. -F.  Maury.  (291-341^ 

Contributions  à  la  biographie  d('  Maury  (iSoG-1873). 

Tome  XLl;   i87r). 
Maill)  [Ed.].  —  Noiicc  sur  L.-A.-J.  Quetelet.  (109-597). 

Voir  l'xillitiii,    '■'  scrii'.    l.   Il,  p.    j/ii». 
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Tome  XLII;  187G. 
Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 

Tome  XLIII;  1877. 

Maillj  [Ed.).  —  Notice  sur  Richard  van  Rees.  (22^-240). 

Van  Rees  (1797-1875)  est  auteur  de  quelques  Mémoires  importants  sur  le  magné- 
tisme. 

Tome  XLIV;  1878. 

Folie  [F.).  —  Notice  sur  Michel  Glœsener.  (277-344)' 

Glœsener  (i79'i-iS7G),   auteur  d'appareils   électriques  très-remarquables,   a  aussi 
écrit  quelques  dissertations  théoriques  sur  l'électricité. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Matiié.matiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cii. 
Brisse  (').  —  'x"  série. 

Tome  XVII;  1878. 

Casorati  [F.].  —  Sur  les  coordonnées  des  points  et  des  droites 
dans  le  plan,  des  points  et  des  plans  dans  l'espace.  (0-20). 

Cet  article,  traduit  de  l'italien  par  un  abonné,  a  été  inspiré,  comme  nous  l'ap- 
prend l'auteur,  par  la  lecture  de  l'opinion  émise  à  la  page  61  des  Vorlesungen  ûber 
Géométrie,  de  A.  Clebsch.  Le  savant  professeur  de  l'Université  de  Pavie  se  pro- 
pose de  transformer  géométriquement  la  conception  ordinaii-e  des  coordonnées 
cartésiennes  en  un  système  de  coordonnées,  pour  la  droite,  qui  est  préférable  an 
système  plïiekérien.  Les  professeurs  et  les  élèves  liront  l'article  de  M.  Casorati  avec 
beaucoup  d'intérêt. 

Laguerre.  — Sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (ao-aS, 
97-101). 

Ces  deux  articles  renferment  quelques  notions  intéressantes  sur  quelques  points  de 
la  théorie  des  équations.  Il  est  à  regretter  que  jusqu'à  présent  ils  n'aient  pas  été 
suivis  de  la  continuation  qu'on  annonçait. 


(')  Voir  Bulletin,  IL, 


44  SECONDE  PARTIE, 

E.  G.  —  Détermination  analytique  des  foyers  dans  les  sections  co- 
niques. (  2(1-28). 

La  détermination  so  fait  à  la  fois  très-éléjjammont  et  snivant  nnc  méthode  tout 
à  fait  élémentaire,  en  conservant  la  définition  ordinaire  des  foyers. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  (  i*"*^  session  :  juil- 
let 1877.  —  2*^  session  :  octobre  1877).  Enoncés  des  composi- 
tions. (29-33). 

Brocard  [H-)-  —  Bibliographie  :  Johajinis  Kepleri  astrononii 
Opéra  oninia,  publiées  par  le  D""  Friscli,  de  Stuttgart;  8  vol. 
gr.  in-8.  (34-39). 

Brisse  [Ch.).  — Solution  de  la  question  34  :  «  Sur  le  degré  d'un 
lieu  géométrique  de  l'espace.  »  (39-40). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  i099  :  «  Propriété  du 
quadrilatère  circonscriptible.  »  (4o-44)- 

Moreau  {€.).  —  Solution  des  questions  l!2l8  et  1219  :  «  Sur  cer- 
taines formes  de  nombres  entiers.  »  (45-46). 

Berthomieu.  —  Solution  de  la  question  1230  :  <(  Enveloppe  d'une 
droite.  »  (46-47). 

Moret-Blanc.  — Solution  géométrique  de  la  question  1230.  (48). 

Tissot  [^.).  — Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  les 
projections  des  Cartes  géographiques.  (49-j5,  i4^-»63,  35i- 
366). 

Ce  Mémoire,  fort  intéressant,  non-seulement  au  point  de  vue  des  applications, 
mais  aussi  par  les  considérations  purement  théoriques  qu'il  contient,  a  pour  objet 
principal  l'étude  de  la  déformation  dans  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre.  Voici  l'indication  sommaire  des  principaux  sujets  qui  s'y  trouvent  traités  : 
Préliminaires.  —  Loi  de  la  déformation.  —  Tanjjeutos  jirincipales.  —  Kllipse  indi- 
catrice.—  Altérations  d'angles. — Altérations  de  lon{;ueurs.  —  Altérations  de  sur- 
faces. —  Détermination  des  axes  de  l'ellipse  indicatrice.  —  I-'orniules  dans  les- 
«luelies  les  directions  se  trouvent  rapportées  a  d'autres  lignes  que  les  tangentes 
princi[)ales.  —  Séries  de  couples  de  courbes  satisfaisant  à  certaines  conditions. — 
Doubles  canevas  satisfaisant  à  certaines  conditions.  —  Ai)plicalions. 

Lagaerre.  —  Sur  la  caidioïde.  (  55-69). 

Ktude   fur!  coni|détr    ilc    ci'llr    roiiiln-,    iléfiiiic    lonime  une  ((Mirbi'   de    IroiNiéiin' 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  45 

classe,  ayant  une  tangente  double  et  un  foyer  singulier  de  rebroussement.  f'oir 
les  Mémoires  suivants  du  même  auteur  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes 
algébriques  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  janvier  |8G5). 
—  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes  planes  {Bulletin  de  la 
Société  Philomathique,  février  1867).  —  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
classe  {Société  Mathématique,  novembre  1877).  —  Sur  les  spiriques  Bulletin  de  la 
Société  Philomathique,  novembre  1869). 

Fauve.  — Théorie  des  indices.  (69-^5). 

Fin  de  la  série  des  articles  qui  ont  paru    sur  ce  sujet  dans    les   années  précé- 
dentes. 

Gambey.  — Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1873  :  «  Positions  d'équi- 
libre d'un  système  pesant.    M  ( 7-^-77 )• 

Gambej.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1875  :  Problème  sur 
des  surfaces   de  second  ordre    circonscrites    à   un  ellipsoïde.  » 

(77-83). 

Jamet  (  /^.  )•  —  Solution  de  la  question  1228  :  «  Propriété  des  sur- 
faces du  second  degré.  »(  83-86). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1231  :  «  Propriété  des  nor- 
males aux  coniques.  »  (86-90). 

Bartlie.  —  Solution  de  la  question  1245:  «  Propriété  delà  para- 
bole.  »  (91). 

Bibliographie  étrangère.  —  Bullcttino  di  Bihliografia  e  di  Sto- 
ria  délie  Scienze  uiatematiche  e  fisiche,  pubhlicato  da  B.  Bon- 
compagni.  T.  JX.  (1876)  et  tirages  à  part.  (92-96). 

Purlicatiojvs  récentes.  —  1.  Appendice  aux  exercices  de  Géomé- 
trie, par  F.  J.  C.  (1877).  —  2.  Exercices  de  Géométrie  descrip- 
tive, par  F.  J.  C.  (1877),  —  3.  Sopra  alcune  questioni  dina- 
niiche,  del  prof.  D.  Chelini.  Bologna,  1877.  ■ —  4.  Le  funzioni 
metriche  fondamentali  negli  spazi  di  quante  si  vogliano  dimen- 
sioni  e  di  curvatura  costante,  di  E.  d'Ovidio;  Iloma,  1877. — 
o.  L'Astronomie  pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en 
Amérique,  par  C.  André  et  A.  Angot;  Paris,  1877.  (96). 
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Longchanips  i^Cr.  dey  —  Sur  le  l)inùint;  de  iNcvvton.  (ioi-io4). 

Démonstration  directe  de  la  formule  du  binôme,  dans  le  cas  d'un  exposant  en- 
tier, au  moyen  d'une  identité  al[;ébrique. 

Un  abonné.  —  Tîcniarques   sur  quelques  points  de  la  tliéorie  des 
équations  uumérifjues.   (io4-io6). 

Ces  remarques  sont   relatives  à  la  séparation  des  racines   et  contiennent  une  ap- 
plication à  l'équation  du  cinquième  dc(jré. 

Concours  r.itisKUAi,  iiR    1877.  — Enoncés   des  compositions.    (106- 


Crvioss  [J .  ).  —  Question  de  liceucc(i866)  :  (f  Trouver  une  courbe 
plane  telle  que  la  projection  de  son  rayon  de  courbure  sur  une 
droite  fixe  située  dans  son  plan  ait  une  longueur  constante.  » 

(i  1  i-i  i3). 

Courbe  {H-)-  —  Question  de  licence  (novembre  iS^f))  :  Déter- 
mination de  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  une  condition  don- 
née, (ï  i3-i  i5). 

Moj'et-Binnc.  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique 
(1875  )  :  <(  Lieu  géométrique  relatif  à  une  conique  mobile.  »  (  1 16- 

118).' 

Laurent  {H.). — Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques 
(119-129,  247-2J2,  235-4o8,  387-557). 

Suite  des  articles  antérieurement  parus  sur  le  même  sujet.  Ceux-ci  contiennent 
les  matières  suivantes  :  Relations  différentielles  entre  les  fonctions  auxiliaires. 
—  Relations  entre  su  x,  enx  et  dnx.  —  Formules  d'addition.  —  Autre  manière 
pour  arriver  aux  formules  d'addition  des  fonctions  elli])tiques.  —  Sur  les  périodes 
élémentaires.  —  Sur  la  forme  générale  des  fonctions  doublement  périodiques  et 
leur  expression  en  fonction  de  l'une  d'elles.  —  Décomposition  des  fonctions  à 
deux  périodes  en  éléments  simples.  —  Études  de  la  fonction  Z(x).  —  Étude  de 
l'intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  —  Expression  d'une  fonction  double- 
ment périodique  au  moyen  d'nne  fonction  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes; 
théorème  de  M.  I.iouville.  —  Aiiplicalion  des  considérations  pi'écédentes  au  pro- 
blème dit  de  la  multiplication.  —  Application  à  l'addition  des  fonctions  de  troi- 
sième espèce.  —  Développement  des  fonctions  doublement  périodi(|ues  en  séries 
li'igonométriques.  —  Sur  le  |)robIème  de  la  transformation.  —  Translormation  du 
deuxième  degré.  —  Métliode  d'Abel.  —  Transformation  de  I.anden.  —  Sur  les  ap- 
plications des  théories  précédentes.  ^ — Resunu' des  principales  l'omiules  cllipliiiues. 
- —  Théorème  de  Poncelet. 
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Lucas  [Ed.).  — Théorème  sur  la  Géométrie  des  quiueonces.  (129- 
i3o). 

Les  sommets  d'un  échiquier  quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 

Lez  [tl.].  —  Solution  de  la  question  1232  :  c  Propriété  de  la  pa- 
rabole oseulatrice  à  une  conique.  »  (i3o-i32). 

Cauret.  —  Solution  de  la  question  1237  :  a  Décomposition  d'une 
somme  de  quatre  carrés  en  un  produit  de  deux  facteurs.  »  (i32- 
i33). 

Chainhon  (/. )•  —  Solution  de  la  question  1241  :  «  Enveloppe  d'un 
plan  passant  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde.  »  (i33-i35). 

Moreaii  {C.\.  —  Solution  de  la  question  1248  :  «  y  5  est  égal  au 
rapport  de  deux  séries.  »  (i36-i38). 

Moreau  {C).  —  Solution  de  la  question  1249  :  «  Développement 

en  série  de  ^ •  »  (i38-i4o). 

2  ^ 

Moreau  {C).  —  Solution  de  la  question  1250  :  ((Lignes  telles  que 
la  corde  qui  sous-tend  leurs  intersections  avec  les  côtés  d'un  angle 
droit  pivotant  sur  un  point  fixe  enveloppe  un  cercle  autour  de 
ce  point.  »  (i4i-i44)- 

CoKRESPOJMDAKCE.   (l44)' 

Laguerre.  —  Sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre. 
(163-178). 

Cet  article  renferme  d'intéressantes  recherches  et  les  énoncés  d'assez  nom- 
breuses propriétés  géométriques  concernant  les  normales. 

Realis  [S.  ).  — Particularités  relatives  à  l'équation  du  troisième  de- 
gré, (i  78-181). 

Les  remarques,  dignes  d'attention,  de  M.  Realis  sont  fondées  sur  la  considéra- 
tion de  la  fonction  53(0:)  =  ?-  —  /|Q.r.  Elles  conduisent  à  des  conséquences  rela- 
tives a.  l'analyse  indéterminée  et  à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Laguerre.  —  Sur  les  systèmes  de  droites  qui  sont  normales  à  une 
même  surface .  (  1 8 1  - 1 85  ) . 

Cette  Note  contient  plusieurs  propriétés  remarquables,  spécialement  en  ce   qui 
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concerne  les  lignes  {jéodésiques.  Voir  du  même  auteur  :  «  Sur  les  formules  fonda- 
mentales de  la  théorie  des  surfaces  »   [Nouvelles  Annale<:,  2°  série,  t.  XI,  p.  60). 

Gentj.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1874  :  <'  Lieu  géométrique 
relatif  aux  coniques  bitangentes  à  une  ellipse  et  à  une  hyperbole 
homofocales.  »    (186-188). 

Qamhcy. —  Solution  delà  question  d'Analyse  donnée  au  Concours 
d'agrégation  en  1871  :  «  Propriété  réciproque  de  deux  courbes 
gauches.  »  (188-190). 

Realis  [S.].  —  Solution  des  questions  833  et  748  :  «  Propriétés 
des  racines  entières  d'une  équation  du  troisième  degré.  »   (190- 

Bibliographie.  —  «  Dynamique  analytique  ».  par  Emile  Mathieu  ; 
Paris,  1878.  (192). 

Lez.  —  Solution  de  la  composition  de  Mathématiques  proposée  au 
Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  (1877):  «  Pro- 
blème relatif  à  l'hyperbole.  »  (193-195). 

Toiirrettes  {-A.).  —  Solution  de  la  composition  de  Mathématiques 
proposée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure 
(1877)  :  ('Lieux  géométriques  relatifs  à  des  coniques  circonscrites 
à  un  triangle  rectangle.  »   (190-200). 

CJiamhon  (</.).  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (l'obsession,  juillet  1877)  : 
('  Problème  relatif  aux  hyperboles  satisfaisant  à  certaines  con- 
ditions. >>    (200-203). 

Moret -Blanc.  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'FLcole  Centrale  (2"  session,  1877)  :  «  Sur  les  co- 
niques circonscrites  à  un  Irapè/.e  isoscèle.  »  (2o3-2o6). 

Rohaglia.  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'École  spéciale  militaire  (1877,  ^'^  question)  : 
«    Résoudre  l'équation  .r  -r-  \ja^ X'  =  h.  »    (  206-207). 

Soudai.  —  Solution  de  la  composili(Ui  proposée  au  Concours  d'ad- 
mission à  riù:ole  spéciale  militaire  (  1877,  3*^  question)  :  «  l^ro- 
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hlème  de  Géométrie  sur  les  volumes  engendrés  par  des  figures 
tournant  autour  d'une  droite.  »   (  207-209). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1877  pour  les  Matliématiques  spéciales  :  «  Sur  les 
surfaces  du  second  degré  jouissant  d'une  propriété  déterminée.  » 
(209-213). 

Un  abonné.  —  Solutions  des  questions  proposées  au  Concours  gé- 
néral de  1877.  —  Matliématiques  élémentaires  :  «  Sphères  pas- 
sant par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans.  »  —  Philosophie  : 
«  Trièdres  circonscrits  à  une  sphère.  »  —  Rhétorique  :  «  Vo- 
lumes engendrés  par  des  figures  tournant  autour  d'une  droite.  )) 
—  Seconde  :  «  Propriété  du  triangle  rectangle.  )>  —  Troisième  : 
«  Construction  relative  au  triangle.  »  (21 3-2 18). 

Jonquières  [E.de[).  —  Lettre  à  M.  Gerono  sur  un  caractère  du 
nombre  5  et  sur  une  propriété  des  réduites  d'une  certaine  class<î 
de  fractions  continues.  (219-220). 

Realis  [S.).  —  Extrait  d'une  Lettre  sur  la  question  1237.  (221). 

Gerono.  —  Remarques  sur  la  question  1237.  (221-223). 

Qenty.  —  Exercices  sur  le  tétraèdre  -,  neuf  énoncés,  se  rappor- 
tant surtout  au  tétraèdre  isoscèle  (celui  dont  les  arêtes  opposées 
sont  égales  deux  à  deux).  (2  23-3  25). 

Pellissier  {^•).  —  Seconde  solution  de  la  question  1232  :  «  Pro- 
priété de  la  parabole  osculatrice  à  une  conique.  »  (225-227). 

Lucas  [Ed.).  —  Solution  de  la  question  1239  :  «  Sur  une  équation 
du  troisième  degré.  »  (227-228). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1240  :  «  Sur  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  »  (228-229). 

Pisani  [F.].  —  Solution  de  la  question  1243  :  «  Propriété  des 
triangles  circonscrits  à  une  conique.  »  (229-230). 

Dunoyer  [E.].  —  Solution  de  la  question  1247  :  ((  Propriété  de 
surfaces  du  second  ordre  à  centre  unique.  »  (23o-23i). 

ISuU.  des  Sciences  mach.  i^  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  R . /| 
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Beaujey.  —  Solution  de  la  question  1252  :  «  Question  tL;  mi- 
nimum relative  à  une  construction  de  Géométrie  plane.  »  (sSi- 
234). 

Gavibej.  —  Solution  de  la  question  i2o3  :  «  Résolution  d'un  sys- 
tème de  six  équations  du  second  degré.  ))  (p.34-235  ). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  12oi  :  «Formule  d'Ana- 
lyse combinatoire.  »  (236-237). 

Questions  proposées  :  1255  à  1266.  (237-240). 

Jonquières  [E.de). —  Étude  sur  les  décompositions  en  sommes  de 
deux  carrés  du  carré  d'un  nombre  entier,  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  forme  ^îi  -(-  i ,  et  de  ce  nombre  lui-même.  For- 
mules et  application  à  la  résolution  complète  en  nombres  entiers 
des  équations  indéterminées  simultanées  j  =^  x' -{- [x -{- \Y 
et  y^=^  -"-h  (3  -H  I;-.  (241-247,  28()-3io). 

Cette  remarquable  étude  est  voritablcnieut  riche  en  résultats  nouveaux  et  con- 
stitue un  sérieux  progrès  dans  l'Analyse  indéterminée.  Elle  mérite  d'être  lue  avec 
le  plus  grand  soin  et  elle  fait  le  plus  grand  honneur  à  l'auteur,  dont  le  nom  est 
déjà  célèbre  par  ses  travaux  de  Géométrie  pure. 

Catalan  {E.).  — Sur  les  questions  1248  et  1249  :  «  Sur  certaines 
séries.  »  (  252-2j8). 

Tliiéhaiilt  (G.).  —  INote  sur  le  système  articulé  de  M.  Peaucellier. 
(2Ô8-261). 

Koehler.  — Solution  d'une  question  proposée  par  M.Realis  :  «  Sur 
l'équation  du  troisième  degré.  »  (261-262). 

Moret-  Blanc.  —  Démonstration  d'un  tliéorème  proposé  par 
M.Desbo\cs  :  «Propriété  du  quadrilatère.   »   (2()3-264). 

DewulJiE.).  — Démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  ligures  liomograpliiques  dans  l'espace.  (260-267). 

Ce  théorème  est  celui  des  quatre  ])oints  correspondants  communs  ;  ÎM.Dewulf  en 
donne  une  démonstration  élémentaire  et  on  reproduit  un  énoncé  plus  complet  que 
celui  (]u'oii  donne  d'ordinaire  ;  ce    nouvel  énoncé  est  dû  à  M.  Schoute,  de  Leyde. 

Bergson  (//•)•  — Solution  de  la  (piestion  proposée  au  Concours 
général  de  1877  pour  la  classe  de  ^[alUématiques  éléuKMitaircs  : 
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i<  Sur  les  sphères  passant  par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans 
donnés.  »  (268-2^6). 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (1877).  —  Enoncés  des 
compositions.  (276-277).  —  Sujets  des  leçons  et  autres  épreuves. 
(278-280). 

Correspondance.  — M.  G.  Chaniljou  :  ((  Conique  des  neuf  points.  » 

—  MM.  F.  Sautreau  et  Dunoyer  :  «  Théorème  de  Pascal.»  (281- 
282). 

Publications  récentes.  —  \.  Traité  de  Géométrie  analytique,  par 
A.  Boset;  Bruxelles,  1878.  — 2.  Sulla  cinematica  di  un  corpo 
solido,  del  prof.  G.  Bardelli;  Milano  ,  1878.  — 3.  Greek  Geo- 
metry,  from  Thaïes  to  Euclid,  by  G.  Johnston  5  Dublin,  1877. — 
4.  Grundlagen  der  Ikonognosie,  von  Franz  Tilser  :  Prag,  1878. 

—  5.  Théorie  mathématique  des  opérations  financières  (2"  édi- 
tion), par  H.  Charlon  5  Paris,  1878. — 6.  Théorie  des  intérêts 
composés  et  des  annuités  ^  par  Fédor  Tlioman,  traduit  de  l'an- 
glais ^  Paris,  1878.  (282-286). 

Questions  proposées.  —  12(37  à  1274  (287-288). 

Gentj.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  d'admis- 
sion à  l'Ecole  Normale  en  1872  :  ((Surface  du  second  degré 
coupée  par  une  série  de  plans  passant  tous  par  l'un  de  ses  points.  » 
(3io-3i6). 

Tourrettes  (^.).  —  Solution  du  problème  de  Mathématiques  élé- 
mentaires donné  au  Concours  d'agrégation  de  1871  :  ((  Sur  un 
triangle  dont  on  donne  la  bissecti^ice  et  la  somme  des  deux  côtés 
adjacents.   »  (3i6-3i9). 

Tourrettes  {^•).  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élé- 
mentaire donnée  au  Concours  d'agrégation  de  1872  :  ((  Centre 
de  gravité  d'un  système  de  circonférences.  ))   (3  19-320). 

yl.  M.  —  Démonstrations  directes  de  quelques  propriétés  connues 
relatives  à  la  courbe  enveloppe  d'un  segment  de  droite  de  lon- 
gueur constante  qui  se  meut  dans  un  angle.  (321-323). 

Bibliographie  ÉTRANGÈr.E.  —  Bullcttino  di   Biblioiirafia  e  di  Storia 
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délie  Scienzc  inalomatichc  e  lisiclic,  pubblicato  da  B.  Boncoiu- 

pagni  ;  t.  X,  1877.  (323-325). 

• 

CoRKESPONDANCE.  —  INI.  Catalan  :  Extrait  d'une  Lettre  sur  la  ques- 
tion 1257.  (320). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1233:  «  Propriété  de  l'el- 
lipse. »  (325-328). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1235  :  «  Problème  relatif 
à  l'ellipse.  »  ( 328-33 1). 

Realis  [S.].  —  Solution  de  la  question  1238  :  «  Sur  l'équation  du 
troisième  degré.  »  (33 1 -33 2). 

Morel[A.).  —  Solution  de  la  question  1258  :  «  Propriétés  du 
triangle.»  (332-333). 

Morel  [A.).  —  Solution  de  la  question  1260  :  a  Propriétés  de  la 
circonférence.  »  (333-335). 

Questions  proposées.  —  1275  à  1278.  (335-336). 

Laguerre .  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  ont  tx'ois 
points  doubles  d'inflexion,  et  en  particulier  sur  la  lemniscate.  — 

(337-351). 

Étude  contenant  des  résultats  dignes  d'intérêt.  Voir  du  même  auteur  :  «  Sur  les 
singularités  des  courbes  de  quatrième  classe  »  [^Journal  de  Mathématiques,  3°  série, 
t.  I,  p.  365). 

Kidal  (/^.).  —  Résolution  des  équations  numériques  du  quatrième 
degré.  ^367-370). 

Dostor  (G.).  —  Inscription  dans  le  cercle  des  quatre  polygones  ré- 
guliers de  trente  côtés.  (370-374)- 

J ojui lucres  [E.  de).  —  Détermination  de  certains  cas  généraux  où 
l'éqtiatiou  x^±a=j-  n'admet  pas  de  solutions  en  nombres 
entiers.  (3 74-3 80). 


Realis  [S.).  —  Scolies  pour  un  théorème  de  Fermât.  (38i). 

Le  théorème  en    question  est   celui-ci  :  «  Tout   nombre  entier  est  la  somme  de 
trois  nombres  triangulaires.  » 

Oero/io.  — Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  positifs  du  sys- 
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lènic  des  trois  équations  x  =  u^,  r  -h  i  =  2v^,  20;  +  i  =  3vv^. 
(381-383). 

M.  Gerono  déduit  la  solution  unique,  déjà  donnée  par  M.  Éd.  Lucas,  d'un  théo- 
rème de  M.  de  Jonquièies,  donné  plus  haut  dans  le  même  Recueil,  page  3o8.  {Voir 
ci-dessus  ). 

Questions  proposées.  —  1279  à  1282  (383-384). 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Solution  de  la 
composition  mathématique  pour  l'admission  à  l'Ecole  Poly- 
technique, et  remarques  sur  cette  question.  (4o8-4i3). 

La  question  est  celle-ci  :  «  On  donne  deux  axes  rectangulaires  qui  se  coupent 
en  O,  et  une  droite  N  qui  rencontre  ces  axes  en  «  et  è:  on  demande  le  lieu  du  pôle 
de  N  par  rapport  aux  coniques  qui  coupent  cette  droite  à  angle  droit,  et  dont  les 
axes  sont  dirigés  suivant  On  et  06.»  L'élégance  de  la  solution,  purement  géométrique, 
nous  donne  à  penser  quel'x  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales  »  pourrait  bien 
être  l'un  des  géomètres  actuels  les  plus  connus  et  les  plus  appréciés. 

Gainhej.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  i8y6  :  «  Equation  géné- 
rale de  certaines  surfaces  de  révolution  du  second  ordre.  »  (4^4" 
418). 

Jonquières  [E.  de).  —  Décomposition  du  carré  d'un  nombre  N  et 
de  ce  nombre  lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  forme 
jc-h  tj-.,  t  étant  un  nombre  rationnel  positif  ou  négatif  \  réso- 
lution en  nombres  entiersdu  système  des  équations  indéterminées 

j  =  x^-^t{x-\-  a)^  j^  =  z^+t{z  -+-  {ùf.  (419-424,  433-446)- 

Lucas  [Éd.). —  Sur  l'équation  indéterminée  X^-j- Y^  =  AZ^.  (425- 
426). 

M.  Lucas  démontre  que,  pour  qu'il  y  ait  des  solutions,  entières,  il  faut  et  il  suffit 
que  A  appartienne  àla  forme  xj-(u; -h  j), préalablement  débarrassée  de  ses  facteurs 
cubiques. 

Hilaire.  —  Lettre  sur  le  problème  donné  en  Mathématiques  élé- 
mentaires au  Concours  général  de  1877.  (426-428). 

Publications  récentes.  —  1.  Teoria  générale  dei  logaritmi,  per 
P.  Caminati;  Novara,  1878.  — 2.  Démonstration  de  deux  théo- 
rèmes analogues,  en  Géométrie  de  l'espace,  à  celui  de  Pascal  en 
Géométrie   plane,   par  P.   Sautreaux;    1878.  —  3.    Théorèmes 
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d'Aritliméliquc,  par  Ed.  Lucas  ^  Turin,  1878.  —  4.  Mémoire  sur 
les  lois  de  réciprocité  relatives  aux  résidus  de  puissances,  par  le 
P.  Pépin.  (428). 

Hugo  [L.].  —  Kemarques  sur  les  propriétés  du  nombre  10.  (429)- 
Brocard  (//•)•  —  Solution  de  la  question  140:    «  Projection  co- 
nique de  deux  hyperboles  conjuguées.  »  (42y-43o). 

Delinas  [E.).  —  Solution  de  la  question  1255  :    «   Propriété  du 
triangle.  »  (43o-432). 

Questions  puoposées.  —  1285  à  1287.  (432). 

Lucas   [Ed.).    —   Sur    le    système  des   équations    indéterminées 

^;2_  Aj^  =  /i%  x^  -\-  Aj^  =  u\  (446-453). 

Article  plein  d'intérêt,  qui  s'ajoute  utilement  aux  autres  travaux  du  même  auteur 
sur  l'analyse  indéterminée. 

Realis  [S.].  —  Note  sur  quelques  équations  indéterminées  du  troi- 
sième degré.  (454"4J7)- 

Haillecourt  {^-i.)-  —  Foyers  des  surfaces  du  second  ordre.  (4^7- 
461). 

CoNcouius  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  (1878):  <(  Enoncés 
des  compositions.  (461-462). 

Marchand  [D.).  —  Lettre  sur  une  ([uestion  de  M.  Realis  sur  les 
nombres  carrés  et  triangulaires.  ( 462-464 )• 

iMejl  (^.-/.-/.).— Solution  de  la  question  119i  :  «  "i" -^ ')^i" -^  ■') 
n'est  un  carré  que  si  «  =  i,  2  ou  48.  »  (464-4^7)- 

Realis  [S.].  —  Solution  de  la  question  1251  :   «  Propriété  de  l'ex- 
pression bxj[Za:''  -\~ y'').  »  (4^^8). 

Michel.   —  Solution  de   la  question   12G1   :  «  Enveloppe  d'une 
droite.  »  (469-471)- 

MoreL-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1265  :   ((  Enveloppe  des 
polaires  d'un  point  li\e  par  ra[)[)ort  à  une  circonférence  mobile.  » 

(47»-473). 
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Lacazeltc  (  /.).  —  Solution  de  la  question  1271  :  «  Géométrie  cL; 
la  droite  et  du  plan  :  lieu  géométrique.  »  (473-47^)- 

Faïujiieinhergue  [E-)-  —  Solution  de  la  question  1273  :  «  Dans  un 
triangle,  p  étant  le  demi-périiuètre  et  /'  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
on  a  p-  ^  27/-'.  »  ( 475-476). 

VirieiL  [J.  de).  —  Solution  de  la  question  1274  :  «  Sur  l'équation 
indéterminée  24^'^ -i-  i  =J"-  »  (47<5-477)- 

Genèse  [R.-TF. y  —  Solution  delaquestion  1270  :  «  Propriété  du 
triangle.  »  (477  )• 

Lez  (//.).  — Solution  de  la  question  1276.  (478-479)- 

Questions   proposées.  —  1288  à  1294-. 

Laisant  [^■).  —  Réilexions  sur  la  cinématique  du  plan.  (4^1- 
ao7). 

Application  de  la  méthode  des  éqiiipollences  à  quelques  questions  relatives  à  la 
cinématique  du  plan.  Voici  les  principales  divisions  de  cet  article  :  Préliminaires. 
—  Mouvement  d'un  point;  vitesses.  —  Accélérations.  —  Accélérations  centrales. — 
Autres  propriétés  des  accélérations. —Accélérations  des  divers  ordres.  —  Mouvement 
d'une  figure  dans  un  plan.  —  Problème.  (  T'oir  Bellavitis,  «  Exposition  de  la  mé- 
thode des  équipollences  »;  traduction  française). 

Lucas  (Éd.).  —  Sur  l'analyse  indéterminée  du  troisième  degré  et 
sur  la  question  802.  (;)07-5i4)- 

Les  considérations  très-intéressantes  que  produit  M.  Lucas  sur  les  équations  indé- 
terminées du  troisième  degré  le  conduisent  à  la  solution  de  la  question  802,  posée 
depuis  bien  des  années  par  M.  Sylvester,  et  que  personne  n'avait  encore  abordée. 

Jo7i(/uières  (E.  de).  —  Au  sujet  du  cas  d'impossibilité  d'une  solu- 
tion en  nombres  entiers  de  l'équation  x^:±ia:=j^.  (i)i4-5i5). 

CoiiiiESPOWDAKCE.  —  M.  Laudri  :  «  Coordonnées  trilinéaires.  »  — 
M.  Goldenberg  :  «  Sur  la  question  1255.  »  —  Anonyme  :  «Solu- 
tion d'un  problème  de  Mathématiques  élémentaires  du  Concours 
d'agrégation  de  1871  »  [uoir  même  Recueil,  p.  3i6).  — M.  Ca- 
talan :  «  Conique  de  neuf"  points  5  propriété  du  nombre  10.  »  — 
M.  Lacazette  :  «  Sur  la  question  1276.  »  (Siô-Sip). 

Publications  récentes.  —  1.  Ricerclie   siille   equa/ioni  algebrico- 
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difTerenziali,  di  F.  Casorati  ;  Milano,  1878.  —  ''2.  Vorlcsungcn 
ûber  lineare  Dilïercntial-Glcicliungcn,  von  S.  Spilzor -,  Wien, 
1878.  —  3.  American  Journal  of  Malliematics  pure  and  applied, 
b}^  J.-J.  Sylvester  ;  Baltimore,  1878,  n"  3.  —  4.  Klémcnts  de 
Géométrie,  par  F.  J.  C;  "d"  édition,  1878.  (oig-oao). 

Gerono.  —  Note  sur  la  résolution   en   nombres  entiers  et  positifs 
du  système   des   deux    équations    indéterminées   a:  =  4j^-|-i, 

x'  =  ^^^-(c4-I}^  (521-523). 

Terrier  [P-).  —  Solution  de  la  question   1286  :  «  Lieu  géomé- 
trique. »  (5  23). 

FirieiL  [J.  de).  —  Solution  de  la  question  1290  :  «  Formule  rela- 
tive aux  rayons  des  cercles  incrits  et  exinscrits.  »  (524). 

C.  H.,  abonné.  —  Solution  de  la  question  1292  :  «  Impossibilité  de 
certaines  équations  indéterminées.  »  (524-525). 

Questions  proposées  :  129o  à  1306.  (526-528). 

Maiinheini  (^/.). —  Construire  les  axes  d'une  ellipse, étant  donnés 
deux  diamètres  conjugués.  (529-535). 

Cette  Note,  fort  intéressante,  a  pour  point  de  départ  la  génération  d'une  ellipse 
par  le  roulement  d'une  circonférence  à  l'intérieur  d'une  autre  circonférence  de 
rayon  double.  M.  Mannheim  annonce,  à  cette  occasion,  qu'il  se  propose  de  publier 
un  Ouvrage  sous  le  titrede  Géométrie  cinématique.  \o\\di  une  promesse  dont  le  lecteur 
ne  manquera  pas  de  prendre  acte. 

Lucas  [Éd.).  —   Sur  un  théorème  de  ]M.  Liouville  concernant  la 
décomposition  des  nombres  en  bicarrés.  (536-537). 

Morel-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1262  :  «  Hyperbole  satis- 
faisant à  certaines  conditions.  »  (557-560). 

Faïuiucniher^ue  [E.).  —  Solution  de  la  question  1269  :   «  Lieu 
géométrique.  »  (56o-562). 

Qi  ESTIONS  pnoposÉEs  :  1307etl308.  (563).  A.  L, 
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NOUVELLE  CORRESPONDANCE  JNLVTIIÉ.MATIQUE,  rédigée  par  E.  Catalan. 
avec  la  collaboralion  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Éd. 
Lucas  ('). 

Tome  IV;  1878. 

Lucas  [Ed.). —  Sur  la  théorie  des  fonctions  numériques  simplement 
périodiques  (suite 5  voir  X,.  III,  p.  369,  \oi)-  (1-8,  33-4o,  65-yi, 

97-103,    129-134,   225-228). 

Suite  de  l'important  Mémoire  analysé  partiellement  dans  le  Tome  précédent  du 
Bulletin.  —  VII.  Relations  des  fonctions  U,,  V^avec  la  théorie  de  la  divisibilité,  impo- 
sons a  =  a'",  /3  =  b'' ',  divisons  a"  —  /3"  par  a  —  /3,  que  «  soit  pair  ou  impair;  a"  —  /3" 
par  V.  -4-  /3  si  n  est  pair,  «"-t-  /3"  par  a  -f-  /3  si  «  est  impair.  Nous  trouverons  des  for- 
mules remarquables  pour  les  quotients  U,,^  :  U^,  U,,^:  V^,  V„^  :  V^.  On  en  déduit  que 
U„j  est  divisible  par  U„  si  m  est  divisible  par  n,  etc.,  puisque  U,„  ou  V„,  ne  peuvent 

être  premiers  que  si  m  est  premier.  2°  De  V„^  I  ■  )    -f-  ( )     on  déduit 

V„  =  P"-(-  multiple  de  Q.  Ensuite  V« — J"U  =  4Q"-  ^^  ^^^  deux  relations  on  peut 
conclure  que  U„,  V„  sont  premiers  entre  eux.  —  VIIL  Formules  concernant  l'addition 
des  fonctions  U^,  V^.  Ces  formules  correspondent  à  celles  de  la  théorie  des  lignes 
trigonométriques.  La  plus  simple,  écrite  sous  la  forme 

,u^^u.v„+v„„ 

multipliée  par  le  rapport  (U„,+„_,,  U,„_^„_,,  ...,  U,„^,)  :(U„_„  U„_j,  ...,  U,),  donne 
cette  proposition  :  «  Le  produit  de  «  termes  consécutifs  de  la  série  U„  est  divisible 
par  le  produit  des  n  premiers  termes  ».  Ce  paragraphe  se  termine  par  quelques 
formules  importantes,  faciles  à  établir,  qui  sont  la  base  de  la  théorie  des  fonctions 
numériques  doublement  périodiques.  —  IX.  De  la  somme  des  carrés  des  fonctions  V^i-, 
V„.  L'auteur  trouve,  comme  cas  particulier  de  formules  très-générales,  la  valeur  de 
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et  des  sommes  analogues  pour  les  V^,.  —  X.  Digression  sur  la  théorie  des  formes. 
Notions  historiques.  Démonstration  du  théorème  d'Euler  :  un  nombre  prrmier  ne 
peut  se  mettre  que  d'une  seule  manière  sous  la  forme  x'-i-Aj-,  k  étant  un  nombre 
positif  donné.  —  XI.  Des  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U„  et  de 
V„.  (a)  Tables  des  formes  linéaires  4  A  -i-r  des  diviseurs  impairs  de  x-zh  A/',  pour 


(')  Voir  Bulletin,  r°  série,  t.  VllI,  p.  217,  t.  X,  p.  i46;  2"  série,  t.  I,  p.  269,  t.  II, 
p.  III.  La  Nouvelle  Correspondance  mathématique  paraît  mensuellement  par  livrai- 
son de  deux  feuilles.  Prix  d'abonnement  pour  la  Belgique,  10  francs  par  an;  pour 
l'Union  postale,  12  francs. 

liull.  des  Sciences  math.  2*^  Série,  t.  III.  (Mars  1879.)  R.5 
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A  non  miiltiplo  d'un  carré.  (/')  Théorèmes.  Si  n  est  impair,  L„  est  diviseur  de  la 
forme  quadratique  x'  —  Qr';  si  n  est  pair,  V„  est  diviseur  de  la  forme  quadratique 
x'-k-  A>°;  si  n  est  impair,  V„  est  diviseur  de  la  forme  quadratique  j:--t-QAr'.  Ap- 
plication aux  séries  de  Fibonacci,  de  Fermât  et  de  Pell.  —  XII.  De$  relations  entre 
les  fonctions  U„,  V„  et  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  De  la  formule 
2U„,^„=  U„V„-(-  U„V^  on  déduit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  U„  et  U^ 
est,  à  des  facteurs  2  près.  Un,  si  D  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  w.  — 
XIII.  De  la  multiplication  des  fonctions  numériques.  On  trouve  de  proche  en  proche, 
U„,  U,  étant  deux  fonctions  U  consécutives,  V,,  V,  deux  fonctions  V  consécutives, 

r      =r*  r  — O*      U       V      =  *  V  O*      V 


Sil,',=::i,  r„  =  o,  I",^^,^<I>„,  ....  On  généralise  ces  résultats  en  changeant  P 
en  V^,  Q  en  Q',  comme  plus  haut.  — XIV.  Autres  formules  de  multiplication  des 
fonctions  numériques.  Expressions  de  U  ,  V^  en  fonction  entière  de  U„,  V„,  ana- 
logues aux  foi'mules  de  IVloivre  donnant  cosA-c  en  fonction  de  cosx,  etc.  — 
XV.  Formules  de  duplication.  Les  formules 

V,„  =  XV h  -H  2  Q",     v.,„  =  v;,  —  2  Q", 

conduisent  au  théorème  :  «  Les  diviseurs  de  ^  ,;„  sont  des  diviseurs  des  formes  quadra- 
tiques AX'-H2Q"Y,  X' — 2Q"Y'  ».La  seconde,  pour  Q=  2^',  «  =  2/^-1- 1,  conduit 
au  théorème  :  «  Lorsque  le  produit  Q  =  aè  est  le  double  d'un  carré,  V,,j^^j  est  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers.  »  Ainsi,  pour  Q  =  2,  il  vient 
2"-t- 1  ^=  5  X  107367629  X  536903681.  On  tire  des  théorèmes  semblables  de  la  pre- 
mière formule.  —  XVI.  Sur  les  formules  de  décomposition  des  fonctions  U„  et  V„. 
Généralisation  du  théorème  précédent.  —  XVII.  Formules  de  triplication.  —  XVIII. 
Des  relations  des  fonctions  U„,  V^  avec  les  radicaux  continus.  En  supposant  P  po- 


sitif et  Q  négatif,  on  trouve  a  =  lim  V  —  Q -t-  P  V  —  Q-t-  P  V' — Q  ~t"  •  •  ••  Les  formules 
de  duplication  et  de  triplication  donnent  des  résultats  semblables. —  "S-W.  Dévelop- 
pements de  U'^,  vf,,  en  fonction  linéaire  des  termes  dont  les  arguments  sont  des  mul- 
tiples de  n.  Formules  semblables  à  celles  qui  donnent  cos''z,  sin''z  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  z.  —  XX.  Autres  formules  de  développement  pour 
L«r>   ^iir-  Soient 

Les  quantités»,  /3,  a-^-jî,  a  — /3  vérifient  l'équation  '| /;  D{^"*"'=  (/>'—«')  DJ',  où  D„ 
indique  une  dérivée  par  rapport  à  z,  dans  laquelle  on  a  fait  z  =  o.  Posant  z=  V,., 
h  =r  Q'',  on  trouve  le  développement  de  V,,,.,  l,,^  suivant  les  puissances  de  V^,  l ,.,  par 
la  formule  de  Maclaurin. 

Catalan  [E.).  —  Sur  le  problème  des*parlis.  (8-1 1  ). 

Si  les  probabilités  des  joueurs  A  et  \\  pour  faire  un  point  sont  a  et  ;?  ;  s'il 
manque    d'ailleurs,    n\\    jduciir  A,   a  joints   pour  gagnrr  la  p.-irtic.    /'    an   jonom-    M. 
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U  —  I 

S/>  —  1-1-7?! 
-7 j — j--  On    aura, 


par  suite,  si  /j  =  y  —  i ,  /;  =  ;j*  (  1  —  «  )-*  —  y  =  ^3*  V  - 


/,_i-^„! 


b-  lin'. 


On  déduit  de  là  le 


théorème  suivant  :  «  La  probabilité  que  A  gagnera  en  a-h  b  —  i  coups  est  égale  à  la 
probabilité  que  B  fera  b  points  en  un  nombre  de  coups  égal  ou  supérieur  a  a -+■  h. 

Van  Aahel  [H.].  —  Note  concernant  les  centres  des  carrés  con- 
struits sur  les  côtés  d'un  polygone  quelconque.  (4o-44)- 

Brocard  (//•)•  —  Notes  sur  divers  articles  de  la  Nouvelle  Cor- 
respondance. (45-ao,  i35-i42). 

Mansion  [P)-  —  Extraits  analytiques.  (Si-S^). 

Notice,  d'après  M.  Siacci,  sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe. 

Catalan  (^E.).  — Quelques  quadrateurs.  (53-58). 

Renseignements  curieux  sur  quelques  quadratures  du  cercle,  la  plupart  assez  ré- 
centes. Voici  deux  des  valeurs  de  tt  trouvées  par  les  auteurs  de  ces  quadratures. 
i''7r  =  3,i5;  2°7r  =  2(i  -t- ces  54°)=  3,17557. .  . . 

Mansion  (-P-).  —  Sur  le  théorème  de  Fermât.  (72-78). 

Exposé  de  la  deuxième  démonstration  du  théorème  de  Fermât,  due  à  Euler.  eu 
regardant  cette  proposition  comme  identique  au  principe  fondamental  de  la  théorie 
des  fractions  périodiques.  Notice  sur  le  théorème  :  la  démonstration  que  Poinsot 
s'est  attribuée  appartient  en  réalité  à  M.  Catalan. 

Le  Paige  i^C).  —  Sur  une  transformation  de  déterminants   (79- 
82). 

De  LongcJianips  (  G-  ).  —  Sur  les  fonctions  U„,  V„  de  jM.  E.  Lucas. 

(83-84). 

Calalan  [E.).  —  ïliéorèmes  de  INIM.   Smith  et  Mansion.  (io3- 

112). 

Démonstration  simplifiée  du  théorème  de  M.  Smitli,  publié  par  ce  savant  dans 
les  Proceedings  de  la  Société  Mathématique  de  Londres,  en  1876  (t.  VII,  p.  loS- 
112),  et  d'un  théorème  que  M.  Mansion  en  a  déduit. 

DewLilf  [Ed.).  —  Note  sur  la  question  173.  (ii'i-ii4)- 
Neiiberg  (  J.  ).  —  Ouel(|ues  propriétés  du  triangle.  (  i42-i45). 


(k)  SECONDE   PARTIE. 

(j/ie  (/ueslio/i  a/ii^ldisc.  —  (  i45-i46). 

Catalan  {I^-)-  —  Sur  la  méthode  des  isopériniètres.  (147-148). 

Soient 


ou  aura 


R,,  =-_  /k,, ^ ,  /■„,      ■?.  r„  =  /-„_,  -H  R„_, ,     2  r„  =  1 ,     2  R„  =  y^  ; 


4=7r[R„-t-r„-t-(R,-r,)  +  (R,-r,)+...]. 


Mennessoji  {P-).  —  Sur  le  théorème  de  Sturm.  (i52-i53,  212), 

Soient  X^o  une  équation  n'ayant  que  des  racines  simples,  X,,  X,.  . . .,  X„  les 
fonctions  de  Sturm.  On  trouve  *,^|Xp-H-Xp^^^,  =  F^Xp,.,,  *,_,,  F^  étant  des  fonc- 
tions de  degré  y — i,  y.  11  résulte  de  là,  en  général,  que  X  ,  X  ,  ne  peuvent 
avoir  plus  de  y  racines  communes. 

Mansion  {P-).  —  Propriété  fondamentale  des  équations  linéaires 
dillérenti elles.  (i54-ij5). 

Une  équation  linéaire  d'ordre  «  en  j-,  x  se  ramène  à  une  autre  équation  linéaire 
d'ordre  n  —  i,  en  i>osa.ntj^  =  zftdx,  s  étant  une  solution  particulière.  L'équation 
en  f  se  transforme  on  une  autre  équation  en  n,  linéaire  et  d'ordre  n  —  i ,  en  posant 

ii^zzt  —  r'  —  -  y. 


Brocard  {-H.).  —  Notes  élémentaires  sur  le  problème  de  Pell. 
(161-169,  ig3-2oo,  228-232). 

Exposé  de  la  solution  de  Lajjraiifje;  appliralion  de  sa  méthode  à  la  résolution 
algébrique  des  équations  indéterminées  j--t->^=^  i,  x^ — T°  =;  —  1.  Notes  bibliogra- 
phiques. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  principe  fondamental  de  Géométrie  et  de 
Trigonométrie.  (8j-86,  169-176,  200-204). 

1.  Lemme. —  Los  puissances  d'un  jioint  par  rapport  à  cinq  cercles  d'un  plan,  ou 
par  rapport  à  six  sphères  de  l'espace,  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire 
homogène,  dans  laquelle  la  somme  des  coefficients  est  nulle.  2.  Tltéoreme  fonda- 
mental.  —  Appelons  puissance  mutuelle  de  deux  cercles  ou  de  deux  sphères  dont 
les  rayons  sont  7„,,  /„  et  la  distance  des  centres  r/„„,  rcxpression  n„,„  telle  que 
dmn  =  '//;  -H  '"  —  2  <"'„„,  '",„'■„•  Cela  posé,  le  déterminant  2  ±  <7, ,  a^,a^^a^^a^^  de  cinq 
cercles  dans  un  plan,  ou  le  détorniinant  2  :t  «,,...  «j,  de  six  sphères  dans 
l'espace  est  identiquement  nul.  W.  Cette  relation  reste  vraie  si  les  cercles  ou  les 
sidières  so  réduisent  à  des  points,  des  droites  ou  dos  i)lans,  moyennant  diverses 
conventions  très-naturelles.  4.  A])plications  innombrables  :  en  général,  toute  pro- 
priété exprimant  une  rclatit)n  outre  dos  points,  dos  droites  et  dos  plans  s'étend 
au  système  obtenu  en  roni|ilaçant  ces  points,  ces  droites  «•!  ces  plans  par  dos  cordes 
ol  des  sphères  (  l'i/iir/pf  </<•  iniitunlilr). 
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Le  Pai^e  {€.).  — Sur  un  théorème  de  M.  Manslon.  (i 76-1 78). 

Proth  (F.).  —  Propriété  des  nombres  de  la  forme  Z>xH-  i.  (179- 
181). 

De  Polignac  (C).  —  Théorème  d'Arithmétique.  (i8i-i83). 

Postula  (  //.  )  et  Catalan  {K.).  —  Sur  un  problème  d'Arithmétique. 

(204-209). 

Le  double  de  la  somme  des  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  u  est  égal  à 
nf{n),  comme  on  le  voit,  en  remarquant,  avec  M.  Catalan,  que  ces  nombres  peuvent 
être  associés,  deux  à  deux,  de  manière  à  avoir  une  somme  égale  à  n. 

Réalis  [S.).  —  Note  sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (209-210). 

Tout  nombre  est  la  somme  de  quarante-sept  nombres  bicarrés,  dont  six  au  moins 
sont  égaux. 

Le  Paige  {€.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Catalan.  (232-236). 
Proth  [F.].  —  Sur  la  série  des  nombres  premiers.  (23G-240). 

Soient  écrites  la  série  naturelle  des  nombres  premiers,  puis  leurs  différences 
premières  prises  positivement;  puis  les  différences  de  celles-ci,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment.  Le  tableau  triangulaire  des  différences  jouit  de  propriétés  curieuses: 
la  première  colonne  oblique,  par  exemple,  est  10  10  10  indéfiniment. 

3Iennesson  {P.).  —  Sur  le  eer«de  des  neuf  points.  (241-242). 

Brocard  [H.  ),  Catalan  [E.]^  Maiision  [P.).  —  Sur  une  prétendue 
•    incorrection  de  langage.  (242-247,360-362). 

M.  Catalan  trouve  l'expression  «  la  parabole  ■)"=  2^. r  »  incorrecte  et  est  d'avis 
qu'on  ne  doit  pas  l'employer;  M.  Brocard,  qu'on  peut  l'employer,  à  cause  de  sa 
brièveté,  quoiqu'elle  soit  incorrecte;  M.  Mansion,  qu'elle  est  seule  correcte  et  doit 
être  employée,  parce  que,  en  Géométrie  analytique,  on  considère  aussi  bien  les 
points  imaginaires  que  les  points  réels. 

Mansion  [P.).   —  Sur  la    transformation    harmonique;  linéaire. 
(  257-261,  3i3-3i8). 

La  transformation  harmonique  linéaire,  définie  par  les  relations 

(  s -t- «)(:;' -f- «)  =  sz',     xj'=zx'r, 

est  la  seule  transformation  linéaire  réversible.  (Ce  théorème  se  trouve  déjà,  croyons- 
nous,  dans  VON  Stavdt,  Géométrie  der  Lage.)  [P.  M.] 
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V an  Auhel  (//.).  —  Sur  un  lieu  géométrique.  (261-2^2). 

De  Tillj  [J.-3I.).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  qui  exigent 
des  constructions  dans  l'espace,  avec  la  règle  et  le  compas.  (272- 
278). 

Principes  —  1.  Étant  donnée  une  figure  à  trois  dimensions,  on  peut  trouver  sur 
cette  figure  autant  de  points  que  l'on  veut,  appartenant  à  un  même  plan,  en  dé- 
crivant, de  deux  points  quelconques  comme  centres,  deux  courbes  sphériques  de 
même  rayon,  se  coupant  sur  la  figure  donnée,  puis  répétant  la  même  construction 
autant  de  fois  qu'on  voudra.  Tous  les  points  d'intersection  obtenus  appartiendront 
il  un  même  plan.  Il  suffira  d'en  construire  trois  pour  déterminer  le  plan,  cinq  pour 
déterminer  une  conique  dans  ce  plan.  2.  Pour  projeter  un  point  O  quelconque  de 
la  ligure  sur  un  plan  déterminé  par  trois  points  D,  E,  F,  on  décrira  dans  le  plan  DEF, 
ou  dans  un  plan  où  le  triangle  DEF  a  été  reporté,  trois  circonférences  ayant  respec- 
tivement pour  centre  ces  trois  points  et  pour  rayons  les  distances  DO,  EO,  FO.  Le 
point  unique  (centre  radical),  intersection  des  trois  cordes  communes,  est  la  pro- 
jection de  O  sur  DEF.  3.  On  peut  reporter  par  autant  de  points  qu'on  voudra  sur 
la  figure  dans  l'iispace  un  plan  P  représenté  dans  l'épure,  pourvu  que  les  intersec- 
tions de  la  figure  par  trois  plans  quelconques  soient  des  lignes  /,  m,  n  dont  on  peut 
trouver  les  points  de  rencontre  avec  une  droite.  Pour  cela,  on  construira  sur  la  figure 
dans  l'espace  trois  plans  auxiliaires  (principe  1);  on  reportera  ces  trois  plans  sur 
deux  plans  de  projection  d'une  épure  (principe  2);  on  cherchera  les  droites  d'inter- 
section du  plan  P,  avec  ces  trois  plans  auxiliaires,  sur  l'épure;  puis  les  points  de 
rencontre  de  ces  droites  avec  les  ligues  l,in,  n.  On  reportera  les  points  de  rencontre 
sur  la  figure,  ^ipplications  :  Mener  une  génératrice  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  du 
deuxième  degré,  dont  une  portion  quelconque  est  donnée.  Trouver  les  sommets 
et  les  axes  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  de  révolution. 

De  Longcluuiips  [G.).  —  Théorèmes  sur  les  normales  aux  co- 
niques à  centre.  (279-281). 

Lucas  [Ed.).  —  Remarques  sur  la  question  280.  (  282-283). 

Cesaro  (K-)-  —  Quelques  propriétés  de  la  courbe  représentée  par 

u  =  R'-^.  (283-284). 
w 

Bouiliahovsky  (/^.  )■  —  Nouveau  cas  de  divisibilité  des  nombres 
de  la  forme  ■>.-'"-{-  i.  (284-283). 

TchcbyclieJ .  —  Sur  une  translormation  de  séries  numériques. 
(3o5-3o8).  Notes  du  rédacteur.  (3o8-3i3). 

On  a 

(T)  ^/..•./x^gV.-.l'.,,     F^-    S        ^    J\»x"% 
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X,  dans  la  somme  S',  étant  fait  égal  successivement  à  tous  les  nombres  pre- 
miers. Cette  formule  comprend  comme  cas  particuliers  celles  qui  ont  été  données 
par  A.  de  Polignac  et  Tcliebychef  lui-même,  relativement  à  la  répartition  des 
nombres  premiers.  M.  Catalan  établit,  d'une  manière  simple,  aussi  bien  ces  for- 
mules particulières  que  la  formule  générale  (T  ). 

Qeiiocchi.  —  Sur  une  formule  de  Libri.  (Sip-SaS). 

Exposition  simplifiée  d'une  méthode  de  résolution  de  l'équation    indéterminée 
by  —  a  X  =.  c. 

Lucas   [Ed.).  —  Sur  la  décomposition  des  nombres  en  bicarrés. 
(323-325). 

Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quarante-cinq  bicarrés. 

Realis  [S.).  —  Note  sur  quelques  équations  indéterminées.  (SaS- 
328,  346-352,  369-371). 

Neuberg  [J  ■)■ — Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques.  (343-346). 


Soit  Av  =  \/i  —  P  sin'v.  Posons  — r^  =  Aa,  -7-  = —  AS,  on  trouve 
'       "  '  dt  dt  ^ 

/d-K_^d'-i3\/d^_^diS\_cos(K^J)   fda_d£\ 
\'dF~  ^  )  '  [de  '~7h  )~  sm{xzpfî}  \dc  '^  de  J' 

dont  l'intégrale  est  A«  =n  A/2  =  C  sinf  k  if: /3).  Si  M,(:r,,  r, ),  M,(jr„,^„)  sont  deux 
points  d'une  ellipse  a-j--i-  b^jc-  =  a^b-,  telle  que  /5-'a-  =  a^ —  b'',  posons  j:,  =  a,  cosa, 
y,=:b^s\nK,  x^^  acos^,  y\-=  b  cosji.  La  relation  A«  —  A/3^Csin(a  —  JS)  de- 
viendra   ■  =  const..  M,  H,,  M, H,  étant  les  hauteurs  du  triangle  OM, M.. 

M,  H,        M,  H,  .11'..  u  I     . 

L'équation ^  =  0  a  pour  intégrale  Ak-I- A/3  =  C  sin(«  —  /3),  qui  conduit 

A  oc  A;3 

de  même  à 1 :=  const.  On  déduit  de  là  ce  beau  théoi'ème  :  «  Déterminons 

M,  H,       IVLH5 

sur  une  ellipse  une  suite  de  points  M,,  Mj,^!^,  ...,  tels  que,  dans  les  triangles  OM,  IVI5, 
OMoM,,  ...,  les  inverses  des  hauteurs  partant  des  points  M  aient  une  somme  con- 
stante. Si  le  point  M„  coïncide  avec  M,,  le  polygone  MjM,  ...M„  se  ferme  quel  que 
soit  le  point  M,  de  l'ellipse.  » 

Catalan  [E.].  —  Décomposition  d'un  cube  en  quatre  cubes.  (352- 
354,  371-373). 

Van  A  ah  el  [H.].  —   Deux  propriétés  générales  des  courbes  du 
troisième  degré.  (355-356). 

Falk  [M.  ).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  nuls.  (373-376). 

Démonstration  rigoureuse  du  tliéorèmo:  «Pour  qu'un  déterminant  soit  nul,  il  faut 
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et  il  siil'fit  fjuo  l'on  puisse  le  motlro  soxis  une  l'orme  telle,   que  les  élenicnls  d'iiiu> 
ligne  ou  d'une  colonne  soient  tous  nuls.   » 

Proth  {.F.)'  —  Sur  quelques  identités.  (377-378). 

Neuberg  (</•)•  —  Sur  une  transformation  des  ligures.  (379-382). 

Dostor  (G.).  —  Sur  les  sommes  des  puissances/^  des  n  premiers 
nombres  entiers.  (382-383). 

Bibliographie. —  (16-24,  ii5-ii7,  38(3-39o). 

Correspondajice.  —  (24-27,  58,  85-86,  1 18-120,  i5i-i55,  210- 
2i3,  286-292,  829-330,  357-359,  390-397). 

Solutions  des  questions  proposées.  —  (27-31,  59-63,  87-95,  120- 
124,  i55-i57,  185-190,  2i3-222,  1^-j-i^^^  293-3oo,  33o-333, 
362-365,  397-401). 

Questions  proposées.  —  (32,  63-64,  93-96,  1 25-128,  i58-i6o, 
190-192,  222-224,  254-256,  3oo-3o4,  333-336,  366-368,  401- 

402). 

Extraits  analytiques.  —  (5i-52,  148-1 5i,  184-1 85,  383-386). 

Rectifications  et  errata.  —  (64.  96,  128,  224,  256,  3o4,  33(), 
402).  P.  M. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
Tome  LXXXVIII;  1879,  1"  trimestre. 

N°  1  i  6  janyier. 

Sire  [G.).  —  Sur  le  parallélisme  des  axes  de  rotation.  (23). 

Oppolzer  (  Tli.  von).  —  Sur  l'existence  de  la  planète  inlra-mercu- 
rielle  indiquée  par  Le  \  errier.  (26). 

rianiniarion{C.).  —  Nébuleuses  doubles  en  mouvement.  (27). 
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rs"  2-,    13  janvier. 

Vdlavceau  (-Î.)- — Sur  l'établissement  des  arches  de  pont  réali- 
sant le  maximum  de  stabilité.  (45). 

Caillelet.  — Recherclies  sur  la  compressibilité  des  gaz.  (6i). 

Baillaiid  [B.).  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites  à 
l'Observatoire  de  Toulouse  en  1877  et  1878,  avecle  graiid  téles- 
cope Foucault.  (77). 

Thollon  (^.).  —  Nouveau  prisme  composé  pour  speclroscope  à 
vision  directe,  de  très-grand  pouvoir  dispersif.  (80). 

Laurent  [L.  ).  —  Sur  le  spectroscope  de  M.  Thollon.  (83). 

Renou  [E.].  —  Sur  la  détermination  des  variations  de  niveau  d'une 
surface  liquide.  (84). 


N°  3^  20  janvier. 

Tisserand  [F.).  — Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (97). 

Dans  ce  cas,  ainsi  que  Le  Verrier  l'a  montré,  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  peut  être  pénible,  mais  reste  possible.  M.  Tisserand  donne  la  forme 
générale  du  développement,  qui  peut  être  très-utile  pour  certaines  petites  planètes; 
pour  y  parvenir,  il  met  à  profit  une  partie  des  résultats  obtenus  par  Jacobi  dans 
son  Mémoire  intitulé  De  evohitione  expressionis  2(/-i- 2 /' cosp -h /"  cosfi')~" 
{^Journal  de  Crelle,  t.  15). 

Becquerel  [H.).  —  Sur  les  propriétés  magnétiques  temporaires 
développées  par  influence  dans  divers  échantillons  de  nickel  et 
de  cobalt,  comparées  à  celles  du  fer.  (i  1 1). 

Laguerre.  —  Sur  les  équations  dilïérentielles  linéaires  du  troisième 
ordre,  (i  i6). 

Si  dans  une  telle  équation  on  change  d'abord  la  variable  indépendante  x  en  fai- 
sant x-=f[z),  puis  l'inconnue  j-  en  faisant^- :=  V(z)  ?/,  on  obtient  une  équation 
de  même  forme  en   z,  u.  M.  Laguerre  détermine  des  invariants  des  coeflicients  de 
l'équation  primitive,  se  reproduisant  après  les  transformations  indiquées,  à  un  fac- 
DnU.  des  Sciences  math.,  i^  Série,  t.  III.  (Mai  1871).)  R  .6 
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leur  près,  qui  ne  dépand  quo  des  formules  mêmes  de  ces  transformations,  et  utilise 
ses  résultats  j)our  montrer  comment,  au  moyen  de  simples  quadratures,  toute  c(| na- 
tion linéaire  du  troisième  ordre  peut  être  ramenée  à  la  forme 

d^ii         „,    ,  fJii       r -, 

Cvos  {C).  — Sur  la  classification  des  couleurs  et  sur  les  moyens 
de  reproduire  les  apparences  colorées  au  moyen  de  trois  clichés 
photographiques  spéciaux.  (119). 

Hugues.  — Recherches  sur  les  effets  d'induction  à  travers  les  cir- 
cuits téléphoniques  au  moyen  du  microphone  et  du  téléphone. 

(122). 

Héraud  [^•)- — Nouvel    élément  voltaïquc  à  courant  constant. 

(124). 

N'^  4;  27  janvier. 

Tisserand  {F.).  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  oîi,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (iSj). 

Saint- Prenant  [de).  —  Sur  une  formule  donnant  approximative- 
ment le  moment  de  torsion.  (142). 

Lockyev.  —  Kecherclies  sur  les  rapports  de  l'analyse  spectrale 
avec  le  spectre  du  Soleil.  (i48). 

Cruls.  —  Sur  les  diamètres  du  Soleil  et  de  Mercure  déduits  du  pas- 
sage du  ()  mai  1878.  (162). 

Bjcrhues.  —  Hydro-électricité  et  hydromagnétisme;  résultats  ana- 
lytiques. (i65). 

Picard  [F..].  — Sur  un  développement  en  série.  (167). 

Si  dans  le  système 

les  courbes  obtenues  en  faisant  varier  0  sont  fermées,  si  les  courbes  A  =  consl.. 

O=:const.  sont  orthogonales,  si  enfiu  le  rapport  y"  :Vy  <^sl  simplement  une  fonction 

de>l,F(;,  ),  toute  fonclion  c^{z)  de  la  variable  imafjinaire  z,  uniforme  et  continue 
dnris  l'inlcrviilli"  eonipris  entre  le.  i\t'u\  ronilics  coi-respondantes  aux  valeurs  A,  et  ^ ., 
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du  paramiHre   X,  sera  développablc  en  une   série  procédant  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  négatives  de 


R(A)(cosO  • 


f'  vo.-n. 

iainO),     où     R(;.)  =  e'^  '■.  , 


en    supposant  que  la  fonction  R(y)   varie   toujours   dans  le  même  sens    quand    >. 
varie  de  >.,  à  ).^. 

Thollon.  —  Déplacement  de  raies  spectrales  dû  an  mouvement  de 
rotation  du  Soleil.  (169). 

Violle  [J.  ).  —  Sur  la  radiation  du  platine  incandescent.  (171)- 

Croohes  (  TP^.).  — Sur  l'illumination  des  lignes  de  pression  molé- 
culaire, et  sur  la  trajectoire  des  molécules.  (174)' 

Du  Moncel  i^Th.). — Observations  relatives  à  la  Communication 
précédente  (i7t)). 

Meaux  (//.  de^.  —  Sur  les  pliénoinènes  éleetrodynamiques,  et  en 
particulier  sur  l'induction.  (177). 

Gower.  —  Sur  un  nouveau  téléphone  Bell,  parlant  à  haute 
voix.  (179)- 

jN°  5  5  3  février. 

Tisserand  [F.  ).  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturLa- 
trice  dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (201). 

Suite  et  fin  de  l'importante  Communication  du  3o  janvier. 

La  Gouvncrie  [de).  —  Sur  l'invention  des  diverses  dispositions  de 
l'hélioniètre.  (aiS). 

Laguerre.  —  Sur  quelques  invariants  des  équations  dilîérentielles 
linéaires.  (224)- 

Analogies  entre  ces  invariants  et  les  covariants    de  la  forme  algébrique  corres- 
pondante. 

Fourel  [G-]-  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  qui  se  déplace  et  se 
déforme  en  restant  homothétique  à  lui-même.  (227). 

^ndré  {D.).  —    Intégration,   sous    forme   linie,  de  trois    espèces 

R.6. 
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<réc]ualioiis  difrércntiellcs  linéaires  à  coefllcieiils  quelconques. 

(.3o). 

Les  équations  tiaitées  par  M.  D.  André  appartiennent  à  la  classe  des  équations 
relatives  à  la  Ibiiction  Y  et  à  la  variable  .r,  telles  qu'en  les  differentiant  assez  de 
fois,  puis  faisant  x  =  o  dans  le  résultat,  on  arrive  à  une  équation  de  cette  forme 

A„F  (//)Y';"-+-A,F(«-i)Y|,''-" -+-... 4- A^F("-A)Y("-*'=o, 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  entier  déterminé,  dans 
laquelle  les  Y  représentent  pour  a- =  o  les  dérivées  de  la  fonction  Y,  où  F(«)  est 
une  fonction  quelconque  de  «,  et  où  les  coefficients  A,  ainsi  que  l'entier  /i,  sont  in- 
dépendants de  Ti. 

Malarce  {de).  —  Extension  du  système  métrique  des  poids  et 
mesures;  développement  de  systèmes  monétaires  conformes  ou 
concordants  dans  les  divers  Etats  du  monde  civilisé.  (233). 

Ogier.  —  Liquéfaction  de  l'hydrogène  silicié.  (236). 

N«  6;  10  février. 

Farhas  [F.).  —  INote  sur  la  détermination  des  racines  imaginaires 
des  équations  algébriques.  (2^3). 

Combesciire  [E.].  —  Remarques  sur  les  équations  diiîérentielles 
du  troisième  ordre.  (275). 

Une  telle  équation,  au  moyen  d'une  solution  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  et  de  deux  quadratures,  peut  être  ramenée  à  la  forme 
binôme. 

Boussinesq .  —  Sur  une  manière  simple  de  présenter  la  tliéorie  du 
potentiel  et  sur  la  dillérentiation  des  intégrales  dans  les  cas  où 
la  fonction  sous  le  signe  J'  devient  infinie,  [l'j'j). 

BjerTxiws. —  Ilydro-électricité  et  liydromagnétisme;  résultats  expé- 
rimentaux. ('a8o). 

Croohcs  [T'F.].  —  De  la  lumière  verte  vX  pliosphorcscente  du  choc 
moléculaire.  (283). 

N°  7:,  17  février. 

Mouchez.  — Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
A    r()l)servatoirc    de    (irccnwich    (ii'ansmises   par    l'astronome 
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royal,   M.   G.-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
quatrième  trimestre  de  l'année  1878.  (3i3). 

Phillips.  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  d'élasticité  des 
dilïérents  corps  et  de  leur  limite  d'élasticité.  (3i5). 

Griiej.  —  Sur  la  toupie  de  Foucault  transformée  en  pendule  gyro- 
scopique.  (328). 

Saltel.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  points  doubles  d'un 
lieu  défini  par  des  conditions  algébriques.  (329). 

Boussiiiesq .  —  Application  des  potentiels  directs  de  Lamé  au  calcul 
de  l'équilibre  d'élasticité  d'un  solide  isotrope  et  homogène  indé- 
fini, sollicité  dans  une  étendue  finie  par  des  forces  extérieures 
quelconques.  (334)- 

ylmagat.  —  Reclierches  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées.  (336). 

Korteweg.  —  Note  à  propos  du  phénomène  observé  par  M.  Du- 
ter.  (338). 

Ducretet.  —  Perfectionnements  apportés  à  la  lampe  électrique 
d'Harrison.  (35o). 

]N«  8;  24  février. 

Du  Moncel  (Th.).  —  Sur  les  courants  induits  résultant  du  mouve- 
ment d'une  bobine  à  travers  un  système  électromagnétique.  (353). 

Becquerel  {E.y  —  Observations  à  propos  d'un  Ouvrage  de  M.  G. 
Planté,  intitulé  «  Recherches  sur  l'électricité  ».  (309). 

Baillaud  [B.).  —  Observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
faites  à  l'Observatoire  de  Toulouse  en  1878.  [3y'5). 

Zenger.  —  Photographie  directe  des  protubérances  solaires,  sans 
l'emploi  du  spectroscope,  (374)' 

Boussijiesq.  —  Lois  géométriques  des  déformations  que  produit 
une  force  appliquée  en  un  point  d'un  solide  indéfini,  et  calcul 
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des  erreurs  que  l'on  commet  lorsque  l'on  conroit  ce  ])()iiil  déplacé 
dans  la  direction  de  la  force.  (Sjô). 

Crookes  {  W.).  —  Propriétés  des  ombres  moléculaires.  (878  ). 

Cfos  {C).  —  De  l'action  des  dillérentes  lumières  solaires  sur  une 
couche  de  bromure  d'argent  imprégnée  de  diverses  matières  colo- 
rantes organiques.  (379). 

Becquerel  [E.).  —  Observations  relatives  à  la  Communication  de 
AI.  Gros.  (38 1). 

jN°  9;  3  mars. 

Slephan.  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire  de 
Marseille.  (412). 

Ferrari  [D.).  —  Lettre  relative  à  la  planète  intra-mercurielle.  (4i3). 

Gasparis  [de).  —  Formules  relatives  à  la  théorie  des  perturbations 
planétaires.  (4i3). 

Halphen.  —  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques.  (4i4)- 

Sur  une  classe  de  polynômes  à  detix  variables  qui  s'introduisent  dans  la  théorie 
de  la  multiplication  de  l'ar{;unient,  et  auxquels  se  rattache  une  équation  difleren- 
tiellc  (lu  premier  ordre 

dj 3  y(  Y  -^^^  —  '1  .r 

cix  iij  —  I 

qui  jouit  de  la  curieuse  propriété  de  se  reproduire  elle-même  par  une  infinité  de 
transformations  rationnelles. 

PelleL  [A.).  —  Résolution  d'une  classe  de  congruenccs.  (417). 

Sur  la  congruence 

A r™ -H  i5M" -f- C  s^  o     (niod./j), 

où  le  module  premier  y>  ne  divise  aucun  des  nombres  A,  P>,  C. 

(joiiy.  —  Du  pouvoir  <;missif  des  llammes  colorées.  (4i8). 

N"  10;   10  mars. 

Prix  des  Sciences  mathématiques,  proposés  pour  1879,  1880,  1881, 
1882  et  1883. 

GitAM)  PKix  des  Sciences  mathématiques  (  1880).  —  Etude  de  1  élas- 
ticité d'un  ou  de  plusieurs  corps  cristallisés,  au  double  point  di' 
vik;  ex])(^rini<'nl;il  et  tli(W)ri(|iie. 
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GuAîVD  PRIX  des  Sciences  mathématiques  (  1880).  —  Perfectionner 
en  quelque  point  important  la  tliéorie  des  équations  dilléren- 
tiellcs  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante. 

Prix  Poncelet.  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'Ouvrage  le  plus  utile 
aux  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  Montyon.  —  Mécanique. 

Prix  Plumey.  —  Décerné  à  l'auteur  du  travail  le  plus  important 
sur  le  perfectionnement  des  machines  à  vapeur  ou  de  toute 
autre  invention  qui  aura  le  plus  contribué  au  progrès  de  la  navi- 
gation à  vapeur. 

Prix  Dalmont.  — Décerné  aux  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées 
qui  auront  présenté  ta  l'Académie  le  meilleur  travail  ressortissant 
à  l'une  de  ses  sections. 

Prix  Focrneyrojv  (1879).  —  Construction  d'une  machine  motrice 
propre  au  service  de  la  traction  sur  les  tramways. 

Prix  Bordin  (1880).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876  ('  ). 

Prix  Lalande.  —  Astronomie. 

Prix  Damoiseav  (1879).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876. 

Prix  \alz.  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'observation  astronomique  la 
plus  intéressante  qui  aura  été  faite  dans  le  courant  de  l'année 
1879. 

N°  11^  17  mars. 
Jamin.  —  Sur  un  brûleur  et  un  chalumeau  électriques.  (54i  ). 

Dechamie.  —  Note  sur  la  correspondance  entre  les  figures  acous- 
tiques de  Chladni  et  les  réseaux  liquides  produits  sur  les  plaques 
circulaires  vibrantes.  (553). 

Coggia.  — Observations  de  la  planète  (îw),  découverte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (556). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XII,  Ih  Partie,  p.  .'ÎS. 
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Henry  [Paul  et  Prosper).  —  Sur  un  nouveau  télescope  cata- 
dioptrique.  (556). 

Escarj.  —  Démonstration  de  la  convergence  d'une  série  double 
rencontrée  par  Lamé  dans  ses  recherches  de  Physique  mathé- 
matique. (558). 

Halphen.  —  Sur  l'intégration  d'une  équation  difFérentielle.  (562). 

Suite  des  recherches  {Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII,  p.  !\\^),  concernant  l'équa- 
tion 

dy  _  3rf,r-f-  0  —  f\x 

'dx~  {iiy  —  i)x 

L'auteur  donne  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  intégrale  qui  est  algé- 
brique :  il  examine  divers  cas  où,  en  vertu  de  certaines  valeurs  données  à  la  con- 
stante arbitraire,  le  degré  de  l'équation  qui  lie  x  et  r,  degré  qui  est  généralement 
égal  à  12,  s'abaisse  à  4  et  à  6. 

Fnrhas  (J.).  — Sur  la  détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques.  (565). 

Liais  [E.).  — Sur  un  système  de  signaux  de  feu  permettant  la 
détermination  des  diliërences  de  longitude  entre  les  diverses 
stations  non  reliées  électriquement,  d'une  triangulation  de  paral- 
lèle ou  de  méridien.  (568). 

Criils  (Z.)  et  La  Caille  (/.)•  —  Sur  la  distribution  de  la  chaleur 
à  la  surface  du  Soleil.  Résultats  de  la  première  série  des  obser- 
vations faites  à  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro,  (jjo). 

Geoffroy  {L.).  —  Détermination  de  la  valeur  approchée  d'un 
coefficient  relatif  à  la  viscosité  de  l'eau.  {5y'S). 

ylder.  —  Nouvelles  expériences  sur  les  téléphones  sans  dia- 
phragme. (5^5  ). 

Du  Moncel  (TJi.).  —  Observations  relatives  à  la  Communication 
de  M.  Ader.  (078). 

Resio  [C). —  Note  sur  un  téléphone  hydro-électrique.  (578). 


N"  li2;  24  mars. 
Tenipcl.  —  Observations  de  la  conièle  périodique  de  Brorsen.  (637). 
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Gasparis  {de).  — Formules  relatives  aux  perturbations  des  pla- 
nètes. (637). 

Pellet  {A).  —  Sur  les  équations  résolvantes.  (638). 

Le  degré  de  l'équation  résolvante  d'une  équation  à  coefficients  entiers  est  un 
multiple  des  degrés  des  divers  facteurs  irréductibles  en  lesquels  se  décompose  le 
premier  membre  de  l'équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Desboves.  —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

«X^+Z'Y^-I-  f^X2Y^-h/X''Y3  +  ^XY3=cZ^ 
(638). 

Ader.  —  Vibrations  moléculaires  dans  les  métaux  magnétiques 
pendant  le  passage  des  courants  ondulatoires  dans  ces  métaux. 

(64i). 

N''  13;  51  mars. 

Coggia.  —  Observations  de  la  planète  (>w)  découverte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille  le  28  février  1879.  (698). 

Halphen.  —  Sur  deux  équations  aux  dérivées  partielles  relatives  à 
la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques. 

(698). 

Boussinesq.  —  Du  potentiel  cylindrique  ou  logarithmique  à  trois 
variables,  et  de  son  emploi  dans  la  théorie  de  l'équilibre  d'élas- 
ticité. (701  ). 

Flammarion  (C).  —  Anomalie  présentée  par  les  observations  ma- 
gnétiques de  Paris.  (704). 

f^illari  [E.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  de 
l'étincelle  électrique  produite  dans  les  gaz.  (708). 

Becquerel  [H.).  —  Pouvoir  rotatoire  magnétique  des  gaz  à  la  tem- 
pérature et  à  la  pi^ession  ordinaires.  (709). 

Bicliat  [E.).  —  Sur  le  pouvoir  rotatoire  magnétique  des  vapeurs. 

(712). 

Boutj  (E.).  —  Pression  exercée  par  les  dépôts  galvaniques.  (714)- 
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N°  14^  7  avril. 

Clievrcid  [E.].  —  Sur  les  pirouettes  complémentaires,  ['ji'j). 

^ndré  [D.].  —  Sur  la  sommation  d'une   espèce  particulière  de 
^  séries.  (ySp). 

Sur    la    somme  des  séries  convergentes,    dont  le  terme   général    U„    est    de  la 
forme 

"  \ .2.6  ...  n  " '    ' 

Il  étant  un  entier  quelconque  non  négatif,  p  un  nombre  quelconque,  positif  ou 
négatif,  mais  non  entier,  et  it„  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement 
dite  quelconque. 

Boussinesq  («/•).  —  Des  déplacements  que  produit,    à  l'intérieur 
d'un  sol  élastique,  une  pression  normale  exercée  en  un  point  de 

sa  surface.  (740- 

Crookes  (  TV.).  —  Foyer  de  la  chaleur  produite  par  les  chocs  molé- 
culaires. (743)- 

3Iarie-Dauj\  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Flammarion   sur  la 
déclinaison  de  l'aiguille  aimantée.  [^4^). 

Houzeau  {A.).  —  Sur  le  gravivolumètre.  (747)- 

N«  15^  14  avril. 

Aoust.  —  De  la  courbe  lieu  des  positions  des  centres  de  courbure 

d'une   courbe  gauche  après  son  développement  sur  une   ligne 

droite.  (768). 

L'auteur  suppose  que  le  développement  est  effectué  de  manière  à  ne  pas  altérer 
l'angle  dièdre  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs. 

Dejeaii  de  Fonro(/ao.  —  Sur  diverses  expériences  faites  avec  un 
pendule  oscillant  avec  de  grandes  amplitudes.  (771)- 

Cornu. —  Observations  relatives  à  la  Communication  de  M.  Dejcau 
de  Fonroque .  (771). 

Flainmarion  (C).  —  Anomalie  des  observations  magnétiques  dt- 
Paris.  (773). 
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MÉMORIAL  DE  L'OFFICIER  DU  GÉNIE  ('). 

li-^  Série.  Tome  XXV;  1876. 

Le  Mémorial  de  VOfJicier  du  Génie  s'est  transformé,  peu  à  peu,  en  un  recueil 
technique,  dans  lequel  les  recherches  scientifiques  tiennent  aujourd'hui  une  plus 
large  place  que  par  le  passé.  De  très-nombreuses  figures,  intercalées  dans  le  texte, 
ajoutent  à  l'intérêt  de  cette  iiublication. 

Le  tome  XX.V  renferme  divers  travaux  qui  se  rattachent  plus  spécialement  à  l'art 
de  l'ingénieur  militaire;  mais,  pour  rester  fidèle  à  la  règle  que  nous  avons  adoptée 
dans  notre  précédente  analyse,  nous  mentionnerons  ici  au  moins  le  titre  de  ces 
Mémoires. 

Grillon.  —  Elude  sur  le  casernement  à  l'étranger.  (1-210, 
i36  figures). 

Mangin  {^•)-  —  Etude  de  divers  dispositifs  optiques  destinés  à 
projeter  la  lumière  électrique  sur  les  objets  éloignés.  (21 1-289, 
19  figures,  I  planche). 

Curie.  —  Note  sur  la  forme  à  adopter  pour  une  lentille,  afin 
qu'elle  fasse  converger  rigoureusement  en  un  point  donné  les 
rayons  lumineux  issus  d'un  autre  point  également  donné.  (290- 
828,  17  figures). 

La  détermination  analytique  conduit  facilement  à  l'équation  J  h- «  J' =  c,  en 
coordonnées  bipolaires.  Cette  propriété  renferme  le  principe  d'un  premier  dispo- 
sitif permettant  de  tracer  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  singularités  de  cette  courbe,  et  décrit  un  système 
articulé  donnant  un  tracé  continu;  puis  il  examine  les  cas  particuliers  pour  lesquels 
la  solution  est  simplement  une  conique.  I\Iais,  dans  le  cas  général,  il  aurait  été  inté- 
ressant de  rappeler  que  la  condition  de  la  question  peut  servir  de  définition  géomé- 
trique aux  ovales  de  Descartes,  ainsi  désignées  depuis  que  leur  inventeur  a  re- 
connu les  curieuses  propriétés  de  ces  courbes,  entre  autres  celle  de  réfracter,  vers 
un  foyer  donné  F',  les  rayons  lumineux  issus  d'un  point  donné  F.  Le  point  F'  doit 
ensuite  être  considéré  comme  source  de  lumière  par  rapport  à  la  seconde  face 
nécessaire  à  la  constitution  de  la  lentille  dans  l'appareil  optique;  mais  il  est  évi- 
dent que  la  méridienne  de  cette  seconde  face  est  également  une  ovale  de  Des- 
cartes. 

La  question  se  réduit  donc  à  l'étude  analytique  de  ces  courbes,  et  nous  n'avons 
insisté  aussi  longuement  sur  celte  indication  que  pour  rappeler  cette  désignation 
et  cette  remarquable  propriété  des  ovales  de  Descartes,  qui  n''ont  pas  été  signalées 
dans  la   Note  du  Mémorial,  bien   qu'elles  soient  classiques  et   données  dans   de 


(')  Voir  Uullcci/i,  l.  XI,  p.  24.',. 
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nombreux  Ouvraf;es.  Ces  renseigucnients  historiques  auraient  précisé  l'étal  de 
la  question,  au  moment  où  cette  étude  a  été  faite,  c'est-à-dire  vers  18) i.  L'élégante 
construction  trouvée  par  Descartes  pour  la  tangente  aurait  mérité  une  mention 
spéciale. 

Ces  courbes,  dit  M.  Chasles,  imaginées  par  Descartes,  ont  joué  un  grand  rôle, 
surtout  dans  sa  Dioptrique.  Newton  a  fait  voir,  d'une  manière  très-simple,  que 
ces  courbes  sont  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  deux  circonférences  de 
cercle  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  C'est  aussi  ce  qu'avait  montré  la 
construction  géométrique  de  ces  courbes,  donnée  par  Descartes,  et  ce  que  Huygens 
avait  conclu  immédiatement,  et  sans  démonstration,  de  son  système  ondulatoire, 
dans  son  Traité  de  la  lumière.  Descartes,  il  est  vrai,  ne  les  a  pas  étudiées  complète- 
ment, et,  dans  la  suite,  d'autres  géomètres  leur  ont  trouvé  d'intéressantes  propriétés. 
J.  Herschel  les  a  appelées  lignes  aplanétiques  (sans  aberration)  à  cause  de  leui- 
usage  en  Optique.  Queteletleur  a  découvert  de  singulières  et  curieuses  propriétés. 

Voir  aussi,  à  ce  sujet,  le  livre  de  M.  P.  Serret  :  Des  Méthodes  en  Géométrie, 
p. 78-80. 

De  la  Noë.  —  Mémoire  sur  un  procédé  de  figuré  du  terrain  dans 
riiypotlièse  de  la  lumière  oblique.  (329-365,  i5  figures). 

L'emploi  d'une  méthode  géométrique  susceptible  de  définir  rigoureusement  le 
relief  du  terrain  remonte  à  peine  aux  premières  années  de  notre  siècle.  Le  Rap- 
l)ort  de  la  Commission  de  1802  constate,  en  effet,  qu'à  cette  date  le  service  du 
Génie,  à  peu  près  seul,  employait  pour  cet  objet  la  méthode  des  sections  horizon- 
tales, tandis  que  celle  dite  des  demi-perspectives  conservait  encore  des  partisans, 
ci  que  cella  des  lignes  de  plus  grande  pente  i:lAit  suivie  par  la  plupart  des  géographes 
et  des  ingénieurs. 

Il  était  naturel  que,  de  ces  trois  méthodes,  la  première  l'emportât  à  une  époque 
où  l'esprit  scientifique  venait  de  se  réveiller  avec  tant  d'éclat;  mais  une  transforma- 
tion aussi  radicale,  dans  l'art  des  levers,  ne  pouvait  s'exécuter  sans  quelque  résis- 
tance. La  Commission  de  1802  maintint  la  méthode  des  lignes  de  plus  grande 
pente  :  malgré  cette  décision,  le  service  du  Génie  conserva  ses  procédés,  et,  succes- 
sivement, les  Écoles  Polytechnique,  de  Saint-Cyr,  d'État-major.  et  même  les  ingé- 
nieurs géographes,  se  rendant  à  l'évidence,  entrèrent  dans  la  voie  nouvelle. 

L'évidence  avait  conduit  à  l'emploi  des  courbes  horizontales,  malgré  les  conclu- 
sions de  la  Commission  de  1S02;  mais  on  ne  pouvait  rompre  entièrement  avec  le 
l)assé,  et,  pour  se  rapprocher  des  méthodes  le  plus  généralement  suivies,  on  em- 
ploya concurremment  les  hachures,  c'est-à-dire  les  lignes  déplus  grande  pente. 

Cette  méthode  parut  simple  et  ccjmmodc  à  la  Commission  de  182(1,  qui  l'adopta; 
mais  dès  lors  il  n'y  avait  plus  de  place  sur  les  Cartes  pour  des  teintes  nouvelles. 

Telle  est  l'origine  du  système  suivant  lequel  a  été  rédigée  la  Carte  de  France  de. 
Dépôt  de  la  Guerre,  système  malheureux,  dont  on  eut  reconnu  à  temps  les  incon- 
vénients, si  l'on  avait  écouté  les  avertissement  de  M.  le  colonel  Puissant. 

Pour  remédier  à  ces  inconvénients,  l'auteur  du  présent  Mémoire  a  trouvé  une 
méthode,  à  la  fois  simple  et  précise,  de  teinter  les  Cartes,  eu  supposant  le  terrain 
éclairé  obliquement.  Cette  méthode  est  basée  sur  une  indication  donnée,  depuis 
longtemps.  |)ar  le  colonel  Breton.  Elle  conduit  à  trois  solutions  très-simples,  que 
lauteur  discute  et  juslilieau  moyen  d'une  intéressante  analyse. 

Pctuuallicr.  —  Aïole  sur  l'emploi  des  svsU-mes  arlieulés  à  liaison 
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complèlc,  en  Géométrie,  en  Mécanique   et    dans   les  Sciences 
appliquées.  (369-389,  24  figures). 

On  se  rappelle  le  succès  de  la  brillante  et  leconde  découverte  de  ces  assemblages, 
qui  permettent  de  tracer  rigoureusement  la  droite  et  un  ffcand  nombre  de  courbes 
algébriques.  Le  célèbre  parallélogramme  de  Watt  n'était  qu'une  solution  approxima- 
tive du  tracé  de  la  ligne  droite  :  il  remplaçait  le  segment  de  droite  par  un  arc,  très- 
allongé  et  très-aplati,  de  la  courbe  à  longue  indexion  décrite  par  un  point  du  plan 
du  système  articulé.  La  solution  rigoureuse  avait  été  regardée,  et  même  démontrée, 
comme  impossible;  cependant  elle  a  été  réalisée,  et  d'une  manière  extrêmement 
simple,  au  moyen  d'une  combinaison  de  deux  tiges  égales,  réunies  à  nn  losangi', 
articulé,  auquel  sa  propriété  fondamentale,  de  déterminer  deux  segments  en  ligne 
droite  dont  le  produit  soit  constant,  a  fait  donner  le  nom  d'inverseur. 

Aujourd'hui,  ce  remarquable  dispositif  est  universellement  répandu.  Les  éludes 
do  MM.  Sylvcster,  Hart,  Kempe,  Lignine,  ont  contribué  à  son  perlectionnement. 
Nous  ne  saurions  les  reproduire  ici,  et  nous  nous  bornerons  à  rappeler  que  la  dé- 
couverte de  M.  le  colonel  Peaucellier  a  été  honorée,  en  i87.''|,  du  prix  de  Mécanique 
de  la  fondation  Montyon,  que  lui  a  justement  décerné  l'Académie  des  Sciences.  Le 
Rapport  relatif  h  ce  prix  se  trouve  dans  le  même  numéro  du  Mémorial  (p.  SGfi- 
368). 

Collignoji  [G.).  —  Note  sur  quelques  travaux  récents  relatifs  à  la 
théorie  des  voiïles.  (394-398). 

Cette  Note,  ainsi  qu'un  Rapport  académique  inséré  dans  le  même  Tome,  expose 
les  récents  progrès  que  les  recherches  de  MM.  A.  Durand-Claye  et  Peaucellier  ont 
fait  faire  à  la  théorie  des  voûtes.  Les  travaux  de  M.  le  colonel  Peaucellier,  dans 
cette  dernière  voie,  méritent  une  attention  toute  spéciale.  Le  Mémoire  qui  les  ren- 
ferme a  été  déjà  signalé  à  nos  lecteurs,  à  propos  du  t.  XXIV  du  Mémorial.  (Voir 
Bulletin,  t.  XI,  p.  i':>l\.) 

L'emploi  du  polygone  funiculaire,  la  détermination  graphique  des  limites  des 
poussées  qui  correspondent  au  glissement  de  la  voûte  sur  un  joint,  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre,  la  construction  d'une  courbe  auxiliaire  dont  la  sous-normale 
définit  la  poussée  amenant  la  réaction  mutuelle  à  touciier  l'intrados  ou  l'extrados, 
le  procédé  suivi  pour  déplacer  la  réaction  mutuelle  et  la  faii'e  rentrer  à  distance 
convenable  dans  l'intérieur  du  bandeau,  constituent  autant  d'applications  élégantes 
des  principes  de  la  Géométrie  et  de  la  Statique. 

Magué.  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  les  applications,  à  ladéfcmse 
des  places,  de  l'eau  employée  comme  moyen  de  transmission  de 
travail.  (399-5oy,  28  figures). 

Principe,  description,  disposition  et  emploi  de  l'organe  mécanique  inventé  par 
sir  Armstrong,  et  auquel  a  été  très-justement  donné  le  nom  A' accumulateur. 

Le  Mémoire  eu  question  fuit  connaître  les  applications  diverses  de  ce  nouvel 
organe. 

Mengin  [A.-N.).  —  IMémoire  sur  l'organisation  des  chantiers  des 


forts,  à  Toul.  (508-584,  24  figures^ 
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Langlois.  —  Note  sur  le  casernement  en  Angleterre.  (SSS-fiy^, 
I02  figures).  •  H.  B. 


TiiE  OBSERVATORV,  A  Montiily  Review  of  Astronomy,  edited  by  W.-II.-M. 

Chrislie.  —  Londres,  in-8°  ('). 

Tome  I  (avril  18-7-avril  1878). 
Réukioiv  de  la  Société  astronomique  de  Londres,  le  1 3  avril  1877. 

(1-4). 

BreU  [J.  ).  —  Dessin  de  Copernic.  (4)- 

Huggins  [TF.].  —  Photographie  du  spectre  des  étoiles  (4-7)- 

Les  essais  commencés  en  i863  n'ont  donné  de  bons  résultats  que  depuis  1870. 
L'appareil  employé  consiste  en  un  télescope  à  miroir  métallique,  de  iS  pouces  an- 
glais de  diamètre,  et  en  un  spectroscope  à  pente,  lentilles  de  quartz  et  prismes  de 
spath  d'Islande.  La  plaque  est  préparée  avec  du  collodion  sec  très-sensible.  Pour 
les  belles  étoiles,  la  durée  d'exposition  varie  de  un  quart  d'heure  .i  une  demi-heure; 
avec  les  étoiles  moins  brillantes,  elle  peut  s'élèvera  une  ou  deux  heures. 

La  Note  de  M.  Huggins  est  accompagnée  d'une  reproduction  du  spectre  chimique' 
de  K  de  la  Lyre. 

GUI  [D.].  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe,  l""*^  Partie. 

(7-i3). 

L'auteur  débute  par  une  classification  des  méthodes  qui  peuvent  conduire  au  ré- 
sultat cherché  : 

1°  Méthodes  théoriques  déduites  de  la  considération  du  mouvement  des  périhélies 
de  Mars  et  de  Vénus  et  de  l'inégalité  parallactique  de  la  Lune. 


(')  Le  Journal  de  AI.  Christic  est,  pour  ceux  qui  désirent  être  au  courant  des  tra- 
vaux lies  astronomes  anglais,  un  complément  indispensable  nux  3/onc/i(r  Notices;  ces 
dernières  sont  un  procès-verbal  officiel,  où  toute  discussion  est  soigneusement  omise, 
des  séances  de  la  Société  astronomique  et  donnent  in  extenso  les  Notes  qui  y  ont  été 
lues;  YObservatorj  se  fait  l'écho  des  discussions  qui  se  i)roduisent  dans  ces  réunions, 
discussions  parfois  fort  importantes  et  toujours  très-intéressantes  h  suivre.  Les  Monthly 
Notices  étant  analysées  dans  le  Bulletin,  nous  nous  bornerons  ii  mentionner  d'une  ma- 
nière sommaire  ces  discussions. 

M.  Christie  donne  également  dans  son  Journal,  qui  compte  de  nombreux  collabo- 
rateurs parmi  les  astronomes  de  profession,  des  Notes  et  des  Articles  originaux  et 
aussi  une  analyse  des  principales  publications  nouvelles. 

Suivant  la  convention  adoptée  dans  ]o /iiilletin.  les  analyses  bibliograi)iiiques  seront 
in:ir(|nc('s  il'nii  astcrisipic. 
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!"  Méthodes  pratiques,  conimn  la  mesure  directe  de  la  parallaxe  de  Mars  ou  d'une 
petite  planète. 

3°  Méthodes  physiques  résultant  de  la  mesure  de  la  constante  de  l'aberration  et 
de  la  vitesse  de  la  lumière  par  des  expériences  de  laboratoire. 

La  considération  du  mouvement  du  périhélie  de  Mars  de  1672  à  l'époque  actuelle 
a  donné  à  Le  Verrier  7r  =  8,866. 

Les  changements  de  latitude  de  Vénus  pendant  le  dernier  siècle  ont  également 
donné  à  Le  Verrier  7r  =  8,853. 

Enfin,  d'un  siècle  d'observations  de  cette  dernière  planète,  le  célèbre  directeur  de 
l'Observatoire  de  Paris  a  déduit  tt  =8",859. 

La  parallaxe  solaire  est  donc  connue  à  o",oi  près  et  toute  méthode  qui  ne  pourra 
conduire  à  la  même  exactitude,  dans  laquelle  il  y  aura  des  erreurs  systématiques, 
et  qui,  appliquée  par  deux  calculateurs  différents,  neconduira  pas  au  môme  résultat 
numérique  doit,  par  suite,  être  repoussée.  La  méthode  de  l'inégalité  parallactique 
de  la  Lune  est  dans  ce  dernier  cas. 

Darwin  (G.-ff.).  —  L'hypothèse  de  Ja  nébuleuse  cosmique  et 
l'obliquité  des  axes  de  rotation  des  planètes  sur  le  plan  de  leurs 
orbites.  (13-17). 

Birmingham  (./•).  —  Sur  la  variabilité  des  étoiles.  (17-18). 

L'auteur  l'attribue  à  un  anneau  de  matière  nébuleuse  tournant  autour  de  l'étoile. 

Tupman  [G.-L.).  —  jNotc  sur  la  comète  ï,  1877.  (18-19). 

Tupman  [G.-L.).  —  Note  sur  le  bolide  du  17  mars  1877.(19-20). 

Pritchard  [C).  — Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  II  de  1877.  (20-21). 

L'Editeur.  —  Notes  sur  la  comète  d'Encke,  les  taches  solaires  et 
les  protubérances,  l'étoile  temporaire  de  1866,  le  catalogue 
d'étoiles  rouges  du  P.  Secchi.  (21-27). 

Meaiorandv  astronomique  pour  mai  1877.(28-29). 

Marlli  [-^4.).  —  Ephéméride  pour  les  observations  physiques  de 
Jupiter  et  de  la  Lune  en  mai  1877.  (3o-32). 

Réunion  de  la  Société  astronomique  de  Londres  le  1 1  uiai  1877. 

(33-38). 

Discussion  sur  la  stabilité  de  l'héliomètre  de  lord  Lindsay. 

GilL  [D.].  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  II.  (38-44). 

Examinant    le  degré  d'exactitude  de  la  constante   d'aberration   de  Struvc  et  les 
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roiKirqu.  s  (le  M.  ^  .  Villarceaii  à  co  sujet,  l'auteur  conclut  que  celte  méthode  phy- 
sique ne  pourra  donner  de  résultats  exacts  que  lorsque  la  détermination  do  Stnivc 
aura  été  reprise  et  que  les  astronomes  auront  de  nouvelles  Tables  des  satellites  de 
Jupiter. 

Ledger  (^.).   —  Résumé   d'une  lecture  sur  la   scintillaliou    des 
étoiles.  Partie  I.  (44-5o). 

Dennig  [TV.-F.).   —  Points  radiants  des   météores  d'avril,   (oo- 
5i). 

Lecky  {B.-J.).  —  Bolide  du  6"  avril  1877  en  Angleterre.  (52-53). 
L'Éditeur-.  —  Notes  sur  la  déviation  de  la  verticale  au  Canada,  la 

longitude  d'Ogden  (Utali),  la  construction  des  télescopes,  etc. 

(53-58). 

Memouanoa  astronomique  pour  juin  1877.  (Sg-fii). 

Mai'th  (^.).  —  Epliémérides  pour  les  observations  physiques  de 
Mars,  Jupiter  et  la  Lune  en  juin  1877.  (62-64). 

Sande  Bnhhuyzeii  [E.-F.    v.   d.).  —  Epliéméride  de  la  comète  II 
de  1877.  (64).  [Winnecke.] 

Réunion  de  la  Société  astronomique  de  Londres,  le  8  juin  1877. 

(65-70). 

Pril.cliard  {€.).  —  Note  sur  le  mouvement  du  périgée  de  la  Lune. 

(71-72). 

Pritchard  [C).  —  Aberration  planétaire  ou  cométaire.  (72-74)* 
GUI  [D.].  —  Notes  sur  la  détermination  delà  parallaxe  solaire. 
Partie  m.  (74-82). 

Ce  troisième  Chapitre  est  consacre  à  l'examen  de  la  méthode  dite  instrumentale. 
M.  Gill  montre  que  la  forme  elles  dimensions  de  la  Terre  sont  connues  avec  une 
approximation  telle  et  que  les  méthodes  pour  la  détermination  des  latitudes  et  des 
lon(;itudes  sont  assez  exactes  pour  que  la  situation  réciiu'oquc  des  deux  observa- 
teurs soit  fixée  avec  nue  ri{;ueur  ampli  nient  sul'fisante  pour  le  but  qu'on  se  pro- 
pose. 

Ledger  [E.].  —  Résumé  d'une  lecture  sur  la  scintillation  des  étoiles. 
Partie  II.  (82-91). 

L'auteur,  après  avoir  analysé  les  recherches  de  MM.  Monti[;ny,  Wolf  et  Rcspiphi, 
arrive  il  cette  conclusion  que  la  scintillation  est  un  |)hénomène  purement  atmosphé- 
rique (lii  au  mouvement  de  rotation  ilr  la  Tirie  et  aux  réfractions  inégales  ^Vs 
rayons  lumineux  dans  des  couches  atuiosplici  iques  il  des  températures  différentes. 
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Memoranda  astronomique  pour  juillet  1877.  (9^~9^)- 

Denning  [TF.-F.].  —  Points  radiants  pour  juillet.  (94)- 

MavLli  [yf-]-  —  Epliéniérides  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil,  de  Mars  et  de  Jupiter  en  juillet  1877.  (90-96). 

Société  Pioyale  Astronomique. —  Modifieationdansle  moded'élee- 
tion  du  Conseil.  (97-100). 

GUI  [D.).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  IV.  (101-106). 

M.  Gill  expose  les  principes  de  la  méthode  de  Halley  relative  aux  passages  de 
Vénus  el  montre  les  difticultés  que  l'on  rencontre  dans  sa  réalisation  soit  par  l'obser- 
vation directe,  soit  par  l'observation  photographique. 

Denning  {JV.-F.).  —  Note  sur  la  variation  diurne  du  nombre  des 
étoiles  filantes.  (106-107). 

Knott  (G.).  — Mesure  du  diamètre  du  cercle  de  diffraction  des 
étoiles.  (107-109). 

L'auteur  propose  d'observer  des  étoiles  doubles  et  de  réduire  le  diamètre  de  l'ob- 
jectif jusqu'à  ce  que  le  premier  anneau  brillant  passe  par  le  compagnon;  il  a  fait 
quelques  essais  de  la  méthode. 

Pritchard  [C).  —  Compte  rendu  annuel  des  travaux  de  l'Obser- 
vatoire de  l'Université  d'Oxford.  (109-113). 

Notice  nécrologique  sur  G.  Santini.  [E.  Dunkin  ].  (i  i3-i  i4)- 

Christie  (  W.-H.-M.).  —  Note  sur  l'activité  solaire.  (114-119). 

C'est  un  résumé  des  travaux  de  M.  Jansscn  ot  des  spectroscopistcs  italiens. 

L'Editeur.  —  Notes  sur  les  spectres  des  trois  premières  comètes  de 
1877  et  les  relations  entre  les  taches  solaires  et  les  variations  de 
la  déclinaison  magnétique,  (i  i9-i2Si). 

Memoranda  astronomique  pour  aoiit  1877.  (123-124). 

Denning  (  TF.-F.  ).  —  Points  radiants  pour  août.  (laS). 

Mnrth  [A.].  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune,  de  Mars,  de  Jupiter  et  de  Saturne  en  août.  (126- 
128). 

Bull,  des  Scie/ices  math.,  i'  Série,  t.  III.  (Juin  1879.)  ^'l 
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Gill  {D-)-  —  Notes  sur  la  délcrminalion  do  la  parallaxe  solaire. 
Partie  V.  (129-134)- 

Examen  critique  dos  diverses  mélhodes  phot()(]raphiqncs. 

udbncj   [Tr.-S.-fT.).   —  Spectres  photographiques  montrant  lu 
rotation  du  Soleil.  (i34-i3j). 

Par  rinterniédiaire  d'un  liéliostat  et  d'une  lentille  d'hclioniètre,  on  amène  les 
images  des  bords  est  et  ouest  du  Soleil  à  se  former  sur  une  même  région  de  la  fente 
d'un  spectroscope  formé  de  plusieurs  prismes  ou  d'un  réseau.  En  photographiant  le 
spectre,  on  constate  que  les  lignes  sont  déplacées  ;  le  déplacement  est  toujours  dans 
le  sens  que  doit  produire  la  rotation  du  Soleil,  mais  sa  grandeur  varie  avec  les  heures 
du  jour. 

Erch  (  JTonlworlli).  —  Description  de  l'Observatoire  construit  par 
lui  à  Sherriiigtou  lîray.  (iSa-iSy). 

L'Observatoire  renferme  un  é([ualoria\  de  7  \  pouces,  fait  autrefois  par  Alvan  Clark 
pour  IM.  Dawes. 

Notice  nécrologic|ue  surL.  Heiss.  |Dunkin].  (iSj-iSp). 

*  AjNJVALEsderObservatoiredeMoscou.  Vol.  in^in-4°.  Moscou,  1877. 

Brelt  (/. ).  —  Lettre  sur  la  Société  Royale  Astronomique.  (142- 

i45). 

Hiint  {G.).  — Remarques  sur  la  mesure  du  diamètre  du  premier 
anneau  de  diiï'raction  des  étoiles.  (i45-i46). 

M.  Dawes  a  autrefois  mesuré  ce  diamètre  par  les  procédés  micrométriques. 

Gill[D.).  —  \isitc  à  l'Observatoire  de  Halley   à  Sjainte-Ilélènc. 

(i47-i48j. 

*  L'Editeur.  —  Notes  sur  les  observations  anglaises  de  Vénus, 
l'exactitude  des  déterminations  télégraphiques  de  longitude,  le 
passage  de  Vénus  en  1882,  la  nouvelle  méthode  spectroscopiquc 
du  [)rofesscur  Langley,  Hypérioii,  la  possibilité  d'observations 
de  passages  sans  erreurs  personnelles.  ( 1 48-1 54)- 

MemoiïAnda  astronomique  pour  septembre  1877.  (i5j-i56). 

Dennini^  [W.-F.).  — -Points  radiants  pour  septembre.  (157). 

Marlh  {Â.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  de  Mars, 
Jupiter  et  Satiii-iie.  (ir)9-i()o). 
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Todd  [D.-P.].  —  Note  sur  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 
{161-164). 

Denning  (  TF.-F.).  —  Note  sur  les  observations  des  étoiles  filantes 
d'août  1877.  (i6'4-i 66). 

*  Airy  iCr.-B.).  —  Observations  du  passage  de  Vénus  en  1874  p^T' 

les  expéditions  anglaises.  [Cbristie].  (166-173). 

*  Annales  de  l'Observatoire  de  Moscou.  —  Observations  pliotoiné- 
triques,  par  M.  W.  Ceraski.  (173-174)- 

Gill  {D.).  —  Lettre  écrite  de  l'Ascension.  (175-176). 

Crore  {J.-E.).  —  Variabilité  de  l'étoile  Pi(v)de  l'Hydre.  (176-177). 

Lnssell  {W.).  —  Note  sur  l'offre  de  son  télescope  pour  l'Observa- 
toire de  Melbourne.  (  i  78- 179)- 

*  Hall[A.).  — Notes  sur  les  satellites  de  Mars.  (181-182). 

Eclipse  de  I^une  du  23  août  1877.  —  Résumé  de  diverses  observa- 
tions sur  le  spectre  de  la  partie  éclipsée.  (182-184). 

*  Draper  [H.).  —  Découverte  de  l'oxygène  dans  le  Soleil  [Ame- 
rican Journal,  August  1877).  (184-185). 

Memoranda  astronomique  pour  octobre  1877.  (186-187). 

Denning  {F.-Jf  .).  —  Points  radiants  en  octobre.  (i88). 

Marth  [A.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  pliysique  des  pla- 
nètes en  octobre  1877.  (189-192). 

Darmjî  [G. -H.).  —  Densité  interne  des  planètes.  (198-197). 

Pluninier  [J.-J.]. —  Note  sur  les  phénomènes  physiques  de  l'éclipsé 
de  Lune  du  23  août  1877.  (197-199). 

Kirhwood  [D.].  —  Relation  entre  les  moyens  mouvements  des 
quatre  satellites  intérieurs  de  Saturne.  (199). 

Relation  très-simple,  mais  empirique. 

Notice  nécrologique  sur  Le  Verrier.  [E.  Dunkiu].  (199-206). 

R.7. 
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*  Aninvles  de  l'Oliservatoire  de  Moscou.  —  Erreurs  de  division  du 
cercle  méridien,  par  ]M.  A.  Gromadzki;  parallaxe  de  l'étoile  né- 
buleuse ilivS^^  spcctie  des  néljuleuses  planétaires.  (206-208). 

Li7idsaj[]ord)  et  TF'alker[C.-f^.).  — Notes  sur  les  modifications 
du  règlement  de  la  Société  Astronomique.  (208-212). 

Aiiy  [G.-B.  .  —  Note  sur  la  forme  des  anneaux  de  diffraction  des 
étoiles.  (212-213). 

Newconib  [S.).  —  Période  des  satellites  de  Mars  et  niasse  de  la  pla- 
nète. (  2x3-2 1 4)- 

h      m 
Révolution  du  satellite  intérieur 7.88 

Révolution  du  satellite  extérieur 3o.  i.'i 

masse  du  Soleil 
Masse  de  Mars  = • 

j 090 000 

Crcmston  [T.  ].  — Nouvelle  méthode  de  distances  lunaires.  (214- 

2l5). 

Drejer  {J.-L.-E.].  —  Remarques  sur  la  distribution  des  étoiles 
d'après  les  zones  de  Bonn.  (216). 

C.nproii[J.-R.).  —  Note  sur  l'éclipsé  de  Lune  du  23  août  1877. 
(216-218). 

*  Hall[A.).  —  Rotation  de  Saturne.  (218-219). 

La  durée  de  la  rotation  est  de  lo*"  14™  23%8. 

*  p'"ogel{^H.-C.).  —  Effet  de  la  rotation  des  étoiles  sur  leur  spectre 

(  MonUily  Notices  de  mars  1877).  (  220-2 21). 

*  Stone.  — Observations  laites  au  Cap  en  1874.  (221-222). 

*  Mondiez. —  L'auréole  autour  d(!  \  vnws  [Comptes  rendus  des 
séances  de  l' Académie  des  iSciences,  t.  LXXXV,  n"  7.  (223). 

*  Reslhiiber  et  Strasser.  —  Catalogue  de  730  étoiles  observées  à 
Kremsiniinsler.  (223-224). 

Memoivanoa  astronomique  pour  novembre    1877.  (2a5-226). 
Dcninna^  (  //  .-F.).  —  i'oinls  radiants  poiii-  noxciiibre.  (227). 
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Mavlli  (^•).  —  Epliéinérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  eu  novembre  1877.  (^aS-aSo). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  novembre 
1877.  (231-237). 

Discussion  entre  MM.  Adams,  Airy  et  Neison  sur  la  théorie  de  la  Lune. 

Nelson  {E.).  — Note  sur  les  observations  physiques  de  la  Lune. 
(238-242). 

L'auteur  fait  un  appel  pressant  au.\  astronomes  et  à  tous  ceux  qui  ont  des  lunettes 
de  8  à  10  pouces  d'ouverture,  afin  d'étudier  d'une  manière  précise  la  surface  de 
notre  satellite  et  de  décider  la  question  des  changements  possibles  de  cette  sur- 
face . 

Dennijig  [F.-W.].  —  Note  sur  les  étoiles   filantes  d'octobre  du 
groupe  des  Orionides.   (243-244)- 

Gill[D.).  — Lettre  écrite  de  l'Ascension,  (244-245)- 

Flammarion  (C).  —  L'étoile  triple  0  de  Persée.  (245-24^)- 

Le  catalogue  de  Smyth  renfermerait  une  erreur  relativement  à  la  position  de  la 
troisième  étoile  du  groupe. 

Capron  [J.-R.  ).  —  Remarques  sur  les  lignes  brillantes  découvertes 
dans  le  spectre  solaire  par  M.  Draper.  (247-248). 

Barnehy  {T.).  —  Remarques  sur  Saturne  et  ses  satellites.  (248- 
25o). 

M.  Barneby  a  vu,  le  22  octobre  1877,  l'ombre  de  Titan  passer  sur  la  planète. 

Pliunmer  [J.-J.].  — Note  sur  la  distribution  des  étoiles.  (25i-253). 

DuTihin  {E.).  —  Mouvement  proprede  35  1 1  Groombridge.  (  253). 
Les  mouvements  propres  sont  : 

Ascension   droite -4-o%o5o. 

Déclinaison . .     -;-  0",  o!\. 

*  Oppolzer,  Plantamonr  et  B.  Wolf\  — ■  Jonction  télégraphique 
des  triangles  géodésiques  autrichiens  et  suisses.    (254-255). 

*  Schmidt  [J.-F.-J .).  —  Note  sur  la  comète  II  de  1877  (Win- 
necke).  [^stronomische  Nachrichten,\i°  liA^).  (256). 

Memokanda  astronomicjue  pour  décembre  1877.  (237-258). 
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JJenning  (  TV. -F.  ).  —  Points  radiants  pour  décembre.  (aSp). 

Marlh  [A.  ).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  en  décembre  1877.  (260-262). 

Pritchard  [C).  —  Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la  co- 
mète II  de  1877.  (262). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  i4  décembre 

1877.  (264-272). 

Adams  [J  .-C.  ).  —  Note  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune. 

(272-273). 

GUI  [D.].  — Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  VL  (273-280). 

Celte  dernière  ÎN'ote  délnite  par  une  discussion  de  la  méthode  héliométrique.  Au 
point  de  vue  théorique  et  aussi  au  point  de  vue  de  la  facilité  des  mesures  et  de  l'éli- 
mination des  erreurs  d'observations  par  leur  répétition,  le  procédé  est  des  plus 
corrects:  mais  les  réductions  reposent  toutes  sur  la  détermination  des  constantes 
instrumentales  (valeur  do  l'échelle  des  distances),  et  l'on  peut  craindre  qu'il  n'y  ait 
dans  cette  détermination  des  erreurs  systématiques  que  les  méthodes  de  calcul 
n'éliminent  pas.  M.Gill  pense  donc  que  la  méthode  héliomélrique  ne  présente  pas  en 
elle-même  tous  les  caractères  de  rigueur  nécessaires. 

L'auteur  donne  donc,  parmi  toutes  les  méthodes  proposées,  ses  préférences  à  la 
méthode  des  différences  de  déclinaison  de  Mars,  et  surtout  à  celle,  préconisée  par 
M.  Galle,  des  différences  de  position  des  petites  planètes  par  rapport  à  des  étoiles 
voisines  prises  pour  points  de  repère.  La  mesure  héliométrique  des  dislances  de  la 
planète  aux  étoiles  lui  semble  une  opération  d'une  exactitude  absolue  cl  de  laquelle 
il  est  facile  de  faire  disparaître  toutes  les  erreurs  systématiques. 

Kirfiwoofi  [D.). —  Les  satellites  de  Mars  et  l'iiypollièsede  la  nébu- 
leuse cosmique.  (280-282). 

La  rotation  du  satellite  intérieur  de  Mars,  environ  trois  fois  plus  rapide  que  celle 
de  la  planète,  n'est  ]ias  une  objection  à  la  théorie  cosmique  de  Laplace  et  llerschel. 

y^ipinan  [G.-L.).  —  L(;  bolide  du  23  novembre  «877.  (282-283). 

Notice  nécrologique  surC-L.  de  Lilliow.  [K.Dunkin].  {283-284). 

Schoi'.nfcld  [K.  ).  —  Notes  sur  les  Cartes  de  Bonn  et  la  distribution 
des  étoiles  dans  l'espace.  (284-285). 

(jill  [JJ.).  —  Lettres  écrites  de  rAscension.  ('286-288). 
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Capvon  [J.-B.).  — Observation  du  passage  de  l'ombre  de  Titan 
sur  Saturne  le  9  décembre  1877.  (288-289). 

Tennant  [J.-F.).  —  Note  sur  le  passage  de  Vénus.  (290-291). 

Corder  [II.  ).  —  Remarques  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre  et 
décembre  1877.  (291-292). 

Tempel.  — Nébuleuses  découvertes  à  Arcctri  [Astron.  Nacli.., 
n°^  2138  et  2139).  (292-294). 

*  Tisserand.  — Masse  de;  l'anneau  de  Saturne.  [Comptes  rendus, 
t.  LXXXV),n°  16.  (294-295). 

*  /iry  [G.-B.].  —  Observations  de  Greenwich  pour  1875.  (296). 

*  Lindsny  [lord).  — Publications  de  l'Observatoire  de  Dun-Echt. 

T.  11.(297). 

MEMOIlA^DA  astronomique  pour  janvier  1878.  (298-300). 

Denning  [W.-F.).  — Points  radiants  pour  janvier.  (3oi). 

Martli  [A.).  —  Ephémérides   pour  l'observation  physique  de  la 
Lune  et  des  planètes  en  janvier  1878.  (802). 

Réunion  de  la  Société  Astbonomique  de  Londres  le  1 1  janvier  1 878. 
(3o3-3i4). 

Schuster  [A.).  —  Note  sur  la  présence  de  l'oxygène  dans  le  Soleil. 
(3i5-3i6). 

M.  Schuster  a  détevminé  les  longueurs  d'onde  des  lignes  du  spectre  de  l'oxygène  ; 
le  Tableau  suivant  résume  le  résultat  de  ses  expériences  et  les  longueurs  d'onde  des 
lignes  correspondantes  du  Soleil  : 

Oxygène.  Soleil. 

a 6i56,86        6i56,70 

/2 5/|35,55         5^35, 5o 

y 5329,41  5329,20 

S 4307,62      4367,58. 

La  coïncidence  est  très-grande;  mais  les  lignes  de  l'oxygène,  à  basse  température, 
paraissent  un  peu  moins  réfrangibles  que  celles  du  Soleil. 

Tujnnan  [G.-L.).  —  Notes  sur  le  bolide  du  23  novembre  1877, 
d'après  les  observations  faites  en  Angleterre.  Partie  I.  (3 16'-322). 
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*  Tupnian  [G.-L.).  —  Parallaxe  solaire  [3Ionthlj  Notices  du 
i4  décembre  1877).  (32  2-325). 

Hunt  (G.) . —  L'éioile  L  Petite  Ourse  considérée  comme  une  épreuve 
de  la  vision  à  l'oeil  nu.  (320-326). 

L'étoile,  située  entre  la  Polaire  et  ê  Petite  Ourse,  est  de  6|  urandcur;  elle  parait 
n'utre  visible  que  pour  quelques  observateurs  privilégiés. 

Knohel  [E.-B.].  —  Remarques  sur  la  distribution  des  étoiles.  (326- 

327). 

L'auteur,  comparant  les  résultats  de  ses  déterminations  photométriques  des  étoiles 
de  l'amas  de  Persée  avec  les  grandeurs  indiquées  par  Argelander,  montre  que  ces 
dernières  sont  en  général  très-exactes. 

Graver  [C.].  —  Observation  de  l'ombre  de  Titan  sur  Saturne  le 
9  décembre  1877.  (327-328). 

*  J^ogel.  —  Note  sur  la  photométrie  des  diverses  parties  du  spectre 
et  l'absorption  de  l'atmosplière  solaire  [Monatsbericht.  cl. 
K..  Akad.  cl.  JVissensch.  Berlin,  1877,  mardi.).  (328-33 1). 

Académie  de  Vienise.  —  Prix  pour  la  découverte  des  comètes. 

(33i). 

*  Stone.  —  Catalogue  des  étoiles  observées  au  Cap  de  1871  à  1875. 
(331-332). 

*  Le  V^errier.  —  Tables  d'Uranus  et  d«  Neptune.  (332-333). 

*  Flciinmarion.  —  Les  mouvements  propres  et  les  distances  des 
étoiles  [Comptas  rencJus,  t.  LXXXV,  n°^  10,  18,  22).  (334). 

Ellerj  [li.-L.].  —  Observation  d'un  satellite  de  JMarsle  16  octobre 

1877.  (335). 

IMemoranda  astronomique  pour  février  et  mars  1878.  (33(i). 

Denning  (  W.-F.).  —  Points  radiants  pour  février.  (337). 

Marth  [A.).  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil et  des  planètes  en  février   1878.  (338). 

Réunion  akiviielle  delà  Société  IIoyale  Astronomique  le  8  février 

1878.  (339-351). 
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Tupnian  [G.-L.).  —  Le  bolide  du  23  novembre  1877.  Partie  II. 
(  35 1-355  ). 

Les  éléments  de  l'orbite  parabolique  sont 

j  =  o,     CT  =  i54°,     ^  =  0,471, 
mouvement  direct. 

*  Flammarion  (  C.  ) . —  Les  terres  du  ciel .  i  vol .  iii-8°.  Paris,  1 877. 
(355-358). 

*  Chambers  [G.-F.].  —  Handbook  of  descriptive  Astronomy. 

Third  édition.  Oxlord,  1877.  (358-36o). 

Neison  [E.).  —  Réflexion  spéeulaire  de  la  surface  de  Vénus.  (36o- 
366). 

M.  Neison  pense  que  les  effets  attribués  à  une  réflexion  spéeulaire  sur  Vénus 
sont  dus  à  la  présence  autour  de  la  planète  d'une  atmosphère  épaisse  et  dense.  Ces 
idées  sont  contredites  par  M.  Christie  dans  une  Note  qui  suit  la  Lettre  de  M.  Neison. 

Demiing  (  W.-F.).  —  Remarques  sur  l'exactitude  de  ses  détermi- 
nations de  points  radiants.  (366-368). 

BacMiouse  [T.-Tf  .). —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre. 
(369-370). 

Drejer  [J.-L.-E.]. —  La  forme  spirale  des  nébuleuses.  (870-371). 

M.  Tempel  avait  émis  l'idée  que  la  l'orme  spirale  donnée  par  lord  Ross  à  plu- 
sieurs nébuleuses  était  due  à  une  illusion  d'optique  provenant  d'une  sorte  de  pulsa- 
tion de  la  lumière.  M.  Dreyer  pense  que  cette  forme  est  bien  réelle. 

*  Bij'ming/iam  [J-)-  —  The  red  stars....   Observations   et  Cata- 
logues d'étoiles  rouges.  I  vol.  Londres,  1877.  (372-373). 

*  Kirlxwood  [D.].  —  On  tJie Sur  l'âge  relatif  du  Soleil  et  de 

quelques  étoiles  fixes  {Amer.  Philos.  Soc).  (373-374)- 

*  3Iain  [R.).  —  RadcUfJe Observations  faites  à  l'Observatoire 

d'Oxford  en   1875.(375). 

Me.moranda  astronomique  pour  mars  et  avril  1878.  (37()). 

Denning  (  JV.-F.  ).  —  Points  radiants  pour  mars.  (377). 

Martli  [A.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil et  des  planètes  eu  mars  et  avril  1878.  (378). 
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Réumon  de  la  Société  Astrokomiqie  de  Londres  le  8  mars  1878. 
(3;9-3()2). 

Intéressante  discussion  sur  la  cause  des  différences  entre  les  parallaxes    solaires 
calculées  par  MM.  Airy,  Tupman  et  Stoiie  d'après  les  observations  du  passage  de 

Véiuis  en  i87'(, 

Celoria  [G.].  — So]>ra  alciini —  Mémoire  sur  les  sondages  du 
ciel  et  la  distribution  des  étoiles  dans  l'espace.  Milan,  i8y8.  [J. 
Bretl].  (392-396). 

*  Lolirinann  [JV.-Ct.^.  —  Mond charte....  Carte  de  la  Lune  en 
aS  planches,  avec  un  texte  exjdicatif  par  J.-F.-J.  Sclimidt. 
Leipzig,  1878.  [E.  Neison].  (396-399). 

Sawyer  i^E.-F.).  — Nombres  relatifs  des  étoiles  filantes  des  di- 
verses grandeurs.  (399-400). 

Voici  le  résultat  moyen  des  calculs  faits  sur  ce  sujet  par  MM.  Schniidt,  Denning 

et  Sawyer  : 

Nombre  pour  loo  des  divers  inftcoros. 

^"^^M— ^_— ^--__^ Nombre  total 

i'°  grandeur,  z'grandeur.    .T  s;rnndeur.  //grandeur,   b'grandeur,    desniétéores. 

Moyenne 3,o  10,6  17,4  2^,9  4')-'  "og'l 

Christie  [TT.-II.-]\[.].  —  Instructions  pour  le  passage  de  Mercure 
du  6  mai  1878.  (400-402). 

iNoTicE  nécrologique  sur  le  P.  Secclii.  (4o2-4o3). 

Tenipel  [TJ^-).  —  Sur  la  forme  spirale  des  nébuleuses.  (4o3-4o5). 

Réponse  aux  critiques  que  M.  Dreyer  avait  faites  de  son  travail. 

Allsop  (JV.-J.^.  —  Remarques  sur  A  de  la  Petite  Ourse.  (4o6). 

L'étoile  est  visible  à  l'œil  nu;  observation  confirmée  par  M.  Christie. 

Holden.  —  Mouvement  propre  de  la  nébuleuse  Messier  n"  t20 
[yJmcrican  Jourridl.,  décembre  1877).  [E.  D.].  (406-407). 

Godsvcud .  —  Correcliojis  La....  Correction  des  éléments  de 
Cérès  (J/o«z///)'- i\^o/,/ te,s\,  janvier  1878).  [E.  D.].  (407)- 

Pichcrini^.  —  Harvard  Collège  Observai ory Rapport  annuel 

(1877)  ^^^^  ^^^  travaux  de  l'Observatoire  de  Harvard  Collège. 
(408-409). 
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*  Lochjer  [N.).  — Discouery Découverte  des  métaux  rares  dans 

le  Soleil  [Comptes  rendus,  t.  LXXXV,  11°  5).  (409-410). 

*  Hennessey.  —  The  Trigonouietrical.. . .  Rapport  sur  Ils  progrès 
de  la  triangulation  de  l'Inde  en  187J-1876.  (4ii-4i3).  [D.  G.I. 

*  Hall.  —  The  s  outil —  La  tache  polaire  sud  de  IMars  [Astron. 
Nach . ,  n°^  21 74  et  21 78) .(  4 1 4  ) . 

Memouawda  astronomique  pour  avril  et  mai  1878.  (4i6). 

Dejining  (TF.-F.).  ■ —  Points  radiants  pour  avril.  (417)- 

j\ïarth.[A.).  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  en  avril  et  mai  1878.  (4» 8). 

Tome  II;  (avril  1878-mai  1879). 

liÉuKioN  DE  LA  SociÉTÉ  AsTROKOMiQLE  de  Londrcs  le  1 2  avril  1878. 

(.-i3). 

Intéressante  discussion  entre  le  capitaine  Abney  et  M.  de  La  Rue  sur  les  photo- 
graphies de  la  partie  ultra-rouge  du  spectre  solaire  et  les  procédés  qui  permettent 
de  l'obtenir. 

(jrould  [B.-A.].  —  La  Photographie  céleste.  (iS-ip). 

M.  Gould,  faisant  l'hislorique  des  progrès  de  la  Photoffraphie  astronomique,  rap- 
pelle d'abord  les  essais  faits  en  i85o.  sous  la  direction  de  W.-C.  Bond,  avec  le  grand 
équatorial  de  Cambridge  ;  on  obtint  des  images  de  la  Lune  ainsi  que  de  Vega  et  de 
Castor.  L'image  de  cette  dernière,  qui  est  double,  parut  allongée.  En  i8j4,  on  pho- 
tographia l'eclipse  de  Soleil  du  2G  mai;  enfin,  en  tiS57,  M.  Whipple  obtint  à  Cam- 
bridge des  images  d'Alcor  et  de  Mizar,  de  la  Grande  Ourse,  assez  parfaites  pour  per- 
mettre des  mesures  de  la  position  du  compagnon  de  la  dernière. 

Les  essais  de  Draper  à  New-York  et  de  M.  de  La  Rue  à  Londres  sont  connus  de 
tout  le  monde. 

Depuis  iSfi/i,  M.  Rntherfurd,  en  employant  un  objectif  achromatique  pour  les 
rayons  chimiques,  obtient  de  magnifiques  photographies  des  principaux  amas  d'étoiles, 
notamment  des  Pléiades  et  de  Prœsepe. 

A  partir  de  187^,  des  travaux  analogues  ont  été  faits  à  Cordoba,  et  l'on  a  obtenu 
des  photographies  de  l'amas  X  du  Navire  (i85  étoiles)  et  de  77  d'Argo  (180  étoiles), 
ainsi  que  des  vues  nombreuses  des  planètes  Jupiter,  Mars  et  Saturne. 

Deiining  [fF.-F.].   —  Note  sur  le  nombre  pour  loo  des  étoiles 
lilaiiles  des  diverses  giandeurs.  (^20-21). 
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Nous  reproduisons  dans  son  entier  le  Tableau  do  M.  Denning  : 

Nombre  pour  loo  des  étoiles  des  diverses  grandeurs. 

Ordre  de  giandecr 

Époque  Classe  1.  Classe  11  Cla»  c  III        Classe  IV.       Classe  V.       >'o 

des  Supérieures  .■,°  grandeur.        t 

Observateurs.  observations,      à  la  première.  i"  grandeur.    2' grandeur    ^.' grandeur  el  au-dessous,  d'é 

Schniidt i8^2-i8G8  3,8  i1,fJ  18, a  2>.,3  .ji,.}  i 

Denza 1869  2,4  8,'(  i3,2  32,  o  '(4>"  ' 

Zczioli 1867-1870  »  11,5                 »  20,8  97,1  /|0,G  8 

Sawyer 186S-1S77  2,8  10,7  17,0  2Ô/1  l\\,\  6| 

Corder 1871-1878  »  8,3                 >-  18, 4  29,6  43,7  3 

Tupman 1869-1871  3,6  11,2  iS,')  24,7  4^'°  ' 

DoiMiing  ....  1876-1S77  2,9  7,3  19,5  24,7  45,6  2 

Konkoly 1871-1876  4,5  14, 5  21, 3  24,9  34,8  2 

Scliiaparelli..            iS/'J  3,1  12,7  22,0  20, i  37,1  7 

Heiss 1833-1875  2,1  19,3  35,7  28,5  i4,4  '3 

Weiss 1867-1S74  1,9  11,5  24,6  32,3  29,7  6 

Lucas 1869-1S77  3,5  21,1  26,8  28,0  20,6  i 

Tanger 1871  »  9,2  »  9.2  16, 3  65,3 

Moyenne..        1833-1878  2,8  11,9  20,2  26,2  38,9         ^/ 

Drejer  [J.-L.-E.].  —  Réponse  à  M.  Tempel  sur  la  forme  spirale 
des  nébuleuses.  (aa-aS). 

Corder  [H.  ■..  —  jXote  sur  la  couleur  des  étoiles  filantes.  (23-34)- 

Liveiiiii  et  Dewar.  —  On  tlie Sur  le  renversement  des  liijnes  des 

vapeurs  métalliques  [Proceedings  of  llie  II.  Societj.^  t.  XX\  JI). 

(25-27). 

Cliristie.  —  ]Notes  sur  le  Tutur  passage  de  Mercure  le  (i  mai  1878. 

(27-28). 

MEMor,.4^iND.\.  astronomique  pour  mai  et  juin  1878.  (  ap-^o). 

Dciming  [T'F.-F.].  — Points  radiants  pour  mai.  (3i). 

Marth  [A.).  —  Ephémérides  pour  l'obsiM'vation  physique  des  pla- 
nètes en  mai  1878.  (32). 

Réunion  de  l\  Société  Asthonomique  de  Londres  le  10  mai  1878. 
(33-45). 

Discussion  entre  i\liM.  Airy,  UiUlurfiird,  Dimkin,  Proclor,  lîanyard,  Huguins  el 
Christie  sur  les  anneaii.\  hrillaiils  vus  autour  de  Mercure  pendant  son  i)assage  du 
6  mai. 
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yiii'j  [G.-B.].  —  Tlie  interior —  L'intérieur  do  laTorre;  extrait 
d'une  adresse  à  l'Association  du  Cundjei-land  pour  l'avancement 
des  Sciences.  (45-52). 

Ahhadie  [A.  d').  —  Note  sur  les  changements  de  direction  du  fil 
à  plomb.  (52-54). 

Résumé  des  observations  faites  de  1SG7  à  1S7J  à  Abbadia  avec  le  Nadiraue. 

Johnson  [S.-J.].  —  Noie  historique  sur  les  principales  occultations 
de  Mars.  (54-55). 

NoTTCE  nécrologique  sur  le  Rév.  Main,  [C.  Pritchard].  (55-56). 

*  Capron  {R.).  —  Photo graplied Photographies  de  cent  trente- 
six  spectres  de  métaux  ou  de  gaz  reproduits  par  l'autotypic.  i  vol. 
Londres,  1877.(56-59). 

Pritchard  [C.)  et  Mathison  [R.) .  —  Observations  du  passage  de  Mer- 
cure le  6  mai.  (59-60). 

Burnhavi  [S.-W.).  — -  Note  sur  le  compagnon  de  ^  de  l'Ecrevisse. 
(60-61). 

Les  mouvements  du  compagnon  et  de  l'étoile  principale  s'eflectuent  suivant  des 
lignes  droites  parallèles. 

*  Liveùi^  el  Dewnr .  —  On  the Sur  le  ren\ersement  des  lignes 

spectrales  des  vapeurs  métalliques.  IP  ]Note  [Proceedings  of  the 
R.  Society).  [M.-L.  H.].  (62-64). 

Rosse  [lord).  —  Polarization  of....  Polarisation  delà  luniière  de 
la  Lune  et  de  Vénus  [Proceedings  oj  the  Royal  Society).  {Ç)^-^Çi). 

*  Pritchard  (C). — ydstronoviical Observations  astronomiques 

faites  à  l'Observatoire  de  l'Université  d'Oxford.  N°  1.  i  vol.  in-8°. 
Oxford,  1877.  (66-67). 

*  Ferrari.   —  Eruption  solaire  du  7  novembre  1877  [Spettrosc. 

italiajù.,    1877,  novembre).  (67-68). 

*  Dreycr  [J.-L.-E.).  —  Supplément  to —  Supplément  au  Catalogue 

général  des  nébuleuses  de  Herschel.  (69). 

Memoranda  astronomique  pour  juin  et  juillet  1878.  (70). 
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Dennijig  [TT  ,-F.).  — Notes  sur  les  météores  de  juin.  (71). 

Marth  [yJ-  •)■  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  juin  et  juillet  1878.  (72). 

Réunion  de  i.a  Société  Astronomique  de  Londres  le  i4  juin  1878. 
(73-88). 

Discussion  entre  MM.  Christie,  Ranyard  et  Scluisler  sur  l'existence  des  lignes  bril- 
lantes de  l'oxygène  dans  le  spectre  solaire. 

Knott  [G.].  —  Notes  sur  l'étoile  variable  U  du  Cygne.  (89-90). 
La  période  est  de  /jGG  jours. 

Dejinijig  l^W.-F.). — Le  bolide  du  7  juin    1878  en  Angleterre. 
(90-93)- 

*  Airj  [G.-B.).  —  Rapport  sur  les  travaux  de  Greenwich  en  1877- 

1878.  (93-9«). 

*  Newcomh.  —  Jhe  ine.an Le  moyen  mouvement  de  la  Lune 

{Amer.  Journal of  Science ,  1877,  novembre).  [E.N.].  (97-100). 

*  V^ogel  i^H.-C).  —  Dcr  Sternhaufen L'amas  de  ;^  de  Persée. 

I  vol.  in-4".  Leipzig,  1878.  (loo-ioi). 

Memouanda  astronomique  pour  juillet-août  1878.  (102). 

Denning  (  TF.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  juillet.  (io3). 

Marth  {A.).  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  juillet-août  1878.  (io4). 

Ledger   [E.].  —   L'Arithmétique  élémentaire  et  la  durée  d'une 
éelipse  totale  de  Soleil.  (io5-i  10). 

Doberck  {W-)-  —  Les  étoiles  doubles,  (i  lo-i  16). 

L'auteur  indique  rapidement  l'iiistoirc  de  l'observation  des  étoiles  doubles  et  dis- 
cute les  méthodes  proposées  par  Herschel,  Savary,  Thiele  et  lui-même  pour  le  calcul 
des  éléments  de  leurs  orbites. 

*  Croll  (./.). —  CrolVs  Jijpolhrsis  on  tlie Hypothèse  de  Croll 

sur  l'origine  d(î  la  chaleur  (hi  Soleil  et  des  étoiles  [Amer.  Jour- 
nal of  Science,  avril   187.SV  |  I).  Kirkwood].  (1  17-1  18). 
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Kirhwood  {D.).  —  Remarques  sur  la  date  aérolilliiquedu  i  j-  i  3  no- 
vembre, (i  18-121). 

La  nuit  du  i2-i3  novembre  donne  un  nombre  de  chutes  de  pierres  ou  de  bolides 
détonants  presque  double  de  la  moyenne.  Le  point  radiant  de  ces  météores  n'est 
pas  le  Lion,  et  ils  ne  font  pas  partie  du  groupe  des  étoiles  filantes  du  \'\  no- 
vembre. 

Sawyer  [E.-F.].  —  L'étoile  variable  R  du  Bouclier.  (121-122). 

Aivj  (  G.-B.).  — ■  Note  sur  la  distorsion  des  images  du  pliotoliélio- 
graplie.  (i  22-123  ). 

*  Boss  [Lewis). — Diidley  obseruafory —  Rapport  sur  la  situa- 
tion et  l'état  aelLiel  de  l'Observatoire  de  Dudley.  (124-1 25). 

The  Transit Le  passage  de  Mercure  du  6  mai  1878;  obser- 
vations diverses.  (126-127). 

*  Cornu  [-A.).   —  Actions  magnétiques  et  électriques   de  l'atmo- 

sphère solaire  [Comptes  rendus^  t.  LXXXVI,  n°  8).  (128-129). 

*  Stone  (O.).  —  Cincinnati  Ohsers'ations Observations  faites  à 

Cincinnati  en  1877.  (i3o). 

Dennijig  [T'F.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'aoïit.  (i3i-i32). 

Mrmorajsda  astronomique  pour  août  et  septembre  1878.  (i33- 134)- 

Marth  {A')-  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  août  et  septembre  1878.  (i34-«36). 

Bail  [B.-S.].  — Parallaxe  de  la  61*^  du  Cygne.  (137-139). 

Les  observations  faites  à  Dunsink  de  juillet  1877  à  juin  iSySontdonné  k  l'auteur 

c  =  o",/|65. 

Doberclx  [l^F.).  — Les  étoiles  doubles.  Partie  IL  (i4o-i44)- 

L'auteur  examine  les  méthodes  de  calcul  de  Y.  Villarceau  et  de  Klinkerfues. 

Royston-Pigott  [G.-TF.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  col- 
limation  diurne  d'un  instrument  réversible  au  moyen  d'une 
échelle  divisée  placée  à  distance.  (i44"i4^)* 

Gledhill  [J .) .  — Note  sur  la  mesure  de  la  distance  des  étoiles 
d<jubh's.  fi4<i-iSi). 
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L'auteur  indique  les  principales  précautions  que  l'on  doit  prendre  dans  la  mesure 
des  étoiles  doubles  :  observer  les  étoiles  brillantes  en  plein  jour  ou  dans  le  crépus- 
cule ;  employer  le  grossissement  le  plus  convenable;  répéter  les  mesures  divers 
jours  plutôt  que  de  les  multiplier  dans  la  même  soirée;  faire  au  moins  trois  me- 
sures d'an{;le  de  position  et  deux  mesures  de  distance  ;  noter  toutes  les  circonstances 
des  observations. 

Dans  le  but  de  déterminer  les  erreurs  personnelles,  M.  Gledliill  propose  ensuite 
une  liste  d'étoiles  qui  devraient  être  observées  par  tous  les  astronomes. 

*  Lockjer  [J.-N.].  — Stav-gazing L'aspect  des  étoiles,    leur 

passé  elleiir  pi'ésent.  i  vol.  Londres,  1878.  [J.  Brett].  (i5i-i56). 

Pritcliett  {  C.-JV.).  — Le  passage  de  Mercure  le  6  mai  1878.  (i56- 
160). 

Observation  du  passage  de  Mercure  à  Glasgow  (Missouri);  phénomènes  physiques. 

Capvon  [J.-R.).  —  Note  sur  l'éclipsé  de  Lune  du  12  aoiit.  (160). 

Swift  (L.).   —  jNolo  sur  la   découverte  supposée  de  Vidcain  par 
M.  Watson.  (161-162). 

L'éclipse  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878.  (162-168). 
Résumé  des  observations  physiques  faites  en  Amérique. 

Holetscheh.  —  Eléments  de  la  comète  découverte  le  7  juillet  par 
M.  Swift.  (i63). 

Denning  [TV.-F.].  —  Notes  sur  les  météores  de  septembre.  (i63- 
i65). 

Memotianda  astronomique  pour  septembre  et  octobre  1878.  (166). 

Martli  [A.].  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes eu  septembre-octobre  1878.  (167-168). 

Dohcrch  [TP".).  —  Les  étoiles  doubles.  Partie  IIL  (169-174). 

Éléments  de  i;  3i2i,  -/  de  la  Couronne  boréale,  ^  d(\  la  Balance,  SSofi^,  w  du  Lion, 
l>  d'Éridan,  21768,  |  du  Rouvier. 

*  Slriu'c  [().).  —  Observations  de;  Poulkova;  t.  IX,   1878.  Obser- 

vations d'étoiles   doubles.   Partit;  L    (A.-W.   Downing].    {iy4~ 
i83). 

Cflcdliill  (./.).  — Liste  des  étoiles  doubles  à  obsiMver  (;n  octobre. 

(1S3-187). 
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Fenrose  (F.-C).  —  L'éclipsé  de  Soleil  du  29  juillet   1878.   (187- 

Description  de  la  couruniie,  observée  à  Deiiver. 

Tenipel  [TV .) .  —  Note  sur  la  réapparition  de  la  comète  II  de  1873. 
(191-192). 

Chrisde.  —  Notes  sur  la  découverte  de  Vulcain,  l'éclipsé  de  Soleil 
du  29  juillet  et  l'éclipsé  de  Lune  du  12  août.  (193-197). 

*  Vo^el.  —  Note  sur  l'étoile  nouvelle  du  Cygne.  (198-199). 

*  IVolf  {li.) .  — Les  taches  du  Soleil  et  les  variations  magnétiques. 
(  Astron .  3Iitt]ieilungen,  n°  46  ) .  (  1 99-20 1  ) . 

*  Astrand.  —  Carte  céleste.  (201-202). 

Notice  nécrologique  sur E.  Quctelet.  (202).  [E.  D.l. 

Denning  [TP^.-F.].  —  Notes  sur  les  météores  d  octobre.  (2o3-2o5). 

Memoranda  astronomiques  pour  octobre-novembre  1878.  (206). 

Marth  {A.).  — Epliémérides  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil  et  des  planètes  en  octobre-novembre  1878.  (  207-208). 

Doberch  {fy.).  —  Les  étoiles  doubles.  Partie  IV.  (209-217). 

Eléments  de  r  d'Ophiiichiis,  /  d'Ophiuchus,  44  du  Bouvier,  vj  de  Cassiopée,  ij}  du 
Bouvier,  36  d'Andromède,  a  de  la  Couronne  boréale,  v.  des  Gémeaux. 

*  Struve  (O.).  —  Observations  de  Poulkova;   t.  IX,  1878.  Obser- 

vations d'étoiles  doubles.  Partie  II.  (217-223).  [A.-W.  Down- 
ing]. 

Lynn  {JV.-T.).  —  L'étoile  variable  T  de  la  Couronne  et  l'Astro- 
nomie populaire  de  M.  Newcomb.  (223-225). 

Nasinjth  [J-)-  —  Note  sur  l'éclat  relatif  de  Vénus  et  de  Mercure. 
(225-226). 

La  conjonction  des  deux  planètes  le  25  septembre  1878  a  donné  à  l'auteur  l'oc- 
casion de  mesurer  leur  éclat  relatif.  L'éclat  de  Vénus  est  environ  deux  fois  et  demie 
celui  de  Mercure. 

Bull,  des  Sciences  mach.,  1^  Série,  t,  III.  (Juillet  1879.)  R  .8 
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Todd  {€.).  —  Observations  de  Jupiter  à  Adélaïde.  (  aaO'-asS). 

Barnehy  (7.).  —  Note   sur  les  couleurs  de   yi,  y2  t^tys   d'Andro- 
mède. (229). 

Cance  (7.-Z.-J/.).  —  \  isibilité  des  satellites  de  Jupiter  à  l'œil  nu. 

{  229-230). 

*  Hall  {^')-  —  Mémoire  sur  les  satellites  de  Mars  (Observations 
de  Washington  pour  1878).  (23o-232). 

*  Draper  [J.-C).  —  Discoverj  of....  Découverte  de  lignes  noires 

du  spectre  solaire  qui  répondent  aux  lignes  de  l'oxygène.  {Amer. 
Journ.,  1878,  octobre).  (232-234)- 

jNotes  sur  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878.  (234-235). 

*  Crould.  —  Tlie  climate Le  climat  de  Cordoba  et  la  période  des 

taches  solaires.  (^77i<^r.  yoM/7z.,  1878,    juin).  (235-237). 

*  Barclay.  —  Ley  ton  astronomie  al —  Observations  astronomiques 

deLeyton-,  vol.  lY,  1878.  (238-239). 

Gledhill  [J .) .  —  Position  des  étoiles  doubles  à   observer  en  no- 
vembre. (239-242). 

Denning  {Tf'.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  novembre.  (24^- 
243). 

Memoranda  astronomiques  pour  novembre-décembre  1878.  (244)- 

Marth  [A.].  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes pendant  le  mois  de  novembre  1878.  [i^^-i^i^]. 

Réunioîv  de  la  Société  Astrokomique  de  Londres  le  8  novevnbre 
1878.  (247-262). 

Picinarqiics  de  M.  Airy  sur  la  découverte  faite  par  M.  Gill  qu'il  y  a  une  différence 
d'équation  personnelle  entre  l'observation  iiiéridienne  d'étoiles  de  diverses  gran- 
deurs. 

Discussion  entre  I\1M.  Ranyard,  Clirislic  et  Srlnistor  sur  l'apparence  des  li{;nes 
brillantes  du  spectre  solaire  que  M.  Draper  alti'ibiic  à  l'oxygène. 

Schusicr  [yf .).  —  T-a  couronne  solaire  pendant  l'édipse  de   1878. 
(262-266  ). 
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La  couronne  a  été  de  dimensions  Iri's-réduites  et  la  totalité  do  sa  lumière  était  de 
la  lumière  solaire  réfléchie  par  des  particules  solides  ou  liquides  enveloppant  le 
Soleil  comme  un  anneau  de  météores;  dans  les  éclipses  précédentes,  on  avait  con- 
staté rexistenco  d'une  lumière  propre  à  la  couronne.  Les  observations  américaines 
ont  encore  démontré  que  la  polarisation  de  la  couronne  décroît  rapidement  lorsque 
l'on  s'éloigne  du  Soleil. 

*  Bazlej  i^T.-S.).  —  TJie  stars —  Les  étoiles  dans    leur   course. 

I  vol.  Londres,  1878.  (266-2(18). 

Gledhill  (/•)•  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  décembre.   (26^- 

270). 

Denniiig  [TF,-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  décembre.  (270- 

271). 

Corder  [H.].  —  Observations  des  étoiles  filantes  d'octobre  1878. 
(272-273). 

*  Soret.  —  Reclierches  sur  l'absorption  des  rayons  ultra-violets 

T^diT ài\ erses  s\xhslaLn.ce.s.  {Archives  de  Genève,  aoiit  1878).  (273- 
274).  [M.-L.  H.]. 

*  Boss  [L')- —  The  transit —  Le  passage  de  Mercure.  (274-27.J). 

Dans  une  Communication  à  l'Institut  d'Albany,  M.  Boss  a  démontré  que  les  ob- 
servations du  dernier  passage  de  Mercure  étaient  favorables  à  l'existence  d'une 
planète  intra-mercurielle. 

Marth  [A.).  —  Epliémérides  pour  robservation  physique  des  pla- 
nètes en  décembre  1878.  (277-278). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  i3  décembre 
1878.  (279-295). 

f*ratt  [H.).  —  Note  sur  le  nouveau  cratère  signalé  par  M.  Klein 
au  nord  de  Huygens.  (296-300). 

Le  prétendu  nouveau  cratère  est  une  dépression  très-faible  dont  le  fond  est  un 
peu  obscur;  il  est  difficile  à  voir.  D'anciens  dessins  et  des  photographies  faites  par 
M.  Rutherfurd  en  1873  montrent  l'existence  d'une  tache  sombre  dans  ce  môme 
point. 

Penrose  [F.-C).  —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  météo- 
riques. (3oo-3o2). 

La  couronne  solaire  serait  due  à  des  anneaux  météoriques  éclairés. 

R.8. 
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*  GUI.  —  Six  viontlis Six  mois  à  l'Ascension-,  récit  non  scicn- 

lilique  d'une  ex|>édiLion  scientifique,  i  vol.  Londres,  i8j8.  (3o2- 
3o4). 

Oledhill [J.).  — Etoiles  doubles  à  observer  en  janvier.  (3o4-3o5). 

J^eiiJiing  [W.-F.). —  Notes  sur  les  météores  de  janvier.  (3o5-3()7). 

Prilcheit  [C.-TV.].  — Nuage  elliptique  observé  sur  Jupiter  du  5  au 
i5  juillet  1878.  (307-309). 

Pritchett  (  C.-TV.).  —  Note  sur  la  transparence  de  l'atmosplière  à 
de  grandes  altitudes.  (3og-3io). 

Tehbutt  [J ■)•  —  Remarques  sur  les  éclipses  du  deuxième  satellite 
de  Jupiter.  (3i  1). 

*  Clarlie  (colonel  ).  —  The  fii^ure La  figure  de  la  Terre.  [Phi/. 

Mag.,  août  1878).  (3ia-3i4). 

*  Loc]<yer  et  Scliuster.  —  Jhe  solar —  L'éclipsé  totale  de  Soleil 

du  6  avril  i8;j.  {PJiil.  Tians.,  1878).  (3i4-3i6). 

Joîinson   [R.-C).  —    Note  sur    son  Observatoire  de  Bebington. 
I3i6). 

*  Gjldéii.  —  Détermination  de  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles 

de  diverses  grandeurs.  [F ierteljahrsschrift  der  Aslr.  Gesellsch.). 

(3i7-3i8). 

Stokes.  —  yJn  accurate Métliode  exacte  pour  déterminer  le  rap- 
port de  dispersion  des  objectifs  [Proc.  Poj.  Soc,  1878).  (3i8). 

Newton  [H. -A.). —  Tlie  origin —  L'origine  des  comètes.  [Amer. 
Journ.f  1878,  septembre).  (3  i9-3'.>.'i). 

Marth.  [A.). —  Positions  du  satellite  de  Neptune  en  janvier  1878. 
(323). 

MiCiMonANOA  astronomiques  pour  janvii'r  et  février  1878.  (323-324). 

Réuision  r>v.  T,A  Société   vVstroisomiqi  1,   de  Londres  le  10  janvier 
1879.  (32:)-338). 
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Discussion  entre  MM.  Neison,  de  La  Rue,  Christie,  Noble  et  Gill  sur  les  change- 
ments soupçonnés  par  le  D""  Klein  dans  les  régions  de  la  Lune  voisine  de  Huygeiis. 

Discussion  entre  MI\1.  Pluninier,  Christie,  Ranyard  et  Noble  sur  les  phénomènes 
jjliysiques  des  occultations  d'étoiles. 

iSawjer  [E.-F.).   —  Les  étoiles  (liantes  du  23  au  3o  novembre 
1878.  (339). 

*  Ahnej  {JV.  de  TT  .).  —  PhotograpJiic —  Le  procédé  de  l'émul- 

sioii  en  Photographie.  (34o-344)-  [J-  Bretl]. 

Gledliill  [J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  février.  (  344-34'-^)  • 

Denning  I^TV.-F.). — Notes  sur  les  météores  de  février.  (345-346)- 

Struve  [O.).  — Tlemarques  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
à  Poulkova.  (347-349). 

M.  Struve,  répondant  à  quelques  critiques  de  M.Downing,  explique  qu'il  n'a  pas 
employé  à  ses  mesures  le  micromètre  à  double  image  de  M.  Airy,  parce  que,  à 
l'époque  où  cet  instrument  a  acquis  une  perfection  suffisante,  ses  mesures  étaient 
déjà  entreprises,  et  qu'il  ne  lui  parait  pas  prouvé  qu'il  soit  plus  exact  que  le  mi- 
ciomètre  à  fils. 

Birt{Tir.-R.). —  Note  sur  le  cratère  du  D""  Klein  voisin  deHuygens. 
(  349-351). 

S  cil  us  ter  [A.]. —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  météoriques, 
(35x-352). 

*  LocUyer  [J.-JY.).  —  Quels  sont  les  éléments  des  corps  composés? 

(353-355). 

Illarth  [yJ--)-  —  Ephémérides  des  deux  satellites  extérieurs  d'Ura- 
nus  en  février  et  mars  1879.  (355). 

Memoiiaivda  astronomiques  pour  février  et  mars  1879.  (356). 

RéTjIs'ioiv  nE  LA  Société  Astrokomiqle  de  Londres  le  i4  février  1879. 
(357-363). 


Doheiclx  (^/^ .).  —  L'inventeur  de  la  lunette.  (364-37o). 

L'inventeur  de  la  lunette  est  Jean  Lapprey,  de  Middelbourg,  qui  obtint  un  privi- 
lège des  Fltats  de  Hollande  en  1608. 

Russell  [H.-C .).  —  Note  sur  les  observations  astronomiques  faites 
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dans   les    Montagnes  IjIcuc.s,     auprès    de    Sydney.  (jN.-S.-W.''. 
(370-37J). 

A  projiosdes  observations  à  faire  pour  le  passage  de  \'éniis  de  187.'!,  M.  Riisscll  a 
transporté  à  la  station  de  WoodI'ord,  située  dans  les  Montagnes  Bleues,  à  une  alti- 
tude de  220O  pieds  anglais,  un  éqiiatorial  de  7^  pouces  de  Merz  et  un  spectroscope 
de  Hilger.  A  l'aide  de  ces  deux  instruments,  il  a  pu  constater  par  des  observations 
spectrales  des  lignes  solaires  voisines  de  D  et  par  dos  observations  sur  Jupiter  et 
des  étoiles  doubles  la  transparence  exlrème  du  ciel  de  ces  montagnes.  L'augmenta- 
tion de  transparence  sur  le  ciel  de  Sydney  est  d'environ  5o  pour  loo.  La  Note  de 
M.  Kussell  est  accompagnée  d'un  dessin  des  lignes  voisines  de  D  aux  diverses 
heures  du  jour,  qui  montre  très-bien  quelles  sont  celles  de  ces  lignes  qui  ont  une 
origine  atmosphérique. 

*  Flainmm^ion  [C).  — Catalogue  d'étoiles  doubles,   i   vol.  Paris, 

J878.  (376-380). 

Gledhill[J.  ).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  mars.  (38o-38-2). 

Deiining  [TV.-F.].  —  Notes  sur  les  météores  de  mars,  (382-383). 

Downmg  [yl.-TV.). —  Remarques  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles 
parM.  O.  Struve.  (383-385). 

Réponse  aux  objections  que  M.  O.  Struve  avait  faites  à  l'emploi  du  micromètre 
à  double  image  pour  la  mesure  des  étoiles  doubles.  M.  Downing  aflirme  la  supé- 
riorité de  ce  dernier  sur  le  micromèlre  à  fils,  en  invoquant  le  témoignage  des  re- 
cherches de  M.  Barclay  à  Lcytoii. 

*  Newcomh  [S.]. — Resenrclies  on Reclierclies  sur  le  mouvement 

de  la  Lune,  i  vol.  Washington,  1878.  (386-388).  [E.  Neison]. 

*  Holdeii  [A.-P.).  —    TJie  Sun-spot —   Le  cycle  des   taches  so- 
laires. {^Metvopolllan  scientijlc  Association).  (38g-3go). 

*  Pichering.  —  Rapport  sur  les  travaux  de  l'Observatoire  de  Har- 

vard Collège  en  1878.  (391-392). 

Marth  {A .).  —  Ephéméride  des  satellites  d'Uranus  en  mars-avril 
1879.  (3^3). 

M^MonAiNDA  astronomiques  pour  mars-avril  1879.  (394)- 

Réikion  i)i:  i.\  SociKTK  AsTnoKOMiQi'E  de  Lojidrcs  le  i4  mars  1879. 
(395-4  Jo\ 

A'ive  discussion  entre  i\l,M.  ralni:ij;c,  Knolt,  Cill,  Neison,  l)^ni^in,  C.liristie,  lord 
Lindsay.  etc.,  à  propos  d'une  INoti'  de  M,  Sadicr  ^ur  qncbiucs  erreuis  (pii  se  rencon- 
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treiil  dans  le  Celestial  cycle  de   l'amiral  Smyth  ;  la  mémoire  de  l'amiral  Smyth  est 
défendue  par  tous  les  orateurs. 

Troiivelot  i^E.-L.).  — Note  sur  quelques  taclies  observées  sur  Ju- 
piter le  20  septembre  1878.  (4io-4t2). 

*  Schmidi  [J.-F.-J.).  —  Carte  de  la  Lune.    (4i3-4i5).   [J.  Bir- 

luingliam]. 

Gledhill  (/. ).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  avril,  [^l^^-^li^). 
Denning  [JF.-F.].  — Notes  sur  les  météores  d'avril.  (4i^-4i8). 
Ellery  [Ji.-L.-J.].  —  Spectre  de  y]  d'Argo. 

*  ScJwiidt  [J.-F.'J.].  —  Observations  d'étoiles  variables.  {Astron. 

Nadir.,  n°^  2213  ù  2227).  (419-420). 

*  Lœwy  [J^t-]-  —  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  de  la  flexion 

des  instruments    méridiens.    (^Comptes   rendus,  t.   LXXXVIl, 
n«  24).  (421). 

*  Gaillot.  —  Note  sur   un  changement  annuel   de  la  latitude  de 

l'Observatoire  de  Paris.  [Comptes  rendus.^  t.  LXXXVII,  n"  19.) 
(422). 

Tacchini.  —  Visibilité  de  la  couronne  solaire  en  plein  jour.  (423- 
424). 

Martli  {-A')-  —  Ephéméride  des  deux  satellites  extérieurs  d'Uranus 
pour  avril-mai  1879.  (425). 

Memokawda  astronomiques  pour  mai  18^9.  (426).  G.  R. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  LXXXVIII;  1879,  i"  semestre. 

N«  16;  21  avril. 

Baillaud.  —  Observations  des  phénomènes  des  satellites  de  Jupi- 
ter, faites  à  l'Observatoire  de  Toulouse  eu  1878.  (8o3). 


io4  SliCUNDE  PARTIE. 

ylppell.  —  Foriiialion  d'une  fonction  F(jr)  possédant  la  propn'élc 

F[o(x)]==F(.r).  (807). 

Soit  j;_,(j:)  la  l'onction  inverse  dej;(^);  posons 

?-n{^)=  ?-,|ç--,[...y-,(j.-)]!> 

les  symboles  fonctionnels  9  et  ;;_,  étant  employés»  fois  dans  les  seconds  membres. 
Considérons  encore  une  l'onction  rationnelle /(//)  d'une  variable  u  et  formons  la 
série 

n:=  -♦-  00 

F(.r)-V/[p„(a-)], 
«  =  —  00 

/[?«(-^)]  étant  ce  que  devient  /(«)  quand  on  y  remjilace  u  par  ç)„(.r).  Si  cette 
série  est  converjjente,  elle  définit  une  fonction  F(a;)  qui  possède  la  propriété 

L'-uileur  ai>]diquc  ce  procédé  aux  cas  où  l'on  a  5;(.r)^x',  j.'— 1. 

N°  17-,  28  avril. 

Jiuniii  (J.).  —  Sur  la  lumière  électrique.  (829). 

Gournerie  [de  la).  —  Sur  des  critiques  relatives  à  des  expériences 
entreprises  pour  déterminer  la  direction  de  la  pression  dans  les 
arches  obliques.  (832). 

Borchardt  {€.).  —  Sur  le  choix  des  modules  dans  les  intégrales 
hyperelliptiques.  (834)- 

Dans  les  intégrales  elliptiques,  le  module  peut  être  défini  sous  deux  formes  dif- 
férentes qui  s'accordent  pourtant  entièremeut,  l'une  al(;ébrique,  qui  repose  sur  la 
considération  des  valeurs  pour  lesquelles  s'évanouit  le  radical  qui  se  trouve  sous 
l'intégrale,  l'autre  transcendante,  qui  donne  la  racine  carrée  du  module  en  forme 
de  quotient  de  deux  fonctions  9-  à  argument  zéro. 

C'est  la  première  de  ces  définitions  que  Iliclielot  a  étendue  aux  intégrales  hyper- 
ellipti([ues;  mais  les  modules  qu'il  introduit  n'ont  aucune  analogie,  sous  le  point 
de  vue  transcendant,  avec  les  modules  des  fonctions  elli|)tiques. 

M.  Borchardt,  en  se  bornant  d'ailleurs  au  cas  où  le  jiolynônie  sous  le  radical  ne 
dépasse  pas  le  sixième  degré,  proi^oso  de  substituer  aux  trois  modules  de  Richelol 
trois  autres  modules,  f|ui  correspondent  exactement,  sous  le  point  de  vue  transcen- 
dant, il  la  deliuition  du  mod:ile  des  fonctions  elliptiques,  et  dont  on  obtient  les 
racines  carrées  en  divisant  par  le  S-  priucij^al  (S,  de  M.  'VN  eierslrass)  h's  trois 
fonctions  S',  ipii  en  dérivent  par  l'addition  d'une  tlemi-périodc  réelle,  et  faisant 
ensuite  l'argunieni  égal  ii  zéro  dans  les  (piiiticnls. 
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Tempel.  —  Observation  de  la  comète  périodique  IJ,  186^  (Teiii- 
pel)  ,    faite    par    M.    Tempel    à    l'Observatoire   de    Florence. 

(849)- 

Gjldëîi  [H.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le 
problème  des  deux  corps.  (85o). 

En  posant  tz^f[u)  dans  les  équations 

d}  X  .r  d' Y  y 

dt^        '    r"  de*        '^  /•' 

on  obtient  deux  équations  difTérentielles  où  la  variable  u  remplace  le  temps  t\  on 
peut  ensuite  établir  entre  11  et  r  telle  relation  que  l'on  voudra  ;  M.  Gyldén  exa- 
mine le  cas  où  l'on  pose  f'{u)=^fir,  y3/-',  /3r',  /3  étant  une  constante;  dans  les 
deux  premiers  cas,  «  représente  l'anomalie  vraie  ou  l'anomalie  excentrique;  mais  la 
troisième  supposition  est  particulièrement  intéressante,  parce  qu'elle  permet  d'ex- 
primer les  coordonnées  du  mobile  en  fonctions  elliptiques  de  la  variable  u,  liée 
elle-même  au  temps  t  par  une  équation  simple. 

Picard  {E.).   —   Sur  une   classe   de   fonctions   non    uniformes. 

(852). 

L'auteur  donne  le  moyen  de  trouver  un  développement,  valable  pour  tous  lea 
points  du  plan,  d'une  fonction  d'une  variable  complexe  n'admettant  que  trois 
points  singuliers  ;  sa  méthode  s'applique,  par  exemple,  aux  fonctions  qui  naissent  de 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire  à  laquelle  satisfait  la  série  hypergéo- 

1 
métrique.  Il  y  montre  d'abord  comment  la  substitution  z  =  e.»   permet   d'obtenir, 

l>our  une  fonction  n'ayant  à  l'intérieur  d'un  cercle  dont  l'origine  est  le  centre  qu'un 
seul  point  singulier  situé  à  l'origine,  un  développement  valable  pour  tous  les  points 
du  cercle;  puis,  en  s'aidant  desreclicrehesde  M.  Fuchs  sur  l'équation  différentielle 
linéaire  qui  relie  les  quantités  K  et  K'  au  carré  r  du  module  tle  la  fonction  ellip- 

tique  et  sur  la  fonction  -  de  y  définie  par  l'égalité  </  =  e  H  ^  fonction  holo- 
morphe  dans  le  cercle  de  rayon  égal  à  i  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  il  parvient 
à  la  solution  du  problème  qu'il  s'est  posé. 

Plctet  [R-)-  —  Démonstration  tliéoriquc  et  expérimentale  de  la 
définition  suivante  de  la  température  :  u  La  température  est 
représentée  par  la  longueur  de  l'oscillation  calorifique  des  mo- 
lécules d'un  corps  )).  (8j5). 

Boiirbouze.  —  Sirène  à  régulateur  électromagnétique.  (858). 

André  [Ch.].  —  Sur  un  mode  d'enregistrement  continu  de  la 
direction  du  vent.  (858). 
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N*»  18;  3  mai. 

Gourneric  [de  la).  — Expériences  pour  détcrniincr  la  direclioii 
de  la  pression  dans  une  arche  biaise.  (834)« 

Borchardt. — Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonctions 
liyperellipliques  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  produisent 
la  duplication,  (885). 

Les  formules  de  la  transformation  de  Landen  établissent  une  liaison  du  second 

I       k' 
ordre  entre  des  fonctions  doublement  périodiques  au  module —  et    d'autres  au 

I  -T-  ft 

module  A-.  En  composant  les   formules  de  Landen  avec  celles  de  la  transformation 

imaginaire   élémentaire,    les   fonctions  doublement    périodiques  au   module  k  se 

changent  (^w    d'autres  au  module    A'.  On  parvient  donc,  par  cette   composition,  à 

une  transformation   imaginaire  et  du   second  ordre  qui  conduit  du  module  k'  au 

,    ,     ,        '  —  ^'     ,,              .        '  —  ^■'  ,  ...  ,.       .      ,         -  . 

module  >.  = t-,  ;  1  expression r-,  avant  la  propriété  que,  appliquée  deux  fois 

l  -r  A  I  -1-  /( 

de  suite,  elle  ramène  le  module  primitif  k' ,  il  est  clair  que  la  transformation  con- 
sidérée, appliquée  deux  fois,  produit  la  duplication.  M.  Borchardt  recherche  Lana- 
logue  de  cette  propriété  dans  les  fonctions  hyperelliptiques;  la  transformation  à 
laquelle  il  parvient  jouit  de  cette  propriété  que  les  modules  primitifs  x,,  x.,  x,  et 
les  modules  transformés  ).^,  >.,,  J.,,  modules  définis  par  Tauteur  dans  la  séance  du 
28  avril,  sont  liés  entre  eus  par  les  équations 


;       '~^' 

-H  Z,  -  Z3 

^'-i  +  x. 

-i-Xj-t-X, 

_i  +  x, 

—  X,  —  x. 

'''-.-,-x. 

-t-Xj-f-Xj 

,    .  '—'' 

—  ^,  -+-  ^3 

qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  font  retomber  sur  le  module  primitif. 

Blaniiheim  {A.).  —  Détermination  géométrique  des  ombilics  de  la 
surface  de  l'onde.  (902). 

Jordan  [C).  —  Sur  l'équivalence  des  formes  algébriques.  (906). 

Deux  formes  à  «  variables  de  degré  m,  à  coefTicients  réels  et  complexes,  sont 
dites  algébriquement  équivalentes  si  l'une  peut  être  transformée  dans  l'autre  par 
une  substitution  linéaire  de  déterminant  i.  L'équivalence  est  dite  arithmétique  et 
les  deux  formes  appartiennent  à  la  même  classe  si  les  coeiïicients  de  la  substitution 
sont  des  entiers  réels  ou  complexes.  M.  Jordan  démontre  en  général  que  les  lormes 
il  coeflicients  entiers  (réels  ou  complexes)  algébriciucment  équivalentes  à  une  même 
forme  de  déterminant  différent  de  zéro  ne  constituent  qu'un  nombre  limité  de 
classes,  proiiosition  (jui  n'était  établie  que  pour  les  formes  quadratiques  et  les 
lormes  binaires. 
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Gaspaiis  [yJ .  de).  —  Sur  Je  calcul  des  pcrtuihalions.  (908). 
Sincci  (/''.).  — Sur  un  théorème  de  Dynamique.   (909). 

Lorsqu'un  point  parcourt  une  courbe  plane,  si  l'on  décompose  la  force  en  deux, 
l'une  passant  par  un  point  fixe  quelconque,  l'autre  suivant  la  tangente,  la  première 
est  proportionnelle  au  rayon  vecteur,  au  cube  inverse  de  la  dislance/»  du  point 
lixe  à  la  tangente  et  à  une  fonction  arbitraire;  la  seconde  est  proportionnelle  au 
carré  inverse  de  la  distance  ^  et  à  une  autre  fonction  arbitraire,  qui  est  la  dérivée 
par  rapport  à  l'arc  de  la  première  fonction  multipliée  par  le  rayon  de  courbure. 

N°  19;   12  mai. 

Cheureul  (E.).  —  De  la  vision  des  couleurs  et  particulièrement  de 
l'iniluencc;  exercée  sur  la  vision  d'oljjets  colorés  cjui  se  meuvent 
circulairement  cjuand  on  les  observe  comparativement  avec  des 
corps  en  repos  identiques  aux  premiers.  (929). 

JMoucJwz.  —  Cartes  de  la  cote  de  Tunisie  et  de  Tripoli.  (pSo). 

Gournerie  [de  In).  —  Sur  l'histoire  de  la  théorie  de  la  poussée  au 
vide  dans  les  arches  biaises.  (952). 

Borchnrdt.  —  Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonc- 
tions hyperelliptiqucs  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  pro- 
duisent la  duplication.  (955). 

La  transformation  hyperelliptique  imaginaire  et  du  second  ordre  exposée  dans 
la  séance  précédente  n'est  pas  la  seule  qui  jouisse  du  caractère  particulier  qui 
est  considéré  par  l'auteur  :  il  existe  une  grande  variété  de  ces  transformations  et 
parmi  elles  se  trouvent  un  certain  nombre  de  transformations  réelles;  parmi  ces 
dernières,  M.  Borchardt  étudie  spécialement  celle  qui  lie  entre  eux  les  résultats 
de  Gopel  et  de  M.  Rosenhain.   . 

Ccdlandreau  (O.).  —  Sur  les  moyens  employés  par  M.  Gyldén 
pour  régler  la  convergence  des  développements  trigonomélriques 
représentant  les  perturbations.  (960). 

Gyldén.  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le  pro- 
blème des  deux  corps.  (9(33). 

Suite  de  la  Communication  du  28  avril.  L'auteur  montre  comment  les  expressions 
qu'il  a  trouvées  pour  les  coordonnées  d'un  mobile  attiré  vers  un  centre  fixe,  sui- 
vant la  loi  de  Newton,  s'appliquent  encore  lorsque  l'excentricité  est  plus  grande 
(jue  l'unité  et  même  lorsque  la  force  est  répulsive. 

André  [D.].  —  Développements  de  séc  x  et  de  langx.  (960  ). 

Règle  pour  former  directement  les  coefficients, 
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Mouton.  —  Sur  deux  applications  de  la  méthode  de  MM.  Fizeau 
et  Foucault.  (9(57). 


JOURNAL  fUr  die  reine  lnd  angewandte  Matiiematik,  herausgegeben  von 

C.-W.  RORCUARDT  ('). 

Tome  LXXXIV;  1878. 

Fi'oheniuf!.  —  Sur  les  substitutions  linéaires  et  les  formes  bili- 
néaires.  (i-()3). 

Dans  les  recherches  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques  en  elles-mêmes, 
on  s'est  borné  jusqu'à  présent  h  considérer  le  cas  {jéiiéral,  et  l'on  n'a  épuisé  que  poul- 
ies formes  ternaires  les  exceptions  que  subissent  les  résultats  dans  certains  cas  spé- 
ciaux (Bachmann,  t.  LXXVl,  p.  33i  ;  Hcrmite,  t.  LXXVIII,p.  325  du  même  Recueil): 
c'est  pourquoi  M.  Frobenius  a  cherché  à  combler  cette  lacune,  qui  se  trouve  aussi 
bien  dans  la  démonstration  des  formules  qu'ont  données  MM.  Cayley  (t.  XXXII, 
p.  119)  et  Hermite  (t.  XLVII,  p.  Sog)  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
que  dans  les  réflexions  faites  par  M.  Rosanes  (t.  LXXX,  p.  b'i)  sur  le  caractère  de 
la  transformation.  En  remplaçant  les  formes  quadratiques  par  des  formes  symé- 
triques bilinéaires,  l'auteur  fut  porté  à  étendre  ses  recherches  h  des  formes  al- 
ternées. La  question  relative  à  l'existence  de  représentations  rationnelles  analogues 
pour  la  transformation  de  toute  forme  bilinéaire  à  variables  cogrédientes  en  elle- 
même  est  encore  à  examiner  de  plus  près.  Si  la  forme  est  générale,  c'est-à-dire  si 
toutes  les  racines  d'une  certaine  équation  sont  toutes  différentes  les  unes  des 
autres,  elle  se  prête  à  une  telle  représentation,    signalée  par  M.  Christoffel. 

Quand  on  ne  soumet  préalablement  à  une  substitution  linéaire  qu'une  série  des 
variables  d'une  forme  bilinéaire,  les  coeflicients  de  la  forme  primitive  entrent  dans 
les  expressions  pour  les  coetficients  de  la  forme  transformée  tout  de  même  que  les 
coefficients  des  substitutions.  Donc,  la  forme  étant  regardée  comme  un  opérande 
et  la  substitution  comme  une  opération  qu'on  lui  fait  subir,  dans  le  résultat,  la 
différence  qui  est  entre  l'opérande  et  l'ojiératcur  se  trouve  être  oi)litérée,  de  la 
même  manière  que  pour  la  multiplication  celle  (|ui  est  entre  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur,  ou  pour  le  calcul  des  quaternions  celle  qui  est  entre  un  système  de 
deux  droites  dans  l'espace  et  l'opération  de  l'allongetueut  et  de  la  rotation  qui  fait 
passer  un  système  de  celle  espèce  dans  un  autre.  Ces  rcHexions  ont  décidé  M.  Fro- 
benius à  traiter  la  composition  des  substitutions  linéaires  au  lieu  de  la  transforma- 
tion des  formes  bilinéaires. 

§  1.  Multiplication.  —  §  2.  Division.  —  §  3.  Fonctions  rationnelles. —  §  4.  Diffé- 
rentiation.  —  §  5.  Former  décomposables.  —  §  G.  Équivalence.  —  §  7.  Similitude. 
—  §  8.  Transformation  des  l'ormes  bilinéaires  en  elles-mêmes.  —  §  9.  Transforma- 
tion des  formes  bilinéaires  à  variables  cogrédientes  eu  elles-mêmes.—  §  lO.Trans- 


('}   Voir  llnllrliii,    >.'  série.   I.   II,]>.    •.!>!, 
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formation  des  formes  symétriques  et  des  Cormes  alternées  en  elles-mêmes.  —  §11. 
Étude  des  cas  limites.  —  §  12.  Formes  orthogonales.  —  §  13.  Formes  semblables 
ortho[;onales.  —  §  14.  Nombres  complexes. 

Hermilct  [Cli.].  — Sur  la  formule  de  Maclaurin.    Extrait  d'une 
Lettre  à  M.  Borcliardt.  (64-69). 

La  l'onction  génératrice  des  sommes 

S  (.r  ),,=  !"  H- 2"  H- 3" -i-  ...  -i-(a:— 1)", 
savoir 


se  change,  lorsque  l'on  remplace  A  par  il  et  que  l'on  sépare  les  termes  réels  des 
imaginaires,  en  deux  égalités  d'où  l'on  tire  immédiatement  les  propriétés,  décou- 
vertes par  M.  Malmsten,  des  polynômes  S(.c)^.  La  facilité  avec  laquelle  ces  consé- 
quences découlent  de  la  forme  trigonométrique  des  fonctions  génératrices  con- 
duit à  employer  ces  mêmes  fonctions  pour  établir  la  formule  de   Maclaurin  pour 

I         f{^)dx. 

^    0 

Herniite  [Ch.].  —  Sur  la  formule   d'interpolation  de  Lagrange. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Borcliardt.  (70-79). 

«  Je  me  suis  proposé  de  trouver  un  polynôme  entier  F(j;)  de  degré  n —  i,  satis- 
faisant aux  conditions  suivantes, 

F(û)  ==/(«),     F'(«)  =/'(«),     ...,     F<"-''(«)=/»-'H«), 
V{b)=.f{b),     F'{b)^f'{b),     ...,     F(?-"(/0  =/?-'' (^\ 

V{l)=f{l),     ¥'{l)=f'il),     ...,     fC'-')(/)=/(^->)(0, 

oii/(x)est  une  fonction  donnée.  En  supposant  c  -f-  jî  -h  . . .  -h  ).  =  n,  Ia  question  est,, 
comme  on  voit,  déterminée,  et  conduira  à  une  généralisation  de  la  formule  de  La- 
grange  sur  laquelle  je  présenterai  quelques  remarques.  » 

Schendel  [Léopold).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions. 

(80-84). 

Schadj.   —   Tables  pour   les  terminaisons    des  nombres  carrés. 

(85-88). 

Jordan    [Cauùlle).  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles 
linéaires  à  intégrale  algébrique.  (89-215). 

Introduction.  —  M.  Fuclis  s'est  proposé  (ce  Journ..  t.  LXXXI)  de  déterminer  les 
divers  types  d  équations  linéaires  du  second  ordre  - — ^+/C-)  -, — H/  (  =  )"  ^^o 
dont  l'intégrale  générale  est  algébri(|iic.  A  cet  effet,  après  avoir  transformé  l'équa- 
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lion  jiroposée  en  une  autre  ne  contenant  plus  la  dorivée  —  >  il  établit,  par  des  con- 
sidérations fondées  sur  la  théorie  des  covariants,  que,  en  désignant  par  x,  y  deux  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  transformée,  il  existe  une  fonction  entière  et  ho- 
mogène 5>(.c,  ;•),  d'un  degré  non  supérieur  à  12,  qui  est  racine  d'une  équation  bi- 
nôme ayant  pour  second  membre  une  fonction  rationnelle  de  la  variable. 

M.  Klein  a  confirmé  et  précisé  ces  résultats  {SitzunL:sberichte  der  physikalisch- 
ntedicinischen  Societàt  zti  Erlaris^en,  187(3)  en  s'appuyanl  sur  la  détermination  qti'il 
avait  faite  précédemment  {3Iathematische  j4nnalen,  t.  IX)  des  groupes  «l'ordre  fini 
contenus  dans  le  groupe  linéaire  à  deux  variables. 

Il  est  aisé,  en  effet,  de  se  rendre  compte  de  l'identité  de  ces  deux  problèmes. 

Soit 

d!"u        ,  ,       <i"^-\t 

^„-^-/,(~)  -^-^^  -+ H-/,„(  =  )«  =  o, 

une  équation  différentielle  linéaire  ayant  pour  cncfllcients  des  fonctions  monodromes 
de  z.  Elle  a  un  nombre  infini  de  (onctions  intégrales,  chacune  d'elles  étant  déterminée 
par  les  valeurs  que  prennent  la  fonction  et  ses  m —  i  premières  dérivées  pour  la 
valeur  initiale  de  z.  Ces  intégrales  sont  toutes  des  fonctions  linéaires  de  m  d'entre 
elles,  «,,  H,,  . . .,  7/^. 

Supposons  que  la  variable  décrive  un  contour  fermé  arbitraire.  Lorsqu'elle  re- 
viendra au  point  de  départ,  les  fonctions  »,,  ?/j, .  .  .  pourront  redevenir  les  mêmes, 
on,  plus  généralement,  auront  été  transformées  en  a,  f',-t-/î,  u.-V-  .  . .,  v.^_u^-\-S,^ii^-^. . ., 
c.,,  /3,,. . ..  «j,  y?,,. . .  étant  des  constantes  dont  le  detei-minant  est  >o.  L'ensemble 
des  substitutions 

«,,«„,...,      K,  J7i  -h /3,//3  H-  .  .  .,      «,«,  H-  /3.;7/,  H- .  .  ., 

correspondantes  aux  divers  contours  fermes  que  l'on  peut  tracer  dans  le  plan,  for- 
mera le  groupe  de  l'équation  différentielle  proposée. 

Si  les  diverses  intégrales  h,,  u^,...  satisfont  à  des  équations  algébriques  ayant 
pour  coefficients  des  fonctions  monodromes  de  z,  une  intégrale  quelconque 
c,  «, -t- f,  Kj-i- . . .  n'aura  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  distinctes  et,  par  suite,  le 
groupe  de  l'équation  ne  contiendra  qu'un  nombre  fini  de  substitutions.  Il  y  a  donc 
identité  entre  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Énumérer  les  divers  types  d'équations  différentielles  linéaires  d'ordre  w  dont 
toutes  les  intégrales  soient  algébriques. 

2°  Construire  les  divers  groupes  d'ordre  fini  que  contient  le  groupe  linéaire  h  m 
variables. 

Dans  le  Chapitre  I  du  présent  Mémoire,  nous  résolvons  ce  second  j)roblème,  pour 
les  équations  du  second  ordre,  par  une  méthode  nouvelle  etdirecte.  Nous  trouvons, 
d'accord  avec  M.  Klein,  qu'en  dehors  des  groupes  exclusivement  composés  de  substi- 
tutions de  la  forme  |  x,j-ax,  bj  \  ou  de  substitutions  de  cette  forme  combinées 
avec  une  substitution  |  j:,j  w,  dx  \  ,  il  n'existe  que  trois  types  de  groupes  d'ordre 
fini. . . . 

Dans  le  Chapitre  11,  nous  étendons  cotte  méthode  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
;;  de  variables,  et  nous  arrivons  à  ce  théorème  fondamental  : 

Tout  groupe  G  d'ordre  fini  contenu  dans  la  groupe  linéaire  à  p  variables  con- 
tiendra un  groupe  F  de  substitutions  de  la  forme 

I  -r,  r,  - o-^-  l>j,  et,...  \  , 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  211 

auquel  toute!;  ses  siil)stilulions  sont  permutables,  et  G  aura  pour  ordre  If,  f  étant 
l'ordre  de  F  et  ).  un  entier  inférieur  à  une  limite  fixée,  laquelle  ne  dépend  que  de  p . 

Cette  proposition,  qui  ne  diffère  que  par  l'énoncé  de  celle  qu'avait  trouvée  M.  Fuchs 
pour  le  cas  où  ^  =  2,  peut  encore  se  formuler  comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  Si  une  équation  différentielle  linéaire 

d'il        ,    dP   '^/ 

h  A, -+-•••  -f-  A„  ?/  =  0 

dtf  '  dt"-'  " 

a  toutes  ses  intégrales  algébriques,  ces  intégrales  s'exprimeront  linéairement  par  les 
racines  d'équations  binômes  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  monodromei 
de  t  et  des  racines  d'une  équation  auxiliaire  X  =:^  o.  Le  degré  de  cette  équation  auxi- 
liaire sera  inférieur  à  une  limite  fixe. 

Dans   le  Chapitre  III,   nous  traitons  le  cas  où  ji  =  3.    Ces   résultats,    appliqués 
aux  équations  différentielles,  donnent  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  l'équation  linéaire  du  troisième  ordre 


d'n        .    d-u 

.     dli         , 

■  +  A,  -—H 

-  A,  -,   -h  A,u 

dl'            '   dt- 

'  dt          " 

a  ses  intégrales  algébriques,  l'équation  auxiliaire  X  =  o  du  théorème  1  aura  pour 
degré  i,  2,  3,  l\,  5  ou  g.  Dans  ce  dernier  cas,  ce  sera  une  équation  hessienne. 

Stem.  —  Généralisation  d'une  formule  de  Jacobi.  (216-218). 

Soient,  n  étant  entier, 

n(n  —  i)(n—  ■>  )  ...  (n—  v-hi) 


"  >  V    .     ;  1.2.3...  v 


on  aura 


2"-'S„^(«.i)S,„_,4-(«,2)S,,_3+(«,5)S,„_,-t-.... 


31eli/er.  —  Sur  l'application  d'une  variété  à  quatre^  dimensions  à 
la  déduction  de  systèmes  de  surfaces  orthogonales,  (  219-230). 

En  liant  convenablement  une  transformation  qui  se  fait  au  moven  de  rayons 
vecteurs  réciproques  partant  d'un  centre  réel  à  une  autre  prenant  son  origine  dans 
un  centre  imaginaire,  on  parvient  à  une  substitution  qiu,  tout  en  faisant  corres- 
pondre des  éléments  réels  d'une  figure  géométrique  de  l'espace  à  des  éléments  ima- 
ginaires d'une  autre,  peut  néanmoins  présenter  des  avantages  sensibles  dans  quel- 
ques applications.  Ainsi  elle  peut  nous  fournir  le  moyen  de  passer  d'un  système 
orthogonal  composé  d'un  faisceau  de  surfaces  sphériques  concentriques  (imaginaires) 
et  de  deux  faisceaux  de  surfaces  coniques  à  un  système  de  surfaces  (réelles)  de  ro- 
tation et  de  leurs  plans  méridiens,  les  plans  méridiens  correspondant  au  faisceau 
de  surfaces  sphériques,  les  cercles  parallèles  aux  lignes  de  courbure  droites,  les 
courbes  méridiennes  aux  lignes  de  courbure  sphériques.  Le  Mémoire  de  M.  Wan- 
gerin,  au  Tome  LXXXIl  de  ce  Journal,  m'a  fait  reprendre  la  substitution  mentionnée 
dont  j'ai  fait  usage  il  y  a  longtemps  pour  rendre  plus  accessibles  quelques  calculs 
(ju'on  peut  encore  effectuer  par  d'autres  procédés,  et,  en  l'étendant  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  j'ai  obtenu  quelques  résultats  remarquables.  En  particulier. 
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m'appuyant  sur  quatre  variables,  j'ai  réussi  à  tirer  des  coordonnées  généralisées 
elliptiques  le  système  étudié  par  M.  Wangerin  et,  sous  d'autres  points  de  vue,  par 
MM.  Darboux  et  Tisserand.  A  la  fin,  je  me  suis  aperçu  de  ce  qu'une  substitution 
réelle  conduit  à  des  résultats  semblables,  quoique  non  identiques. 

Rolhig  (  O.  ). —  Le  lliéorème  de  Malus  et  les  équations  des  surfaces 
délinies  par  ce  théorème.  (aSi-aSj). 

Cnjlej  [yf.).  — Sur  la  surface  du  quatrième  ordre  à  seize  points 
nodaux.  (238-241). 

Cantor  (G.).  —  Une  contribution  à  la  théorie  des  variétés.  (24-'- 
258). 

Les  reclicrches  qu'ont  faites  Riemann  et  Helniholtz,  et  après  eux  d'autres  géo- 
mètres, sur  les  hypothèses  qui  servent  de  l'ondement  à  la  Géométrie,  prennent  leur 
l)oint  de  départ  de  la  définition  d'une  variété  continue  à  «  dimensions  et  en  posent 
le  critère  essentiel  dans  la  dépendance  où  sont  ses  éléments  de  n  variables  in- 
dépendantes réelles,  continues,  de  telle  sorte  que  tout  élément  de  la  variété  appar- 
tient à  un  système  admissible  des  x^,x^,...,  x,,,  et  vice  ver^a,  que  tout  système  ad- 
missible des  x^,  x^,...,  x,^  appartient  à  un  certain  élément  de  la  variété.  En  général, 
il  résulte  du  raisonnement  de  ces  recherches  qu'on  a  admis  tacitement  l'hypothèse 
que  la  correspondance  fondamentale  des  éléments  de  la  variété  et  du  système  des 
valeurs  x^,x^,. .  .,x^  soit  continue,  c'est-à-dire  telle  qu'à  toute  variation  infiniment 
petite  du  système  des  valeurs  a:,,  x^,. . .,  a-,,  corresponde  une  variation  infiniment 
petite  de  l'élément  correspondant,  et  vice  versa.  M.  Cantor  n'a  point  l'intention  de 
trancher  la  question  si  cette  supposition  peut  être  considérée  comme  suffisante  ou 
bien  si  elle  doit  être  complétée  par  des  suppositions  additionnelles  plus  spéciales 
pour  que  la  formation  en  vue  de  la  notion  d'une  variété  continue  à  n  dimensions 
puisse  être  regardée  comme  à  l'abri  de  toute  contradiction  et  solide  en  soi-même  ; 
mais  il  se  borne  seulement  à  montrer  que  lorsqu'on  y  renonce,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on ne  restreint  en  aucune  manière  la  correspondance  entre  la  variété  et  ses 
coordonnées,  alors  le  caractère  désigné  par  ces  auteurs  comme  essentiel,  et  qui  con- 
siste dans  la  dépendance  mutuelle  des  éléments  et  des  coordonnées,  devient  tout 
à  fait  illusoire,  car,  comme  le  montre  la  recherche,  il  est  possible  de  déterminer 
les  éléments  d'une  variété  continue  à  n  dimensions  au  moyen  d'une  seule  variable 
réelle  et  continue  t.  Donc  une  surface  continue  ne  se  refuse  pas  à  être  mise  en  cor- 
respondance uniforme  et  complète  avec  une  ligne  continue;  la  même  chose  a  lieu 
pour  des  corps  continus  et  pour  des  figures  quelconques  à  n  dimensions. 

Godt  (  TP^ .).  —  Sur  la  généralisation  steinéricnne  du  problème  de 
Malfatti.  (209-263). 

Hainhurger.  —  Sur  les  racines  de  l'équation  fondamentale  qui  ap- 
partient à  un  point  singulier  d'une  équation  dilï'érentielle  linéaire. 

(2()4-26(S). 

Stem. —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (267- 
26c)). 
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La77ijye  [  h' .) .  — Sur  la  géïK-ralisation  d'une  formule  de  JacoUt. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Stern.  (  a^o-aya). 

Grassmann  i^IIerniann-Qunthei).  —  Applieation  de  la  science  de 
l'étendue  à  la  théorie  générale  des  polaires  et  au  développement 
des  relations  algébriques.  ( 278-283 ). 

Ce  Mémoire  est  le  dernier  travail  tic  l'éniiiieiit  savant,  qui  décoda  avant  l'imjires- 
sion  le  2G  septembre  1S77. 

M.  Reye  a  développé  ses  idées  très-fécondes  sur  la  tliéorie  des  formes  algéliriqnes 
et  la  gént'ralisation  de  la  théorie  des  polaires  dans  une  suite  de  Mémoires  publiés  au 
I  même  Journal.  Les  méthodes  qu'il  a  employées  se  simplifient  beaucoup  par  les  prin- 
cipes de  la  Tliéorie  de  V étendue  (^Aiisdehniiitgdehre^  titre  de  l'Ouvrage  principal  et 
trés-original  de  l'auteur,  paru  pour  la  première  fois  en  iS'/j,  pour  la  seconde  fois  en 
iiSGa),  et  dès  lors  on  voit  de  nouvelles  voies  s'ouvrir  dansée  domaine  si  difiicilement 
accessible  et  pourtant  si  fécond. 

K'onigshcrger.  —  Sur  des  relations  algébriques  entre  des  inté- 
grales d'équations  dillércntielles  distinctes.  (284-293). 

Lindeniann .  —  Extrait  d'une  Lettie  à  M.  Hermite,  concernant 
l'application  des  intégrales  abélieiines  à  la  Géométrie  des  courbes 
planes.  (294-297). 

Hennitc.  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Lindcmann,  (298-299). 

Lindemann.  —  Extrait  d'une  seconde  Lettre  à  M.  Hermite,  con- 
cernant l'application  des  intégrales  abéliennesà  la  Géométrie  des 
courbes  planes.  (3oo-3o4) . 

Lorherg  (//.).  —  Sur  la  loi  fondamentale  de  l'Electrodynamique. 
(3o5-33i). 

§  1.  Inti'oduction. —  §  2.  Application  des  théorèmes  (i)  et  (  2). —  §  3.  Application 
du  théorème  (3).  —  §  4.  Application  du  théorème  (4).  La  loi  élémentaire  pondé- 
romotrice  et  électromolrice.  —  §  5.  Détermination  des  fonctions  contenues  dansU. 
La  loi  fondamentale  électrodynamique. 

Voici  le  résultat  de  la  recherche.  Des  suppositions  principales  établies  au  §  1  il 
s'ensuit  que,  quand  on  n'a  pas  égardà  une  l'orce  éventuelle  électromotrice  du  hoiit 
d'un  courant,  l'action  i)ondéromotrice  et  électromotrice  de  deux  éléments  de  coii- 
rant  doit  nécessairement  s'clfectuer  d'après  la  loi  fondamentale  de  Weber;  île  plus, 
que  dans  un  courant  électrique  les  deux  électricités  coulent  avec  des  vitesses  égales 
et  opposées;  enfin,  à  l'aide  des  hypothèses  accessoires  faites  dans  le  dernier  para- 
;;graphe,  il  résulte  que  la  loi  fondamentale  de  Weber  est  la  seule  possible. 

'Tf'ehei'  {H-)-  —  Sur  la  surface  kummérienne  du  quatrième  ordre 
•à  seize  points  nodaux  et  sa  corrélation  avec  les  fonctions  0  de 
deux  variables.  (332-354)- 

llull.  des  Sciences  math,  i"  Série,  t.  111.  (Juillet  iH-Ç).)  K    Ç) 
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«  Le  troisième  cahier  du  Tome  LXXXIII  de  ce  Journal  contient  deux  Mémoires 
d'au  [jrand  intérêt  de  MM.  Cayley  et  Rorchardt  j  ils  se  rapportent  à  la  représentation 
de  la  surface  kumméricnne  au  moyen  des  fonctions  0.  L'étude  de  ces  Mémoires 
me  rappela  une  recherche  sur  les  caractéristiques  des  fonctions  0  de  deux  va- 
riables que  j'ai  faite  il  y  a  longtemps,  mais  sans  penser  à  aucune  application  géo- 
métrique. (À'peiulant  on  peut  en  appliquer  les  résultats  à  la  solution  du  problème 
eu  question  et  en  tirer  quelques  conclusions  qui  ne  me  semblent  pas  dépourvues 
d"intérét.  » 

Nous  signalons  surtout  le  résultat  fort  inattendu  que,  étant  don  nés  six  points  nodaux 
tels  qu'il  n'y  en  ait  pas  quatre  qui  soient  situés  dans  un  plan  tangent  singulier, 
alors  les  dix  autres  peuvent  être  trouvés  par  une  construction  linéaire. 

jMerteiis  (F.).  —  Théorèmes  sur  certains  déterminants  et  leur  ap- 
plication à  la  démonstration  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brian- 
clion.  (355-359).  E.  L. 


ANNALES  DE  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles;  nouvelle  série  :  Astrono- 
mie. ln-4°.  Bruxelles. 

Tome  I;  1878. 

Les  Annales  de  l'Observatoire  de  Druxelies  ont  commencé  à  paraître  en  \%'i!\,  et 
leur  publication  a  depuis  été  continuée  sans  interruption  par  les  soins  du  fonda- 
teur de  l'Observatoire,  A.  Quetelet.  Les  premiers  Volumes  étaient  comme  le  résume 
de  l'ensemble  des  travaux  de  l'Observatoire  et  renfermaient  des  Mémoires  relatifs 
à  l'Astronomie  et  à  la  Météorologie.  La  série  actuelle  sera  divisée  en  deux  Parties  : 
Astronomie  et  Météorologie,  et  se  composera  de  deux  publications  parallèles  et  indé- 
pendantes. M.  Houzeau  a  ])ensé  avec  raison  que  cette  division  était  devenue  néces- 
saire à  la- suite  du  développement  pris  par  l'une  et  l'autre  des  sciences  qui  l'ornient 
l'objet  des  études  de  l'établissement  qu'il  vient  d'être  appelé  ii  diriger. 

Le  premier  Volume  d(rs  Aiinahs  astronomiques  renferme  deux  importants  Mémoires 
de  M.  Houzeau,  ayant  pour  titres  :  Uranomctrie  générale;  Répertoire  des  constantes 
de  l'yistronomie. 

Le  mot  Uranométrie  s'applique,  depuis  Argelander.  aux  descriptions  du  ciel  qui 
comprennent  exclusivement  les  étoiles  visibles  à  l'u'il  nu.  La  première  en  date 
est  celle  de  Bayer  (iGo3);  puis  sont  venues  celle  d'Argelander  (i8/|3),  de  Heis(i8-3) 
et  enfin  de  Behrmann  (iS^'i),  qn»  «"»  étendu  au  ciel  austral  les  travaux  de  son  pré- 
décesseur. Ces  divers  travaux  avaient  l'inconvénient  de  n'avoir  pas  été  produits  d'un 
seul  jet  par  les  efforts  d'un  observateur  unique,  et  manquaient  de  l'homogénéité  in- 
dispensable à  un(^  telle  œuvre,  h' Uranométrie  de  M.  Houzeau  échappe  il  toutes 
les  critiques  de  cette  espèce.  Fixé  pendant  quelques  années  à  la  Jama'ique,  il  a  pu 
assez  facilement  se  transporter  d'un  hémisphère  dans  l'autre  et,  dans  un  temps 
très-court,  procéder  à  un  (examen  général  de  toutes  ,les  étoiles  visibles  à  l'd'il  nu 
dans  l'étendue  entière  de  la  sphère  céleste.  Voulant  jirocéder  indépendamment  de 
tous  les  travaux  antérieurs,  M.  Houzeau  a  d'abord  fait  nn  dessin  de  toutes  les 
étoiles  visibles  jioiir  lui,  avec  l'indication  de  leurs  grandeurs,  et  ce  n'est  que  plus 
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tard  qu'il  les  a  identifiées  aux  Catalogues  anciens.  Les  déterminations  sont  donc 
originales  et  contemporaines,  deux  choses  importantes  pour  un  travail  de  cette  es- 
pèce. 

Dans  son  Catalogue  des  Gooo  étoiles  environ  qui  sont  visibles  à  l'œil  nu  et  dans 
l'Atlas  qui  l'accompagne,  l'auteur  a  suivi  la  division  ordinaire  de  ces  étoiles  en  six 
ordres  ou  grandeurs;  mais  sur  les  Cartes  chaque  grandeur  a  été,  par  une  notation 
typographique  particulière,  divisée  en  deux.  Dans  ces  dernières  on  remarquera  sur- 
tout le  ]irocéde  ingénieux  suivi  pour  représenter  la  voie  lactée  et  les  nébuleuses; 
l'éclat  du  ciel  y  est  figuré  par  des  courbes  d'égale  intensité  lumineuse,  absolument 
comme  on  figure  le  relief  du  terrain  par  des  courbes  de  niveau  dans  les  Cartes 
topographiques,  et  les  plaques  lumineuses  dans  lesquelles  Hcrschel  avait  cru  pou- 
voir diviser  la  voie  lactée  deviennent  ainsi  remarquablement  apparentes. 

Nous  ne  pouvons  suivre  ici  M.  Houzeau  dans  les  détails  qu'il  donne  sur  sa  mé- 
thode d'estimation  des  grandeurs  des  étoiles  et  sur  la  manière  dont  les  courbes 
d'égale  intensité  lumineuse  ont  été  tracées,  mais  nous  pouvons  affirmer  que  les 
précautions  prises  et  la  méthode  suivie  ne  laissent  aucun  doute  sur  l'exactitude  de 
ces  détorminations. 

Comme  coTiséquencc  naturelle  de  ce  travail,  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
de  Bruxelles  a  cherché  la  position  du  pôle  de  la  voie  lactée  supposée  former  un 
cercle  passant  par  les  points  les  plus  lumineux  ;  la  position  de  ce  point  est  : 

Ascension  droite -î^liff.i    ;    ,-,      .  ,       „_ 

...  !;  ,  •    Lquinoxe  de  1 880,0. 

Déclinaison +27''jo  o       1 

Cette  détermination  diffère  peu  de  celle  qui  a  été  faite  par  AV.  Struve,  à  la  suite 
de  ses  études  d'Astronomie  stellaire. 

Les  travaux  des  deux  Herschel,  de  W.  Struve  et  d'Argelander  ont  mis  en  évi- 
dence, surtout  pour  les  étoiles  télescopiques,  une  loi  de  concentration  vers  la  voie 
lactée:  cette  même  loi  existe-t-elle  pour  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu?  M.  Hou- 
zeau montre  qu'elle  subsiste  et  qu'à  partir  de  la  trace  médiane  de  la  voie  lactée  la 
densité  des  couches  stellaires  parallèles  au  plan  de  ce  grand  cercle  va  en  décrois- 
sant d'une  manière  graduelle  et  nettement  caractérisée,  et,  résultat  inattendu,  l'in- 
fluence de  la  voie  lactée  est  jjlus  marquée  pour  les  étoiles  des  trois  premières  gran- 
deurs que  pour  les  trois  suivantes.  Toutefois,  comme  les  calculs  portent  ici  sur  un 
très-petit  nombre  d'étoiles,  le  résultat  a  peut-être  quelque  chose  de  fortuit;  mais 
la  remarque  n'en  est  pas  moins  singulière. 

L'ensemble  du  Mémoire  sur  VUra/iomécrie  ne  comY>rend  pas  moins  de  117  pages; 
il  est  accompagné  d'une  Carte  céleste  en  ciiui  feuilles. 

Le  second  des  Mémoires  de  M.  Houzeau  a,  nous  l'avons  déjà  dit,  pour  titre  : 
Répertoire  des  constantes  de  l'Astronomie  ;  il  renferme  271  pages. 

Les  constantes  dont  les  astronomes  ont  autrefois  fait  usage,  celles  qu'ils  emploient 
aujourd'hui  sont  souvent  difficiles  à  réunir,  et  la  connaissance  incomplète  de  la 
bibliographie  relative  à  un  sujet  donné  expose  trop  souvent  à  employer  pour  les  dif- 
férents éléments  d'un  môme  problème  ou  des  nombres  d'une  exactitude  contes- 
table, ou  même  des  nombres  contradictoires,  s'ils  ne  sont  pas  tous  empruntés  à  la 
même  source  originale.  M.  Houzeau  a  donc  fait  une  chose  nécessaire,  vraiment 
utile,  en  groupant  d'une  manière  systémaiiquc  les  diverses  constantes  qui  se  rap- 
portent à  un  même  corps  céleste  et  en  indiquant  la  source  originale  où  ces  chiffres 
étaient  puisés.  Rapprochés  les  uns  des  autres,  ces  chiffres  montrent  parfois,  par 
leur  convergence  vers  une  valeur  déterminée,  les  progrès  conslauts  des  méthodes 
d'observation  et  de  calcul.  D'autres  l'ois,   au   contraire,   le   désaccord    des   résultais 
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peinl  aux  yeux  l'incertitude  et  nièuic  le  caractère  illusoire  de  certaines  détermi- 
nations. Comment,  par  exemple,  pourrait-on  donner  une  idée  plus  juste  de  l'incer- 
titude qui  rogne  sur  la  parallaxe  des  étoiles  qu'en  drossant  le  Tableau  des  valoiirH 
successives  de  la  parallaxe  attribuée  à  une  même  lixel* 

Le  Rcpertoire  de  M.  Houzeau  a  été  divisé  en  dix-noufCliapitros  :  Astronomie  sphé- 
rique;  éléments  des  planètes  coniaies  des  anciens;  le  Soleil;  Mercure;  Vénus;  la 
'l'erre;  la  Lune;  Mars;  Astéroïdes;  Jupiter;  Saturne;  Uranus;  Keptune  ;  les  co- 
mètes; météorites;  ensemble  du  système  solaire;  dénombrement  des  étoiles  ;  carac- 
tère particulier  des  étoiles;  relations  des  étoiles  entre  elles.  Dans  chaqi'.o  Chapitre, 
dos  subdivisions,  on  nombre  variable,  ont  été  laites  pour  les  diverses  questions  re- 
liilives  à  un  même  astre. 

L'auteur  a  d'ailleurs  pris  soin  d'indiquer  d'une  manière  scrupuleuse  le  titre 
exact,  le  format,  la  date  dos  Ouvra^jes  ou  Mémoiios  dont  sont  extraits  les  chilTros 
cju'il  cite.  Chaque  Chapitre  est  donc  une  bibliographie  rigoureuse  des  diverses  ques- 
tions d'Astronomie  planétaire  ou  stcllaire,  et  à  ce  point  de  vue  le  Mémoire  de 
i\i.  Hou/.oau  sera  consulté  avec  fruit  i>ar  tous  ceux  auxquels  les  questions  historiques 
no  sont  point  indifférentes. 

Tome  II;  187g. 

Le  Tome  11  des  Ajiiudcs  astrorioiriirj/iir.t  de  l'OI'servatoire  de  Ilnixelle.'!  est  tout  ' 
entier  consacré  aux  observations. 

il  renferme  les  observations  faites  au  cercle  mural  et  h  la  luuotte  méridienne  en 
1873,  187/1  ^t  ''^7''  dans  le  but  de  compléter  le  Catalogne  des  étoiles  à  mouvement 
propre,  commencé  il  y  a  déjà  plusieurs  années  par  M.  E.  Quotclet,  et  dont  la  publi- 
cation est,  croyons-nous,  prochaine.  Los  observations  de  chiiqtte  année  sont  d'ail- 
leurs résumées  dans  un  Catalogue  partiel,  pour  lequel  la  position  des  étoiles  a  été 
réduite  au  1"''  j;mvior. 

Ce  Volume  se  termine  enfin  parla  publication  des  observations  physiques  faites 
]iar  M.  Niesten  sur  la  planète  Mars  pendant  son  opposition  de  1877.  Le  Mémoire  de 
M.  Nieslen  est  accompagné  d'une  série  de  ]ilanches  reproduisant  les  dessins  de  l'au- 
leur  et  donnant  l'aspect  de  Mars  avec  une  vérité  d'effet  vraiment  surprenante. 

(z.     Pv. 


CATALOGUE  DES  Ouvrages  d'Astronomie  et  de  lVIi':TicoROLOf:iE  qv\  se  trouvent 

DANS  LES  l'IUNCU'ALES  BIBI.lOTllÈQl  ES  DE  LA  BeLGIQIE.  —    I   VOl.  in-8°,  XXIII- 

645  pages.  Bruxelles,  1878. 

Le  Volume!  dont  nous  venons  ilo  transcriio  le  titre  a  été  proparé  à  l'Observatoire 
d(î  Bruxelles  par  M.  Lancastor,  sous  la  direction  de  M.  Hnuzoau,  qui  dans  une  pré- 
l'iK'C  de  quelques  pages  indique  le  but  cpi'on  s'est  projiosé  et  les  moyens  qui  ont  été 
employés  pour  l'atloindie. 

Le  Catalogue;  de  la  bibliollu'cpie  do  l'Observatoire  avait  été  ])ublié  une  pioniière 
fois  en  i8'i7,  maisl'an;;mentation  rapide  du  nombre  dos  A'olunu'son  ronilail  aujour- 
d'hui Il  ne  se<ronde  édition  nécessaire.  Au  moment  de  l'ontreprendrrtM.  IIoii/,<uui  a  pensé 
qu'on  rendrait  un  service  ]>lus  important  aux  hommes  d'étude  en  comprenant 
dans  ce  travail,  outre  ce  (pii  existe  à  l'Observatoire,  les  ressources  disséminées  dans 
les  autres  bibliollièipies  publi(|uosou  condilioniiellonicnl  acocssililes  de  la  liolgiipio. 
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Aiiisi-,   landis  que   l'Obsoi-vatoire  possède  le  pins  grand  nombre  des  Ouvi'ages  nio-  ■ 
dénies,  la   Bibliothèque  Royale  a  trouvé    dans  le  l'onds  Van  Hultheni  une  grande 
partie    de   la   bibliothèque   de  Lalande;  enfin    quelques  bibliothèques  de  province 
sont  particulièrement  riches  cri'  Ouvrages  des  xvi"  et  xvii'  siècles. 

Le  Catalogue  dressé  sous  l'inspiration  de  M.  Houzeau  a  été  essentiellement  limité 
il  rAsIrononiio  proprement  dite  et  à  la  Météorologie,  les  Ouvrages  de  Mathéma- 
tiques et  de  Physique  en  ayant  été  rigoureusement  exclus.  La  classilication  est  une 
classification  méthodique  et  dans  chaque  section  les  Livres  sont  classés  par  ordre 
ciironologique  avec  l'indication  des  établissements  où  ils  se  trouvent;  une  Note  sur 
le  format  et  la  date  des  diverses  éditions. 

Pour  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte  des  richesses  des  bibliothèques 
l)elges,  qui  possèdent  des  Ouvrages  que  l'on  ne  rencontre  pas  dans  les  plus  grandes 
collections  astronomiques,  et  de  l'importance  bibliographique  du  Volume  que  nous 
signalons,  nous  reproduisons  ici  l'étiumération  des  diverses  divisions  du  Catalogue: 

Histoire    et    littérature.  —  Journaux  et  Mémoires   des    Sociétés    astronomiques  j  ; 
Histoire  et  Bibliographie;    astronomes  orientaux,  grecs,  latins    arabes;  astronomes 
dcfiuis    le    moyen  âge   jusqu'à  Tycho    lirahe;   astronomes    modernes;  Recueils  des 
œuvres  d'astronomes;    Astrologie. 

Astronomie  théorique.  —  Traités  généraux;  système  du  monde:  Astronomie  sphe- 
rique,  gnomonique;  calendrier;  calculs  astronomiques;  Mécanique   céleste. 

Astronomie  pratique.  —  Instruments  astronomiques;  observatoires;  observa- 
tions diverses;  applilcations  à  la  Géographie  et  à  l'art  nautique;  éphémérides  et 
Tables. 

Astronomie  physique.  ^  Lumière   des    astres;  observation  physique  des  astres;, 
Physique  des  espaces  célestes  ;  la  Terre. 

Astronomie  stellaire.  . —  Astronomie  stellaire  en  général;  Sidérogra|)hie;  carac- 
tères particuliers  des  étoiles;  étoiles  multiples  et  nébuleuses. 

Méiéoroloi:;ie  générale.  —  l'ai  tic  tiu'oii([iie;  Sociétés,  Revues  et  Rapports;  instru- 
nioiils  et  Tables. 

Météorologie  spéciale.  —  Mécanique  de  l'atmosphère:  chaleur  et  lumière,  phé- 
nomènes électriques;  phénomènes  ma;;iiétiques. 

Climatologie  et  observations  météorologiques.  —  Climatologie;  observations  et 
bulletins  météortjlogiques. 

Généralités.  —  Dictionnaires:  journaux  scientifiques:  Sociétés  savantes. 

Mathématiques  et  Mécanique.  —  Mathématiques  générales  et  Analyse;  Géométrie; 
science  des  nombres  et  calcul  numérique:  Mécanique. 

Sciences  géographiques.  — -Géographie;  Géodésie;  Géologie. 

Sciences  physiques  et  naturelles.  —  Physique  et  Chimie;   sciences  naturelles. 

Par  le  grand  nombre  des  Ouvrages  que  renferment  les  bibliothèques  de  la  Bel- 
gique, le  Volume  dont  nous  venons  de  donner  un  résumé  rapide  forme  une  suite 
uiile  à  la  bibliographie  do  Lalande. 

G.  R. 


ANÎsUAllŒ  ni!:  l'Observatouie  koval  de  Bruxelles.  T.  XVI.  Bruxelles,  chez 
llayez.  45'  et  46"  années  :  .1878  et  1879. 

Ces  Annuaires  débutent,  comme  les  publications  analogues,  par  un  calendrier  et 
les  éj)lii:mèrides    aslroiiomiques    utiles    aux    j  eisoiines   qui    ne  l'ont  pas  prolessicm 
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d'être  astronomes  :  mais  leur  intérêt  principal,  leur  droit  à  être  signalés  dans  le 
bulletin  résident  dans  les  Kotices  spéciales  qui  en  sont  le  complément. 

Dans  l'Annuaire  de  1878  on  trouvera  par  exem|>le  : 

1°  Une  Table  chronologique  des  découvertes  en  Météorologie 

1"  Une  bibliographie  sommaire  des  Tables  arithmétiques,  trigonomctriques  et 
logarithmiques. 

3"  Une  Note  sur  la  position  géographique  des  six  observatoires  particuliers  qui 
existent  en  Belgique. 

4°  Une  Note  sur  les  nivellements  belges  par  le  major  Adan. 

5°  Une  Notice  sur  les  tempêtes  d'Europe  par  M.  F .  Van  Rjxselberghe.  L'auteur  a 
résumé  d'une  manière  claire  et  rapide  les  principes  qui  régissent  la  prévision  du 
temps  pour  les  côtes  de  la  Belgique. 

6°  Une  étude  sur  les  orages  en  Belgique  et  des  données  numériques  sur  le  climat 
de  Bruxelles  par  M.  Lancaster. 

Parmi  les  >otices  scientifiques  qui  terminent  l'Annuaire  de  1879  il  faut  re- 
marquer : 

1°  Note  sur  les  grandes  périodes  dans  les  mouvements  des  astres  par  M.  Houzeau. 

2°  Une  Notice  sur  les  comètes  par  M.  C.  Pilloy.  L'auteur  a  résumé  les  connais- 
sances acquises  sur  ces  astres  par  les  travaux  modernes. 

3°  Une  bibliographie  des  Ouvrages,  Mémoires  et  Notices  de  Spectroscopie  qui 
peuvent  intéresser  l'Astronomie  par  M.  C.  Fievez.  Cette  Notice  qui  ne  compte  pas 
moins  de  83  pages,  et  dont  il  existe  quelques  tirages  à  part,  est  des  plus  complètes 
et  sera  certainement  utile  aux  spectroscopistes  et  aux  astronomes. 

G.  R. 


SITZUNGSBERICIITE  der   Komgl.   boiimisciien  Gesellschaft  der  Wissen- 

SCH.VFTEN  C). 

Année  1875. 

Stiulnilhn  [F.-J,].  —  Déduction  des  formules  fondamentales  de  Ja 
Trigonométrie  spliérique  en  partant  d'un  tliéorème  sur  les  déter- 
minants. (1-8). 

Snllahasev  (/•)•  —  Sur  les  courbes  décrites  par  un  des  sommets 
d'un  triangle  mobile  (()6-7o.). 

Studnii'ka  [F.-J.).  —  Sur  Marciis  3/a/ci  et  son  Traité  Do  jfro- 
porlione  motus,  et  en  particulier,  sur  les  lois  du  choc  élastique. 

(82-87). 

Uectification   d'un    ])assage  de  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla  (t.    II, 
p.  '|0G)  relatif  il  Marcus  Marci  (Jau  Marck),  né  en  \^çp  ii  Landskron  eu  Bohême,  mort 

C)  Voir  llullrtin.  t.   M,  p.   1,1-  1,   Vill,  p.    v-g;  t.  IX,  p.  I9. 
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en  16G7,  Il  est  le  premier  qui  ait  donné  un  Ouvrage  sur  le  choc  des  corps;  cvU 
Ouvrage  a  pour  titre  ;  De  proportioiie  motus,  seii  Ren^ula  sphygmica,  etc.  A  la  der- 
nière page,  on  lit  :  Pragtv^  0/"^'  J'x^'i'iis  Uiliiiœ,  aiiiio  MDCXXXIX. 

Studnuha  [F.-J .).  —  Sur  la  solution  d'un  système  de  congruenci's 
linéaii-es.  (i  i4-i  16). 

L'auteur  donne  les  multiplicateurs  dont  il  faut  se  servir  pour  réduire  le  pro- 
IjJènie  à  des  congruences,  à  une  inconnue. 

Pelz  (  C).  — Contributions  à  la  construction  des  coniques  données 
par  des  points  et  tani^^entes  à  l'aide  de  la  coUinéation.  (i  l'j-iZb). 

Cuhr  (Z^-).  — Le  proLlènie  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à 
des  coniques,  (i  56'- 162). 

Les  arêtes  d'une  pyramide  régulière  [gleichseitig)  qui  tourne  autour  de  son  axe 
engendrent  un  cône  droit  à  base  circulaire;  les  faces  de  la  pyramide  enveloppent 
un  autre  cône  à  même  axe.  L'auteur  considère  les  sections  faites  par  un  plan 
quelconque  dans  ces  cônes. 

Sliubiicha  [F.-J.).  —  Sur  la  forme  réduite  des  quaternions.  (i83- 
186). 

Schiuidt  {G-}.  —  Théorie  du  planimètre  d'Amsler.  (188-191). 

Année  187G. 

TFeyr  (^Em.).  — Notices  sur  une  position  particulière  involutoire 
de  deux  coniques.  (  4*^-47  )• 

Deux  coniques  telles  que  les  tangentes  construites  aux  points  d'intersection 
passent  par  les  points  de  contact  de  leurs  tangentes  communes.  Une  involution 
cubique  de  points  éîant  donnée  sur  une  conique,  les  côtés  des  triangles  formés 
par  ses  groupes  enveloppent  une  autre  conique,  et  dans  un  certain  cas  ces  deux 
coniques  ont  la  position  mentionnée. 

JTe.yr  [Ed.).  —  Notice  relative  à  la   théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (l^2-2o3  ). 

Partant  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  l'auteur  étudie  la  marche 
des  fonctions  sinain,  cosam  et  Aam. 

Stud nicha  [F.-J.).  —  Sur  un  rapprochement  des  carrés  magiques 
avec  la  théorie  des  déterminants.  (269-271). 

Un  carré  magique  à  '\n  côtés,  formé  d'après  les  règles  de  Moschopoulos,  étant 
regardé  comme  un  déterminant,  sa  valeur  est  zéro;  la  même  chose  a  lieu  pour 
ses  déterminants  mineurs  du  quatrième,  du  sixième   ...,  du  -!«'"''""  ordre. 
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Année  1877. 

Jf'eyr  [Ed.).  — Sur  le  développement  en  fractions' continues 'des 
irrationnelles  du  second  degré.  (65-72). 

Voir  Bulletin,  X.  \  {■?."  série),  p.  17. 

Studnicha  [F.-J.).  —  Sur  rétablissement  de  propriétés  nouvelles 
des  coefîicients  Linomiaux,  à  l'aide  d'un  tliéorèuie  sur  les  nondjr<!S 
complexes.  (92-93). 

En  partant  de  ce  que  la  norme  de  (j-i- y)"  est  rijale  à  (-t'-t-.7  ")",  l'anleiir 
donne  la  formule 

/, =1 

on  l'on  ai  posé  y  ^  (  .  )•  Be  cette  formule,  il  tii-e  deux  propriétés  des  coefîicients 
biuomiaux. 

Sliidnicha  [F.-J.).  —  Contribution  à  la  tliéorie  des  déterminants. 

(120-125). 

A'=:  s  rt;(  A,| . . .  A„„)  élan t  le  déterminant  corjufjué  de  A  =  S  dr(rt,, . .  .«„„\  l'au- 
teur rappelle  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  déterminants  mineurs  de  A  et 
les  déterminants  mineurs  complémentaires  de  A'.  C'est  particulièrement  l'équation 

M{±  n,,,fi,,..  .rt„_,^  „_,  )  =  S  ±  (  A,„,A,,) 

qu'il  emploie,  pour  t'-valuer  A  à  l'aide  des  quatre  déterminants  A,,.  A,,,.  A,,,,  A„„ 
et  du  déterminant  S -^(«^.^«33.  ..«„_,  „_|  ),  tandis  (|uen  développant  A  suivant  les 
éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  on  a  besoin  de  «  déleruiinauts  mineurs 
de  degré  n — i.  L'auteur  donne  deux  a])plications  de  sa  formule  :  l'une  relative 
aux    fractions   continues,    l'autre    aux   déterminants    de    degré    pair   et    tels   que 

Zdhiadiiilx  {K.).  —  Lieu  des  points  auxquels  correspondent  rela- 
tivement à  une  cissoïde  des  triangles  de  contact  à  aire  constante. 

(I2f)-I28). 

D'un  point  P  on  mène  h  la  cissoïde  les  trois  tatigentes  ;  les  points  de  contai't 
forment  le  triangle  de  contact  dont  s'occupe  l'auteur. 

TVejr  (  Eni  ).  —  Les  courbes  cubiques  considérées  comme  courbes 
d'involution.  (i3i-i33). 

On  considère  une  courbe  cubique  comme  lieu  des  six  points  d'intei'section  des 
quatre  Uingentes  d'uu  groupe  iap|iartenanl  ii  une  involutiou  biquadratiqnc  de 
tangentes  d'une  conique. 
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Zdln'ddnik  (A.).  —  Sur  les  pôles  à  triaiîgles  de  contact  relatifs  à 
une  eardioïde  et  d'aire  constante.  Relation  entre  le  pôle  et  le 
centre  de  gravité  du  triangle  de  contact.  (184-190). 

Tl  ojr  l^Ed.).  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  surface 
sur  une  autre  par  projection  centrale.  (2^3-276). 

Il  n'y  a  quo  deux  cas  possibles  :  ou  les  deux  surfaces  sont  semblables,  le  centre 
<le  similitude  étant  au  centre  de  projection,  ou  bien  lune  est  la  transformée  de 
l'autre  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  centre  de  transformation  étant  encore 
au  centre  de  projection. 

Zrzav)  [F.].  —  Fornuile  simple  servant  à  calculer,  au  moyen  des 
coordonnées  rectangulaiies  spliériques,  la  convergence  méri- 
dienn<'  à  l'aide  d'une  Table  auxiliaire.  (2^8-280). 

Sfu(fnickii  [F.-J .).  —  Sur  l'expression  indépendante  de  la  dérivée 
^^letne  J'^jn-  puissaucc,  clout  la  base  et  l'exposant  sont  des  fonc- 
tions d'une  varia])le.  (SGS-SjS). 

Sfiidnicka  [F.-J.].  —  Nouvelles  contributions  au  Calcul  diiié- 
rentiel.  (SpS-Spg). 

Expression  do  la  //îi'""^  dérivée  àc  ^ — ;  par  un  déterminant  de  degré  «-ri.  Ap- 
plication aux  ffinctions  tang.r,  col.r,   sec  .i".  cosécr. 

Ed.    W. 


ASTRONOMISCHE  NACIIRICIITEN,  liegrlindet  von  II.-C.  Schumacher,  lierans- 
gegeben  von  Prof.  D''  C.-A.-F.  Peters.  Kiei  ('). 

Tome  XCIV,  n"  2233-22.^i6;   1 878-1 879. 

Seeliger  [H.).  —  Mémoire  sur  le  théorètne  de  Gauss  relatif  aux 
perturbations  séculaires.  (i-3o). 

Troiivelot  [L.).  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  ]Mars, 
faites  à  son  observatoire  de  Cambridge.  (N.-S.).  (29-30). 

Les  observations  ont  été  faites  avec  un  équatorial  de  6,3  pouces  anglais  et  un 


(')  Voir  finlletin.  H,,   i.îfi. 

Bull,  des  Sciences  mnthém.  •>.'  Série,  t.  III.  fAoïU   1S79.)  Pi  .  I  O 
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f;rossissement  de  i.xi;  mais  Idbjot   est  ;i   la    liiuiti-   de    visibililé  d'niir-   liinotte    df 
cplte  ouverture. 

Drejer  [J.-L.-E.).  —  L'aspert  de  Mars  en  1877.  (>^i-32). 

Doberck  (  JT'.).  —  Aote  siii-  la  distribulion  des  étoiles  rouges  dans 
l'espace.  (3i-32). 

Los  étoilos  ronges  sont  massées  dans  la  région  de  la  voie  lactée. 

Luther  [B.].  —  Pertiirhatioivs  de  (^  Mélété  par  Jiipitci-,  de  1837 
à  1879.  (33-48). 

Griiss  (G.).  —  l^phéniéride  pour  roj)posilion  de  (^  Lovely  en 
janvitîr  1879.  (47-4<^)- 

Lut/ier  {Ji.).  —  Perturbations  de  (S?)  Mélété  par  Jupiter,  de  dë- 
ceinl)re  1879  à  janvier  1880,  et  épliétnéride  pour  l'opposition  de 
la  planète  en  déeemjjre  1879.  (49-52). 

Tlpton  (^TVinslow). — Kléments  et  épliéméride  de  (Tss)  Eunike  pour 
l'opposition  de  mai  et  juin  1879.  (5i-56). 

Schmidt  (J.-F.-J.).  —  Observations  sur  la  couleur  des  étoiles. 
(55-64). 

Plunmier  [J.-J.].  —  Observations  de  comètes,  faites  en  1877  à 
l'observatoii'e  de  Orwell  Park.  (65-70). 

Les  comètes  oliscrvéps  sont  celles  de  Borrelly,  AVitineckc,  Swift,  Coggia  cl  Teinpcl. 

TrhhuU  [J.).  —  Oliservations  de  la  comète  d'Encke,  faites  en  août 
1878  à  Windsor.  (\.-S.-W.).  (71-74)- 

Elkin.  —  Eléments  de  la  comète  i8;")4i  V,  d'après  l'enseinble  des 
observations  du  i5  janvier  an  32  avril  i855.  (73-80). 

Brcdihhina  [7//.].  —  Eeltre  sur  la  (pieue  des  comètes.  (79-80). 

Tiriihiis  (6.).  —  Obs(;rvations  de  petites  planètes  laites  à  Ecip/.ig 
jx'iidant  le  S(u  ond  seuiestre  de  1878.  (81-92). 

'Jcnipc.l  {JV.).  —  Observations  de  la  coincle  II  de  1873  faites  à 
Ari'ciri  en  novcmhrc  1878.  (91-94). 
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Oniss  (G.  ).  —  Elude  sur  la  consliluliou  physique  du  Soleil.  (93-96]. 

Recherches  sur  rinnucnee  de  la  rotation  du  Soleil  sur  la  température  de  l'atmo- 
sphère et  la  direclioa  des  veuls. 

Oppolzer  (77/.  von).  —  Eléments  de  Vulcain.  (9^-100). 

M.  Oppolzer  admet  comme  réelles  les  observations  de  Fritsch  (29  mars  1800  et 
10  octobre  iSoi),  Stark(9  octobre  1819),  Decuppis  (2  octobre  iSSg),  Sidebotham 
(  12  mars  18.^9),  Ohrt  (i?.  septembre  1857),  Lescarbault  (26  mars  1809)  et  Loomis 
(19  mars  1862).  L'orbite  calculée  à  l'aide  de  ces  éléments  lui  donne  un  passage 
pour  le  18  mars  1879;  il  prie  les  astronomes  d'ol)sorver  le  Soleil  il  cette,  date. 

Gore  (J.-E.).  —  ^^ole  sut-  f|uel(|ues  étoiles  présuiitées  vaiial)les. 
(99-102). 

Sclnnidi  [J .-F.-J .).  —  OLseivations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en  1878.  {ioi-ii:>  ). 

Pclcrs  [C.-Ii.-F.).  —  Hecherehes  relatives  à  la  prétendue  planète 
transneptunieune  qui  aurait  été  observée  à  Washington 
en   i85o.  (1  i3-i  16). 

On  se  souvient  que,  en  septembre  iSîi,  le  directeur  de  l'Observatoire  Naval  de 
Washington  fit  connaître  qu'une  étoile  oliservée  l'année  précédente  par  ig*"  rg" 
d'ascension  droite  et  —  21°  de  déclinaison  ne  se  retrouvait  plus  dans  le  ciel. 
IM.  Hind  crut  pouvoir  déduire  des  positions  observées  que  l'astre  indiqué  était  une 
planète  plus  éloignée  que  Neptune.  Toutelbis,  l'astre  n'ayant  pas  été  observé  depuis, 
le  l'ait  était  tombe  dans  l'oubli;  mais  un  article  du  journal  Xatiire  vient  de 
rappeler  l'attention  sur  cet  objet. 

IVl.  Peters,  en  remontant  aux  registres  originaux  des  ol)servati()ns  deFergusson, 
montre  qu'il  y  a  erreur  dans  lu  désignation  du  fil  horizontal  qui  a  servi  h  la  me- 
sure des  déclinaisons,  qu'il  faut  substituer  un  autre  couple  au  couple  indiqué,  et 
qu'alors  toutes  les  positions  de  l'astre  considéré  coïncideiU  avec  la  position  d'une 
étoile  de  onzième  grandeur  observée  par  Lalande,  Argelander,  Lamont,  etc. 

Il  n'y  a  donc  dans  les  observations  de  Washington  pour  i85o  aucune  preuve  en 
faveur  de  l'existence  d'une  planète  transneplunienne. 

TVinnecke.  —  Observations  de  la  eomète  de  Tuttle,  faites  en  i8yi 
à  son  observatoire  particulier  de  Karlsruhc.  (117- 118). 

Crould  [B.-yï.).  —  Observations  de  la  comète  \  de  1871,  faites  à 
Cordoba  en  janvier  et  février  1 872.  (117-1221. 

Doherch   [W.).  — Nouveaux  éléments  de  36  Andromède,  S  73. 

(121-124). 

Les   élémenls   ?.nnt  rnbiilés   d  après    i  ensemble    f'cs   idisprvntioiis   '.Tites     de   iS!)<i 

K.io. 
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ScJwiidt   (J.-F.-J.j.   —  OI).scrvations  tl'éloilcs  variables  faites  à 
Athènes  cil  1878.  (i9.3-i28\ 

Tempel  (^Tf^.).  — Observations  de  la  comète  II  de  iSyS,  faites  à 
Arcelri  pendant  son  retour  de  déecinbre  1878.  (127-19.8). 

Nicsteii  {L.).  —  Phénomènes  des  satellites  de  Jupiter,  observes 
en  1878  à  l'Observatoire  royal  de  Hruxelles.  (ly-g-iSa. 

Frolich   (O.  ).  —  PvcclicTches  sur  la  vitesse  de  1  éK;ctricité  dans  les 
lignes  télégraphiques  souterraines.  (i33-i4o)- 

Tempel  {TV. y  —  Note  sur  la  couiète  II  de  1873.  (139-142). 

Schmidt   [J.-F.-J.).   —  Observations  de  taches  solaires,  laites  à 
Athènes  imi  1878.  (i4i-i44)' 

Bredikhiiie  [Th.).  —  Mouvement  de  la  matière  cométair<»  sur  une 
hyperbole  convexe  vers  le  Soleil.  (i43-i44)- 

La  fornuilo  pst  obtenue  par  un  procédé  tout  à  fait  analofjue  à  celui  que  Gauss 
a  employé  [ioiir  la  recherche  du  luouvenieut  sur  la  Ijranche  concave  vers  le  Soleil. 

Doberck  (  TF.  ).  —  Observations  d'étoiles  doubles,  faites  à  Markree 

en  1878.  (i45-i52). 

Luther  (i^.)-  —  Observations  de  planètes,  faites  à  l'équatorial  de 
Dûsseldorf  pendant  le  second  semestre  de  1878.  (ioo-i56). 

QnutJner  [H.)-   —  l^phéuiéride  pour  la  troisième  opposition  de; 
la  comète  périodique  de  Tempel,  comète  U  de  1867.  (157-160). 

L'éphéméride  a  élé  calculée  au  moyen  des  éléments  de  l'oppositiou  de  1S7.3, 
modifiés  par  les  ])erturl)ations  de  Jupiter  de  iS^j  à  1879;  l'acliou  de  cette  planète 
n'est  guère  sensible  que  par  un  retard  de  trois  jours  dans  l'époque  du  passafje  au 
périhélie. 

Bruhns  iC).  —  Observations  de  petites  planètes,  faitivs  à  Leip/.ig 
pendant  le  second  semestre;  de  1878.  (161-170). 

Doolillle  {C.-L.).  —  Obs(;rvalioiis  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
à  l'oljservatoire  Sayre  de  rUniversilé  d(;Lehigli.  (i  71-174). 

Les  oi)servations  faites  en  septembre  et  octobre  1S7S  ont  eu  pour  but  la  mesure 
des  aujjles  de  position  et  des  distances  des  satellites. 

Sporrcr.    —    Observations    de    taches   solaires,   laites    en    1878    à 
Potsdam.  (  i73-i7()  ). 
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Cerasli  (  TF.).  — Note  sur  une  nouvelle  étoile  variable.  (1^5-176). 

L'étoile  a  pour  position,  d'aju'ès  Argclaiuler  : 

Ascension  droite..        2 1 '' 9"' , 'i.)^ 
Déclinaison "i~ '^/''-Vj' > ^ 

Gould  (B.-yl.).   —  Observations  de   la  grande  comète  de  1874 
(comète  deCoggia),  faites  à  l'Observatoire  de  Cordoba.  (i  77-186). 

Les  observations  s'étendent  du  28  juillet  au  18  octobre  1874;  J*^s  positions  des 
étoiles  de  comparaison  ont  été  déterminées  par  des  observations  spéciales  faites  au 
ceicle  méridien  de  Cordoba. 

Holetscliek  (/.  ).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète    \I 
de  1874.  (185-190). 

La  comète  découverte  le  G  décembre  à  Marseille  par  ?.I.  Borrelly  a  été  observée 
jusqu'au  7  janvier;  M.  Holetscliek  a  pris  en  considération  l'ensemble  des  obser- 
vations. 

Alhreclit.  —  lieraarques  sur  les  reclierclies  du  D''  Frolicli  relati- 
vement à  la  vitesse  de  propagation  de  l'électricité.  (189-192). 

Pnlisa.  —  Découverte  de   la   planète  fi'^,  faite  à  Pola  le  17    fé- 
vrier 1879.  (191-192). 

niusleui    (-/.).    —    DétenuinatioiJ  tie    rt)i])ile    de    la    (omèle   I 
de  1874.  (193-200). 

Le  calcul  est  appuyé  sur  l'enbcniblc  des  observations  faites  du  20  au  2.3  fé- 
vrier iS7''c 

ff  iinieckc.    — -   Observations  de   la   conjonction    de    \  émis   et   de 
:M(;rcure  le  !^o  septembre  1877.  (199-202). 

Palisa  [yi-)-  —  Observations  de  petites  planètes,   laites  en  1877 
et  1878  à  l'Observatoire  de  Vienne.  (2o3-2o8). 

Weiss  {yi.).    —  Occultatiou  des   Pléiades,  observée   à  \  ienne   le 
10  novembre  1878. 

Doberck   [TF.).  —  Eléments  de  a  du  Ceutaure.  (  207-208). 

Kriiger  [yl-].  —  Observations  de  la  comète  II  de  1861,  faites  à 
riiéliomètre  de  l'Observatoire  de  (jotlia.  ('^^09-220). 

Mocsta   [C.-N.].  —  rSote  sur  les  variations  de  la  températiu-e  ;V 
Sautiago  de  1861  à  1872.  (  219-222'». 
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En  desi(;iiMiil  jiar  T  l;i  Icmpéfalure  inoyemie  diiii'iie  et  par  H  II-  iioiiiljfc  nilaliC  des 
taches  solaires,  ti'l  tiiie  le  calcule  M.  lî.  A\ UlC,  .M.  ÎMoesta  tr'oiive  que  l'on  a 

T  =1;  13", o-  —  o" ,i>(yS'MrT.  II. 

en  sorte  qu'il  y  aurait  une  relation  siuiple  entre  les  deux  pliénomènes. 

Hall  {-^i-)-  —  iNote  sur  les  observations  d'Hvj)<îjion.  (aai-iiua). 

Les  observations  de  ce  satellite,  faites  à  "\Yasliin(Tton  en  18-8,  montrent,  par  leur 
eoui])araison  à  celles  de  \S~/\.  que  la  ligue  des  apsides  a  un  mouvement  rapide. 
M.  Hall  serait  heureux  de  recevoir  des  astronomes  les  observations  qu'ils  auraient 
faite*  de  ce  corps. 

Franz  [J.  ).  —  Observations  des  étoiles  Je  comparaison  du  D'  (jill. 

(221-224)- 

Stone  (Oi^'.  ).  —  ^ote  sur  l'erreur  personnelle  dans  la  mesure  des 
angles  de  position  d'une  étoile  double.  (  223-224  )• 

L'erreur  est  une  fonction  simple  du  sinus  de  deux  fois  l'angle  de  position. 

Knoric  {  f  .;.  —  Observations  de  (^,  faites  à  Téquatorial  de  Berlin. 
(223-224). 

Peters  [€.-11. -F.).   —    Observations    de   petites  planètes,  faites 
en  i8y8  à  l'Observatoire  de  Haniilton  Collège.  (223-240). 

Cogi^ia.  —  Découverte  de  (^,  faite  à  .Marseille  le  i'"'  mars  1879. 
(239-240). 

Scinvab  {F-)-  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  en  1878  à 
rObservatoirc  de  Marburg.  (241-254)- 

Sceligcr  {^11.).  —  TNote  sur  l  étude  du  mou\ement  de  la  ligne  des 
nœuds  à  l'aide  du  théorème  de  (jauss.  (2j3-25()). 

Dohc.vcix    [If  .).    —  Obser\ations  de  l'anneau   de  Saturne,  faites 
en  1  8  J9  à  :M a r k ree .  (255-256). 

DahcrcU   (  fl  .).  —  .Nouveaux  élénu'uts  de  y  Lion.  (  2j5-25()). 

Kiutirc   (  /  .  ).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  laites 
en  1876  et  1877  ''  l't'"f]uatorial  de  Heilin.  (  257-272). 

Slrpliaii  (  E.'y  —  Observations  de  (^,  laites  à  Marseille.  (■>,7  1-272). 

hnoiio  [V.^.  — Observations  d(;  planè'es,  laites  en  1876  et  1877 
U  liMpialorial  de  IleiliM.  (27>'5-286). 
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Slrasser  [(t.).  —  Observation  de   la  comète  de   Broiscii,  Taile  à 
Krenisiiuiiister.  (  287-288). 

ScJiulze   [L.-R.).  —  Remarques  sur  les  obseivalioiis  de  la  eomèliî 
de  Brorseii.  (287-288). 

Knorre  (/  .).  —  Observations  de  planètes,  faîtes  (;n  1876  et  «877 
à  l'équatorial  de  lîerlin.  (289-300). 

Gasparis  [A.  de).  —  jNote  sur  les  développements  en  série  em- 
ployés dans  le  calcul  des  orbites.  (3oi-3o2). 

Peters  {^C.-H.-F.).  —  Remarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  planète  intra-mercurielle.  (3o3-3o4). 

Strasser  [G.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Kremsmùnster.  (3o3-3o4). 

Knorre  (/'.)•  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
à  l'équatorial  de  Berlin.  (3oj-3i4)- 

Helmerl.  —  Pieclierclies  sur  la  détermination  géodésique  des  coor- 
données géograpbifjiies.   (3i3-32o). 

Peiers  (  C .-JI.-F.  ).  —  l)éc(>u\erle  de  la  planète  Q-'y,  laite  à  Clinlou 
le  22  mars  1879.  (3!9-32o). 

Peters  {C .-Il .-F.).  —   Heiiiarques  critiques  sur  l(;s  observations 
de  la  planète  intra-mereuiielle.  J"'  INote.  (321-336). 

Le  but  que  se  propose  M.  Peters  dans  celte  Note  est  de  prouver  (juc  l'on  ne  doit 
avoir  qu'une  très-l'aible  confiance  dans  les  observations  des  p;issa!;('s  supposés  de 
la  planète  Vulcain.  L'auteur  s'attache  donc  à  faire  une  critique  rigoureuse,  non  pas 
des  centaines  d'observations  de  ce  phénomène  que  l'on  trouverait  dans  les  Recueils 
astronomiques,  mais  de  celles  qui  ont  paru  ]3robables  à  Le  Verrier  et  qu'il  a 
employées  dans  ses  calculs,  et  de  celles  de  MM.  Watson  et  Swil'L  pendant  la  dernière 
éclipse  totale. 

Pour  l'observation  de  M.  Watson,  M.  Peters  établit  que  les  procèdes  de  mesure 
sont  tro[>  peu  vi;;oureux  pour  prouver  que  le  corps  aperçu  n'est  pas  6  de  l'Ecre- 
visse.  Si  en  efl'et  on  admet,  avec  RL  Watson  lui-même,  que  le  premier  corps  observé 
(«)  est  Ç  de  l'Kcrcvisse,  et  qu'on  rapporte  la  position  du  second  {b)  i\  la  position 
de  cette  dernière  étoile,  on  arrive  à  une  situation  très-voisine  de  0  de  l'Écrevisse, 
et  le  directeur  de  l'Observatoire  de  Clinton  montre  que  les  incertitudes  des  observa- 
tions sont  telles,  que  cette  assimilation  doit  être  admise.  En  admettant  même  que 
le  corps  signalé  par  M.  W^atson  soit  réellement  Vulcain,  M.  Peters  niontie  (jue, 
d'après  son  éclat,   sa  masse  serait  trop    faible   pour  i>i'oduire  l'eflét  cpie  Le  \crrier 
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atteiiduit  de  cette  |>luiiète.  Suivant  Le  \  eirier,  la  masse  de  ce  corps  doit  être  com- 
parable à  celle  de  Mercure,  et  alors,  à  des  distances  de  i  ou  3  degrés  du  Soleil,  il 
serait  environ  quatre  fois  plus  brillant  que  Vénus  en  quadrature.  Il  parait  enfin 
inadmissible  h  M.  Peters  qu'un  corps  de  celle  dimension  ait  pu  échapper  depuis 
cin!(uante  ans  aux  recherches  de  Schwabe,  de  Carrinp,ton,  du  P.  Secchi,  de 
Spoercr,  etc.,  qui  ont  étudié  si  attentivement  les  taches  solaires. 

Quant  aux  cinq  observations  admises  comme  vraies  par  Le  Verrier,  M.  Peters 
pense  : 

1°  Que  l'observation  de  Fritscli  (octobre  \So>)  est  erronée; 

■i"  Que  l'observation  du  jeune  jésuite  de  Cuppis  (octobre  iSSg)  ne  saurait  être 
exacte,  car  il  devrait  avoir  immédiatement  l'ail  pari  de  sa  remarque  à  de  N'ico  ;  alors 
on  aurait  une  bonne  observation  du  corps,  faite  par  un  astronome  habile  ; 

•'5"  Que  l'observation  de  Sidebotham  (mars  18/19)  lui  parait  bien  incomplète 
pour  mériter  confiance  ; 

.'1°  Qne  l'observation  de  Lcscaibuult  mars  iS'iy)  a  été  trop  discutée  pour  qu'il 
soil  utile  d'y  revenir; 

5*  Que  l'observation  de  L-iomis  (mars  1862)  se  rapporte  à  une  tache  solaire;  ce 
dernier  point  est  rigoureusement  prouvé  par  la  comparaison  de  l'observation  de 
Loomis  avec  leri  observations  de  taches  solaires  faites  à  la  même  époque  par 
iM.  Helers  lui-même  et  par  M.  Spocrer. 

Teriipei  {W.).  —  Ohservalioiis  de  Ja  coDiÙLe  de  Brorseu,  faites  à 
-UceLri.  (  335-336  1. 

Koiikoly  (  _^  .  K'oii  ). —  AoLes  sur  le  spectre  de  la  conièle  de  Brorseii. 
(  335-336). 

PeLars   [C-II .-F.].  —  Remarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  plauètfi  iiitra-inercurîelle.  Deuxième  partie.  (337-34o). 

"SI.  Peters  si[;nale  les  discordances  consiilei-ables  qui  existent  entre  les  diamètres 
donnés  à  la  prétendue  planète  A'ulcaln  lois  de  ses  passai;es  devant  le  Soleil  et 
en  déduit  nn  nouvel  argument  contre  son  existence  réelle.  L'auteur  montre  égale- 
nuMil  que  l'existence  d'un  anneau  d'astéroïdes  intérieur  a  Mercure  est  tout  à  l'ail 
improbable. 

Picste  alors  la  nécessité  d'expliquer  l'accroissement  de  38  secondes  que  Le  Verrier 
a  dû  donner  au  mouvement  du  grand  arc  de  Alercnre  ])our  représenter  les  passages 
anciens.  Suivant  M.  Peters,  ce  nombre,  établi  «l'après  la  consideralion  d'observa- 
tions de  passage  qui  ne  sont  pas  fort  exactes,  pourrait  être  théoriquement  retrouvé, 
en  grande  partie  au  moins,  en  augmentant  la  masse  de  Vénus  et  en  tenant  compte 
de  quekjties  termes  que  l'cminent  dircetcur  de  l'Observatoiie  de  Paris  a  cru 
pouvoir  négliger. 

TValdo    [L.).    —   Observations   des   satellites  de  Satui'ue,  laites 
eu  1878  à  Provideiu-e.  (33p-35()). 

L'Observatoire  de  Providence  a  été  conttiuil  en  iS-S  ]iar  M.  E.  Seagrave;  son 
instrument  principal  est  un  équatorial  de  S  pouces  par  Alvan  Clark  :  les  observa- 
tions sont  faites  par  M.  i'.-E.  Sengrave. 
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fl  itislt'ui   (-:/.).   —  Epliéinéride  de  la  comète   de   Brorsea  pour 
avril  et  mai  1879.  (35i-352). 

Sclmr  (7f  .),    —   OLservations  liéliométriques  d'étoiles  doubles, 
faites  en  1873  et  1876  à  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (353-376). 

TVinnecke.  — Observations  de  la  comète  de  Tempel,  laites  à  Stras- 
bourg en  novembre  1878.  (375-376). 

JValdo  [L-]-    —   Observations  des   satellites   de  Saturne,    faites 
en  1878  à  Providence.  (377-380). 

Todd    (^D.-P.).    —   Observations   des    éclipses   des   satellites    de 
Jupiter,  faites  à  Wasbington  eu  1877-1878.  (379-384)- 

Hall  {-^4.).   —  Observation  du  satellite  de  Sirius,  faite  à  Wash- 
ington. (383-384). 

Gasparis  (.:/.  de).  — ^ote  sur  le  développement  de  l'inverse  du 
cube  du  rayon  vecteur  dans  la  fonction  perturbatrice.  (383-384). 

G.  R. 
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Tome  LXXXVJII;   1879. 

N«  20 ■   19  mai. 

Jlouchez.  —  OJjscrvations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwicb  (transmises  par  l'Asti'onome 
Royal  31.  G.-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
premier  trimestre  de  l'année  1879.  (99J). 

Resal  (//.).  —  Sur  la  résistance  des  chaudières  ellipti(]ues.  (997). 

Ledieui^A.).  — Raisons  formelles  de  la  supériorité  économique 
des  juacliines  Wooli  ou  Compound.  (ioo3). 

Jordan  {C.  ).  —  Sur  k"j  caractéristiques  des  fonctions   (-).(!0'io^. 
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/Ippeil .  —  Sur  les  {onctions  telles  ([lie 


[022). 


F  (sin-.r  1  --F{x] 


L'auteur  a  coinnuiiiiriut',  ilans  la  séance  ilu  n  avril,  un  procédé  qui  permet  de 
former  des  fonctions  F(x)  vérifiant  la  relation 

F[?(.r)]^F(.r); 

dans  la  Communication    actuelle,  il  indique  les  modifications  à  la  méthode  {jéné- 

raie  qui  permettent  de  simplifier  le  calcul  dans   le  cas    où  y  (•«)  =  sin  — x. 

Picard  [E.].  — Sur  une  propi-iété  des  fonctions  entières.  (1024). 

M.  Picard  désigne  sous  ce  nom  les  fonctions  qui  sont  uniformes  et  continues 
sur  tout  le  plan;  si  f{x)  est  une  telle  fonction,  il  peut  se  faire  que,  pour  une  va- 
leur particulière  «,  l'équation /(j:)  =m  n'ait  aucune  racine  finie;  M.  Picard  dé- 
montre que  cela  ne  peut  arriver  que  pour  une  seule  valeur  a;  une  fonction  entière 
qui  ne  deviendrait  jamais  égale  il  a  ni  il  h  serait  nécessairement  une  constante. 

Escary.  —  Sur  les  fonctions  introduites  par  Lamé  dans  la  théorie 
analytique  de  la  chaleur,  à  l'oct^asion  des  ellipsoïdes  de  révolu- 
tion. (l02j). 

N"  21  ;  26  mai. 
Desains  [P.).  —  Sur  la  réfraction  de  la  chaleur  solaire.  (1047)- 

Lœwj  et  Le  Clerc.  —  Détermination  de  la  dillerence  de  longitude 
entre  Paris  et  Berlin.  (io55). 

Tresca. — Sur  la  distribution  du  travail  à  distance  au  moyen  de 
l'électricité.  (1061). 

Ji)rilan[C.).  — Sur  les  caractéristicjues  des  fonctions  0.    (io(i8). 

Diiporl.  —  Sur  uiH^  nouvelle  représentation  des  quantités  imagi- 
naires. (1071). 

Dans  le  jirocédé  indjcjuc  par  M.  Dnpoit,  un  jioint  inin(;inaire  d'un  plan 
,x  =-.  y. -\- pi,  j  =:^  fi -\- t]i  est  représenté  i>ar  la  droite  réelle  île  l'espace  r  =^  a  —  q:-, 
y=  j3 -h  pz.  De  cette  façon,  une  courbe  plane  est  re])réseutée  par  une  congruence 
de  droites,   une  droite  est  représentée  ])ar  une  congruenee  linéaire,  etc. 

•Sc/ie/inff  (  /s\  ).  —  ]\'<)ii\ellc  (liMnonslia!  iou  de  l.i  loi  de  léciproeilé, 
(1073). 
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Le  Paigc.  —Siiv   \v  ck'velop[)i'mont  en  série  de  cot.r.  (loyj). 

Soret.  —  Sur  la  tluoicsceiiee  des  sels  des  niélaux  terreux.  (1077). 

Mouton.  —  Sur  la  déterniinalion  des  longueurs    d'onde    calori- 
lique.  (1078). 

Declianne.  — Sur  un  mode  partieulier  de  Iransniission  des  sons  à 
distance.  (1082). 

A"  22;   2  juin. 

Jainin.  —  Sur  l'iiupénétrabilité  magnétique  du  fer.  (1099). 

Cornu  i^-J-).  —  Sur   la  limite!    ultra-violette   du   spectre  solaire. 

(iioi). 

A/annJieini. — Sur  un   mode   de   transformation  des  surfaces   ré- 
glées. (11  29). 

Ce  mode  de  iranstbrnialion,  qui  s'a]ipli([ue  iion-seuleinent  aux  surfaces  réglées, 
mais  à  tous  les  ensembles  de  droites,  consiste  à  faire  tourner  chaque  [jénératrice  (i 
de  90"  autour  d'un  point  (ixe  o.  dans  le  plan  qui  passe  par  o  et  par  G.  M.  Mann- 
lieim  donne  diverses  propriétés  des  surfaces  transformées;  i)ar  exemple,  la  trans- 
formée d'une  surface  développable  est  telle,  qu'un  plan  passant  par  o  et  une  gé- 
nératrice touche  cette  transformée  et  lui  est  normal  en  des  points  qui  comprennent 
un  segment  vu  du  point  o  sous  un  angle  droit.  Aux  points  d'une  trajectoire  or- 
thogonale des  génératrices  d'une  surface  réglée  correspondent  les  points  d'une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  de  la  surface  transformée.  Un  pinceau  de 
normales  à  une  surface  a  pour  transformée  un  pinceau  de  normales. 

Jncchini.  —  Observations  solaires  pendant  le   premier  trimestre 
de  l'année  1879.  (ii3i). 

Dechdtnie.  —  Disposition  nouvelle  propre  à  augmenter  la  sensi- 
bilité delà  plaque  vibrante  du  téléphone,  (i  i.'32). 

N«  23;  9  juin. 

/•V/1  c.  —  Observations    chronométriques    pour    la    marine    mar- 
cliande.  (i  i43)- 

Phillips.  —  Du  spiral  réglant,  spliériquedes  elirononiètrcs.  (i  i47)- 

l'miprl.  —  Obser\alions  de  la  comète  If,   i86j,  faite  i'i  l'Observa- 
loire  /le  l'birence.  (1178). 
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Mannhelni.  —  Traiisforjiiation  (Vun  pinceau  de  normales,  (ii^p). 

Suite  de  I:i  Comiuiiniralioii  de  l:i  séaiiro  du  ■;;  juin-  L'aulciir  ai)|ili(|ue  son  pro- 
cédé de  transformation  aux  norinalos  à  l'ellipsoido  ;  la  surracc  (|ui  correspond  ainsi 
à  l'ellipsoïde  est  une  surface  de  l'onde;  M.  Maunheim  montre  comment  on  peut 
déduire  de  là  une  construction  plane  qui  donne  les  centres  de  courbure  princi- 
paux et  les  plans  des  sections  principales  de  la  surface  de  l'onde,  connaissant  les 
éléments  analojues  pour  rellii)soïde. 

Darboux  {G-)-  —  De  l'emploi  des  fonctions  cllij)ti(|ues  dans  la 
théorie  du  quadrilatère  plan.  (  1 183  ). 

M.  Darljoux  a  public  dans  le  Bulletin,  t.  111,  2"  série,  j).  io<),  un  Mémoire  de- 
taillé  sur  ce  sujet. 

Saint-Qeniulin  {^A.  de).  —  Sur  les  développements  en  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  Y„  de  Laplace.  (i  i86). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  compléter  la  démonstration  de  Poisson. 

Mouton.  —  Sur  les  lois  de  la  dispersion,  (i  192). 

J^nniansl^  .  —  Sur  la  loi  de  Stokes.  (i  192). 

Rosensiielil.  —  Sur  les  spectres  d'absorption  de  1  alizarini;  cl  de 
quelques  matières  colorantes  qui  en  dérivent.  (1 194). 

jN°  24;  16  juin. 

Mouchez.  —  Envoi  d<.'  l'heure  de  l'Observatoire  de  Paris  aux  j)orts 
de  commerce  [)our  le  réglage  des  chronomètres.  (i22j). 

Tisserand. — Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  est  considérable.  (1229). 

Phillips.  — i)u  spiral  réglant  splu-ricpie  des  chronomètres.  (i234). 

lîecijuerel  [E-)-  —  Observations   relatives  à  une  JSole  de  M.  La 
mansky,  ayant  pour  titre  Sur  la  loi  de  Stokes.  (1237). 

Boirelly.  —  Observation  de  la  planète  i^^,  découverte  à  l'Ob- 
servatoire de  Marseille.  (1248). 

Mannhcini .  —  Sur  la  surface  de  I Onde  e(  sur  la  Iranslormaliou 
d'un  j)inccau.  (1248  ). 

S<iiti-  (les  C,citnniiiiii(  ;Uii>ns  liu  .'»  et  du  o  juin. 
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Ddiboux  [G.].  —  De  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  tlaiis  la 
tliéorie  du  quadrilatère  plan.  (12J2). 

Pepi/i  [P-]-  —  Théorèmes  d'Analyse  indéterminée.  (laSS). 

(les  théorèmes  forment  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  communiqués  dans  la  séance 
(lu  12  janvier  1S74;  ils  établissent  l'existence  de  cas  fort  nombreux  où  l'équation 
fi x^ -i- dj*  =:  z^  est  impossible  en  nombres  rationnels  et  se  rapportent  à  des  cas  où, 
aucun  des  nombres  «,  b  n'étant  égal  à  un  carré,  la  méthode  de  Fermât  n'est  pas 
applicable. 

Saint-Loup.  — Expériences  sur  la  résistance  opposée  par  l'air  au 
mouvement  d'une  surface.  (i-25y). 

Diiter.  —  De  la  dilatation  électrique  des  armatures  des  bouteilles 
de  Leyde.  (1266). 

Jiigln.  —  Sur  la  dilatation  du  verre  des  condensateurs  pendant  la 
charge.  (1262). 

N°  25;  23  juin. 

Cornu  {^•)-  —  Sur  l'absorption  par  l'atmosphère  des  radiations 
ultra-violettes,  (i  m85). 

Faye.  —  Remarques  à  l'occasion  d'une  Note  de  M.  l'amiral  Mou- 
chez sur  le  réglage  des  chronomètres  dans  les  ports  de  com- 
merce. (1291  ). 

Sj  Ivester.  —  Sur  une  propriété  arithmétique  d  une  certaine  série 
de  nombres  entiers.  [iiC)n). 

Nommons  le  nombre  de  termes  distincts  qui  figurent  dans  le  développement 
d'un  déterminant  gauche  son  dénumérant .  Soit 

[r.3.),  ...(2«  — i}]«„ 

le  dénumérant  d'uti  déterminant  gauciie  de  l'ordre  m.  On  aura  pour  ?/,,  ?/,,  ii^,  i/^. 
/i^.  /'g  . . .   les  v,'il(MU's  successives  i,  2,  8,  ôo,  4'8)  'i-^l''^'  •••>  ^^  ^"  général, 

Hj.=  (a.r  —  i)  /'^._,  —  (.^■  —  l)u ^._,. 

Soit  d  l  - — J  l'entier  le  plus  proche,  en  excès  ou  en   défaut   de  - — ; — t  le  phi\- 

s^rand   commun    dn'iscnr    à  ii^.,  w^, , ,    est     es; ni  au    nombre    2,    élevé    à  la   puissance 

Ledieu.  —  Application  inexacte  d'un  tlîéorèmr  de  iNb'canique,  faite 
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[)ar  MM.  Berlin  vl  Garbe  pour  expliquer  le  inouvtMnenl  des  ai- 
lettes du  radioniètre.  (1298). 

Cru /s.  —  Sur  les  positions  de  la  eoniète  Tempel  II.  186^,  déduites 
des  (juatre  premières  observations  laites  à  l'Observatoire  impé- 
rial de  Rio  de  Janeiro.  (i3i  i). 

Gyeri^yôszejitniiklos  [D.  de).  —  Résolution  des  systèmes  de  con- 
gruenees  linéaires.  (i3ii). 

Si  l'on  considère,  n  congrupiici's  linéaires  avec  n  vaiial)les  par  rapport  il  nu 
même  module  m,  il  est  aise  de  trouver  des  formules  qui  ilonnent  toutes  les  va- 
leurs possibles  des  inconnues  qui  peuvent  satisfaire  à  ces  congruences;  l'auteur 
s'occupe  de  distinjjner  réciproquement  dans  cjud  cas  les  valeurs  trouvées  con- 
viennent réellement. 

Saint-Germain  [de).  —  Addition  à  une  ?sole  précédente  sur  la 
série  de  Laplace.  (i3i3). 

Pictet  {R.).  —  Elude  de  la  constitution  moléculaire  des  liquides 
au  mcjven  de  leur  coellicient  de  dilatation,  de  leur  chaleur  spé- 
cifique et  de  leur  poids  atomique.  (  1 3  i  .">  ). 

Oltramare  {&•)•  —  Explication  du  bolide  de  (îenève  du  7  juin 
1879.(1319). 

:X«  26;   30  juin. 

Lanianshy.  —  Sur  la  loi  de  Slokes.  Réponse  à  xM.  Edm.  l)oc- 
quercl.  (i3j  i). 

Becquerel  [E.).  — Observations  relatives  à  la  Communication  de 
M.  Lamansky.  (i3j2). 


BULLETINS  de  l'Académie  uoyali:  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Iîeai  \- 
Arts  de  Beegioiie.   Î7''  année,  a'  série.  Bruxelles,  F.  Hayez,  187R. 

T<)mc  XLV  ;  janvier  à  juin   1878. 
yW-A)    (/•'.).  —  Etudes  sur  la  jilaiiète  Mars  (Xi'  Aotice).  (33-4o)- 
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Quelelci  [K.].  —  Reclierclu's  sur  les  niouvemeiils  de  l'aiguille  ai- 
mantée à  Bruxelles.  (80-84). 

Douny  [F-]-  —  Note  sur  la  liquéfaction  des  gaz.  (85-87). 

Folie  (F.).  —  Deuxième  Note  sur  l'extension  de  la  notion  du  rap- 
port anliarnionique.  (88-93). 

Expression  des  conditions  pour  que  trois  systèmes  de  trois  points  forment  une 
involution  du  troisième  ordre,  au  moyen  du  rapport  anharmonique  du  troisième 
ordre.  '-' 

Le  Paige  {  C).  —  Sur  quelques  tliéorènies  de  Géométrie  supérieure. 
(.93-95). 

Ap|>]ications  de  la  théorie  des  rapports  anliarmoniques  d'ordre  supérieur  à  la 
théorie  dus  courbes,  en  particulier  dos  cubiques  et  des  quartiqnes. 

Snltel  [L.).  —  Note  sur  les  nouveaux  développements  que  com- 
porte l'application  de  la  méthode  de  correspondance  analytique. 
(102-106). 

Cette  mélhode,  dit  l'auteur,  s'applique  même  à  des  cas  particuliers  des  problèmes 
fîénéraux  traités  par  lui  dans  ses  publications  antérieures. 

f  an  der  Mcnshrugghe  {G.)  et  Folie  (F.).  —  Rapport  sur  le  Mé- 
moire  de  M.  C  Lagrange  :  a  De  l'origine  et  de  l'établissement 
des  mouvements  astronomiques  ».  (i48-i54)- 

Analyse  rridr/iie  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-'|"  de  l'Aca- 
démie. 

Folie  {F.).  —  Rapport  sur  le  JMémoire  de  M.  E.  Catalan  :  <(  Re- 
marques sur  la  théorie  des  moindres  carrés.  »  (i56-i58). 

Analyse  critique  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-'j"  de  l'Aca- 
démie. 

Folie  [F.].  —  Rapport  sur  le  îMémoire  de  M.  C.  Le  Paige  :  c  Sur 
quelques  applications  de  la  théorie  des  formes  algéhricjues  à  la 
Géométrie.  »   (ij8-i66) 

Qhjsens  [F.).  —  Sur  quelques  formules  de  Géométrie  et  leur  ap- 
plication aux  courbes  algébriques.  (23i-349^- 

Catalan  {F.).  —  Rapport  siu-  ce  Mémoire.  (i54"i5j). 

Kxtensiou  aux  points  multi|)les  des  courbes  des  propriétés  établies  jiour  les]loint^ 
ordinaires  dans  des  Notes  antérieures. 
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Monlignj  {C).  —  Recherches  sur  les  changements  de  couleur  qui 
caractérisent  la  scintillation  des  étoiles  de  teinte  rouge  et  orangée 
ou  du  troisième  type.  (391-401). 

Conclusion  :  ces  changements  sont  soumis  é  des  lois. 

Sautrenux  [Félix). —  Démonstration  de  deux  tliéorèmes  analogues 
en  Géométrie  de  l'espace  à  celui  de  Pascal  en  Géométrie  plane; 
essai  de  réponse  à  une  question  posée  en  iSaS  à  l'Académie  de 
Bruxelles.  (426-43o). 

Folie  [F.). —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (Sjo-Sji). 

Plateau  [J-].  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  \  an  der  Mens- 
bruggho  :  c  Etudes  sur  les  variations  d'énergie  polenlielle  des 
surfaces  liquides.  »  [oy^-^'J^]- 

Tome  XLVI;  juillet  à  décembre  1S78. 

Houzeau  [J.-C).  — Rapport  sur  trois  Mémoires  de  Géodésie  de 
M.  le  major  Adan.  (6-1 1). 

Analyse  critique   de  ces  Mémoires,  qui  seront  publiés  dans   le    Recueil    in-R  de 
l'Académie. 

Folie  [F.).  —  Addition  à  notre  Rapport  sur  la  xSotedtîAI.  Sau- 
treaux.  (14-17}. 

An  fond,  le  théorème  de  >I.  S:)iilreanx  n'est  pas  neuf  et  peut  être  démontré  plus 
simplement.    . 

3Iontigny[C .). —  Dcrinfluciice  des  aurores  boréales  sur  la  scintil- 
lation des  étoiles,  particulièrenuïnt  pendant  les  soirées  du 
5  avril  1870  et  (lu   1''''  juin  1878.  (17-42). 

L'accroissement  de  scintillation    était  du,   dans  ces   deux  cas,  h  un    refroidisse- 
ment de  l'air  concomitant  de  l'aurore  boréale. 

Saltel  [F.).  —  Mémoire  sur  la  classilicatiou  arguesienne  des 
courbes  gauches  algébriques,  ou  extension  à  ces  courbes  du 
principe  arguesien.  (()o-i'.>3). 

Folie  [F.).  — lUpport  sur  ce  Mémoire.  (ii-i3). 

Etude  de  la  transformation  définie  par   les   équations  .r.r' ^t);i '=  r:' =■  /^  entre 
les  coordonnées  lélr;tedriques  (.rrzt)  (^.r'y'z'f')  de  deux  rourhes  f;aurhe5. 
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Folie  [F.).  — Principes  de  la  tliéoiie    des    faisceaux.    (ipS-aoS). 

Si  l'on  climino  y.j^y  entre  les  équations  ç;  (^,  r,  «,  /?,  "/  )  =  o,  x('^'.^'»  *'-•  /^  '/)  ^=  o> 
^^(x,  7,  «, /3,  •/)  =  o,  &j(.r,j-,  «,/?,•/)  =  o,  on  obtient  l'équation  d'un  lieu  passant 
par  les  points  communs  aux  courbes  jj,  y.  'p,  (a.  Ce  principe  généralisé,  appliqué 
à  des  faisceaux  de  droites,  est  très-utile  dans  la  théorie  des  courbes  supérieures. 
On  en  déduit,  par  exemple,  que  le  lieu  des  points  triples  des  rayons  homologues 
de  trois  faisceaux  homographiques  est  une  cubique  quelconque.  Voir  aussi  l'Ou- 
vrage intitulé  :  Eléments  de  la  théorie  des  faisceaux,  par  F.  Folie.  Bruxelles, 
F.  Hayez,  1878,  112  p.  in-S. 

Le  Pnige  [C).  — Sur  les  points  multiples  des  involutions  supé- 
rieures. (247-359). 

Folie  [F.).  — Rapport  sur  ce  Mémoire.  (191 -192). 

Étude  des  points  doubles  d'une  involution  du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Montignj  (C).  —  Disposition  expérimentale  appliquée  à  l'étude 
des  étoiles  colorées.  (328-333). 

Plateau  [J.].  — ^Sur  une  loi  de  persistance  des  impressions  dans 
l'œil.  (334-378). 

Folie  [F.].  — Restitution  de   priorité  en   faveur  de  M.  Catalan. 
(379-380). 

Deux  des  théorèmes  donnés  par  M.  Folie  en  187-7  \BiiU.,  t.  XLIV,  p.  182)  ap- 
partiennent à  M.  Catalan  (^Nouvelles  Annales  de  'Mathématiques,  1862,  p.  173).  Les 
conséquences  que  M.  Folie  en  a  déduites  pour  les  coniques  et  ses  remarques  sur 
la  possibilité  d'une  extension  aux  courbes  supérieures  lui  appartiennent  en  propre. 
I,es  théorèmes  de;  IM.  Catalan  se  trouvent  aussi  dans  son  Cours  autographié  (1848) 
d'application  de  l 'Algèbre  à  la  Géométrie,  g  569-572. 

Jlonlignj  .  —  Recherches   sur  les  variations  delà  scintillation  des 
étoiles  selon  l'état  de  l'atmosphère.  (098-635). 

«  C'est  la  présence  de  l'eau  en  quantité  plus  ou  moins  grande  dans  l'atmosphère 
qui  exerce  l'influence  la  plus  marquée  sur  la  scintillation  et  qui  en  modifie  le  plus 
les  caractères,  selon  cette  quantité,  soit  quand  l'eau  se  trouve  dissoute  en  vapeur 
dans  l'air,  soit  quand  elle  tombe  au  niveau  du  sol  à  l'état  liquide,  ou  à  l'état  solide 
sous  forme  de  neige.  » 

Fan  der  Mcnshragghe  [G.).  —  Sur  une  nouvelle  application  de 
l'énergie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (635-643). 

Explication  des  phénomènes  que  présentent  les  lames  liquides  étudiées  par  Sa- 
vart  eu  iS33  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  t.  LIV,  p.  5  J  ;  Paris,  i833). 

Le  Paige  {C).    —  Sur   certains   rovariants  d'un  système  cubo- 
biquadratique.  (765-770). 

Hull.  (les  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  R.  I  t 
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Folie  {.f.).  —  llapporl  sur  ce  Mémoire.  (.")()6-J98). 

Expression  on  fonction  entière  et  rationnelle  des  (rois  covariants  fondamentaux, 
d'un  covariant  gauche  d'un  système  cubo-bi(iuadrati(]ue,  auquel  conduit  l'étude 
des  points  doubles  de  l'involution  de  troisième  ordre  et  de  troisième  classe.  Ex- 
pression de  l'invariant  du  dixième  ordre  d'une  forme  sextique  binaire  dont  la  ré- 
duction à  zéro  exprime  que  les  six  points  représentés  par  la  forme  sont  conjugués 
harmoniques  du  troisième  ordre. 

Folie  [F.  )  et  De  Tillj  (F.).  —  Rapports  sur  une  question  de  con- 
cours relative  à  l'involution.  (856-86o;  86o-8b'i). 

p^an  Rjsselberglie  (F.).  — Description  d'un  régulateur  parabo- 
lique, rigoureusement  isochrone,  et  dont  on  peut  faire  varier  à 
volonté  le  régiine.  (883-892). 

Folie  [F.  ).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (878-879). 

Régulateur  très-simple,  parfait  géométriquement,  mais  assez  compliqué  au  point 
de  vue  mécanique. 

3Iansion  (P.). — Théorème  relatif  à  un  déterminant  remarquable. 

(89.-899). 

Catalan  (F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (879). 

Voir  Nouvelle  Correspondance  matkétnatique,  t.  IV,  p.  io3-iii,  ou  Messenger  of 
Mathematics,  1°  série,  t.  Vil,  p.  81-82,  d'autres  démonstrations  de  ce  théorème. 

3Iansion  {P.).  — Sur  l'élimination.  (899-908). 
Catalan  [F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (880-881). 

Principe  fondamental  d'une  théorie  nouvelle  de  l'élimination.  (Voir  Comptes 
rendus,  t.  LXXXVll,  p.  97J-978). 

Catalan  [F.).  —  Sur  les  hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon. 
(946-949). 

Jlouzcau  (^J.-C). — Sur  certains  phénomènes  énigmatiques  de 
l'Astronomie.  (951-966). 

Pourquoi  le  Soleil  et  la  Lu  ne  parais;  cnt-ils  plus  grands  près  de  l'horizon? 
Qu'est-ce  que  le  (pseudol')  satellite  de  Vénus,  vu  sept  fois  de  iCi/i")  à  17^)^?  ('omment 
llcrschel  a-t-il  pu  voir  Saturne  sous  forme  quasi  rectangulaire?  Comment  expliquer 
les  changements  de  forme  et  les  non-réa|)|)aritions  de  la  comète  de  Biela?  Quelle 
est  la  cause  des  brouillards  secs  de  i78;<,  i8>i,  1822?  Qu'est-co  que  la  lumière  zo- 
diacale ? 
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JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MaTHEMATIK,  IIERAUSGEGEBEN  VON 
C.-W.  BORCHARDT   ('). 

Tome  LXXXV;  1878. 

Fuchs  {L.).  —  Sur  les  équations  diirérentiellcs  linéaires  du  se- 
cond ordre  qui  possèdent  des  intégrales  algébriques.  Second 
Mémoire.  (i-25  ). 

«  Dans  mon  Mémoire  (même  Recueil,  t.  81),  j'ai  étudié  la  question  :  «  Dans  quelles 
>i  circonstances  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  possède-t-elle 
>>  des  intégrales  algébriques?  »  et  je  l'ai  ramenée  à  celle-ci  :  «  Quand  arrive-t-il  que 
»  certaines  équations  diflerentielles  linéaires,  qui  se  dérivent  de  l'équation  proposée 
»  par  un  procédé  uniforme  et  dont  le  nombre  d'ordre  n'est  pas  supérieur  à  douze, 
»  puissent  être  satisfaites  par  des  racines  de  fonctions  rationnelles?  •>  En  introduisant 
à  cet  effet  la  notion  de  forme  première,  j'y  ai  montré  que  le  degré  des  formes  pre- 
mières de  degré  minimum  ne  surpasse  en  aucun  cas  le  douzième.  Les  desseins  que 
j'avais  alors  en  vue  n'exigeaient  pas  de  réduire  au  plus  petit  nombre  les  genres 
possibles  de  ces  formes  premières.  C'est  pourquoi  je  m'y  suis  borné  à  celles  de  ces 
réductions  qui  s'obtiennent  comme  conséquence  immédiate  de  la  notion  de  ces 
formes,  et  je  les  ai  réunies  dans  un  Tableau. 

»  Depuis,  MM.  F.  Klein  et  C.  Jordan  se  sont  occupés  du  même  sujet.  En  particu- 
lier, M.  Klein  a  publié  une  suite  de  Mémoires  en  partie  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  la  Société  physico-médicale  d'Erlangen,  en  partie  dans  les  Annales 
mathématiques  de  Leipzig,  où  il  a  étudié  les  propriétés  des  équations  algébriques 
dont  les  racines  satisfont  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  et 
011  il  a  soumis  à  une  réduction  mon  Tableau  que  je  viens  de  mentionner. 

»  Récemment,  M.  Gordan  a  encore  réussi  (^Annales,  t.  XII)  à  résoudre,  pour  des 
formes  binaires,  le  problème  proposé  dans  l'Introduction  de  mon  Mémoire  cité 
ci-dessus,  et  qui  était  de  déterminer  les  formes  de  degré  n  dont  les  covariants  de 
degré  inférieur  à  n  s'évanouissent  identiquement,  et  il  a  de  plus  montré  qu'elles 
coiincident  avec  mes  formes  premières  du  plus  petit  degré. 

»  Une  Note  du  P.  Pépin  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  juin  1876)  me  donna  lieu  de  démontrer  (même  Recueil,  juillet  187(3)  que 
les  formes  premières  du  plus  petit  degré  montent  aussi  effectivement  jusqu'au  dou- 
zième degré. 

»  Dans  ce  nouveau  Mémoire,  je  me  permets  de  montrer  que,  pour  gagner  une  base 
naturelle  pour  tous  les  problèmes  relatifs  aux  équations  différentielles  eu  question, 
il  suffit  de  poursuivre  d'une  manière  conséquente  la  théorie  des  formes  premières, 
où  l'on  ne  considère  pas  seulement  les  formes  du  plus  petit  degré,  mais  plutôt  la 
totalité  de  ces  formes.  C'est  ainsi  qu'on  obtient  les  résultats  de  mon  Mémoire  anté- 
rieur de  la  manière  la  plus  simple;  mais  d'ailleurs  on  en  tire  de  prime  abord  les 
façons  définitivement  possibles  des  formes  premières  dti  plus  petit  degré,  et  enfin 
on  reconnaît  des  propriétés  nouvelles  des  équations  différentielles  linéaires  qui  sont 


(')  Voir  Bulletin.  111,,  io«. 
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satisfaites  ])ar  Ifs  rarines  d'équations  algébriques,  de  même  que  la   forme   de  ces 

éqiialions.  » 

ScJiroeler  [H.].  —  Sur  uu  hyporboloïde  particulier  à  une  nappe. 
(26-79). 

Il  y  a  cinquante  ans  que  Steiner  {Journal  de  Crelle,  t.  2)  a  attiré  l'attention  des 
géomètres  sur  une  surface  particulière  du  second  ordre,  siirlace  qui  a  deux  de  ses 
génératrices  normales  aux  sections  circulaires,  et,  dans  son  Ouvrage  principal 
{^Systemathche  F.ntwickelung  der  Ahhàngigheit  geometiischer  Gestalten),  il  revient 
plusieurs  fois  à  cette  surface  engendrée  par  deux  faisceaux  projectifs  de  pians  dont 
les  plans  correspondants  sont  perpendiculaires  les  uns  aux  autres.  Peu  d'années 
après,  le  môme  hyperboloïde  particulier  à  une  nappe  se  présenta  dans  un  Mémoire 
de  JVI.  Chasles  comme  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  deux  droites  fixes 
non  situées  dans  un  plan  aient  un  rapport  constant.  Quoique  l'illustre  auteur  désigne 
lui-même  ce  travail  comme  «un  exercice  sur  la  méthode  purement  géométrique  » 
{Journal  de  Lionvillc,  t.  I,  i83G),  il  ne  fait  que  montrer  que  le  lieu  cherché  contient 
deux  certaines  droites  et  un  cercle,  et  après  cela  il  raisonne  comme  suit  :  «  Or  ce 
lieu  sera  évidemment  une  surface  du  second  degré,  parce  que  la  formule  de  Géo- 
métrie analytique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un  point  à  une  droite  con- 
tient les  coordonnées  de  ce  point  au  second  degré;  ce  lieu  sera  donc  un  hyperbo- 
loïde à  une  nappe,  etc.  »  Un  tel  raisonnement  ne  saurait  contenter  ceux  qui  se 
piquent  de  traitor  la  question  d'après  la  méthode  purement  synthétique.  Peut-être 
.  celte  lacune  a-t-clie  été  remplie  depuis  longtemps;  moi,  je  ne  me  suis  aperçu  que 
d'un  travail  publié  depuis  peu  par  M.  Schonflies  {Sjnthetisch-geometrische  Unter- 
STichungen  iiber  Flàchen  zweicen  Grades;  Berlin,  1877),  et  qui  ramène  la  démonstra- 
tion en  question  au  théorème  que  toutes  les  droites  qui  rencontrent  deux  droites 
fixes  non  situées  dans  un  plan  et  qui  sont  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône 
forment  un  hyperboloïde.  Cependant  on  n'a  pas  besoin  de  recourir  au  cône,  comme 
nous  le  démontrerons;  mais  une  simple  construction  linéaire  conduit  à  l'hypcrbo- 
loïde  et  en  fait  saillir  les  propriétés  caractéristiques. 

La  relation  qu'il  y  a  entre  l'hyperboloïde  particulier  h  une  nappe  et  les  deux 
droites  fixes  offre  une  double  analogie  avec  la  figure  correspondante  dans  le  plan. 
On  sait  que  dans  le  plan  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  ont 
un  i-apport  constant  est  une  circonférence  dont  le  cenli'c  est  situé  sur  la  droite 
entre  les  deux  points  et  pour  laquelle  ces  points  mêmes  forment  un  couple  de  points 
conjugués.  Pareillement,  dans  la  figure  de  l'espace,  la  droite  qui  comprend  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  fixes  données  est  un  axe  principal  de  l'hyperbo- 
loïde, savoir,  celui  par  lequel  passent  les  deux  sections  circulaires,  et  les  deux 
droites  fixes  sont  un  couple  de  rayons  conjugués  par  rapporta  l'hyperboloïde.  Cette 
propriété  perce  déjà  dans  le  Mémoire  de  M.  Chasles  et  a  été  mise  en  pleine  lumière 
par  M.  Schônfiies.  Mais  la  figure  de  l'espace  présente  encore  une  seconde  analogie 
ciui  ne  semble  pas  avoir  été  aperçue  jusqu'il  présent.  Dans  le  plan,  le  lieu  d'un  point 
dont  les  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  sont  dans  un  rapport  constant 
est  une  section  conique  pour  laquelle  le  point  fixe  est  un  foyer  et  la  tlroitc  fixe  la 
directrice  correspondante  (polaire  de  ce  foyer).  Or,  dans  un  foyer,  les  couples  do 
rayons  conjugués  qui  passent  par  lui  forment  une  involution  de  rayons  orthogo- 
naux. Pareillement,  dans  la  figure  de  l'espace,  les  deux  droites  fixes  forment  un 
couple  particulier  de  rayons  conjugués  (polaires  réciproques)  par  rapport  à  rh\|)er- 
boloïdc:  car,  pour  chacun  de  ces  rayons,  les  couples  de  plans  conjugués  qui  passent 
j)ar  lui  l'orniciil  un  couple  de  plans  orth')gon.iux.  t  etlo  propriété  peut  être  envisagée 
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en  quelque  sorte  comme  application  de  la  pi'dpiiété  fondamentale  des  (overs  des 
sections  coniques  aux  surfaces  du  second  ordre.  Cependant  il  se  présente  ici  une 
différence  essentielle  entre  la  figure  dans  le  plan  et  celle  dans  l'espace.  Tandis  que 
toute  section  conique  possède  un  tel  couple  de  pôle  et  polaire  (et  encore  deux  foi»), 
où  le  pôle  est  le  centre  d'une  involulion  de  rayons  orthogonaux  appartenant  à  la 
conique,  la  surface  du  second  ordre  pour  laquelle  deux  rayons  conjugués  doivent 
être  les  axes  d'involution  à  plans  orlbogonaux  est  soumise  à  une  certaine  condi- 
tion, et,  si  la  surface  remplit  cette  condition,  il  existe  une  infinité  de  couples  de 
rayons  conjugués  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  D'autre  part,  deux  droites 
non  situées  dans  un  plan  étant  données,  une  surface  du  second  ordre  pour  laquelle 
ces  droites  sont  des  rayons  conjugués  et  les  axes  d'involutions  h  plans  orthogonaux 
par  rapport  à  la  surface  n'est  pas  complètement  déterminée  par  cette  conditioi;, 
qui  ne  comprend  que  huit  conditions  simples,  et  il  y  a  un  faisceau  de  surfaces  du 
second  ordre  qui  remplissent  cette  condition.  Ce  faisceau  de  surfaces  du  second 
ordre,  qui  se  produisent  par  le  changement  de  la  valeur  du  rapport  constant,  pos- 
sède comme  courbe  fondamentale  commune  un  quadrilatère  gauche  imaginaire,  de 
même  que  toutes  les  sections  coniques  ayant  en  commun  un  foyer  et  la  directrice 
correspondante  forment  un  faisceau  de  sections  coniques  à  contact  double  idéal. 
L'étude  synthétique  de  ces  propriétés  fuit  l'objet  du  Mémoire  :  !.  Le  paraboloïdc 
hyperbolique  équilatère.  II.  L'hyperboloide  orthogonal  (nom  proposé  par  M.  Schroeter 
pour  l'hyperboloide  en  question). 

GundeIJinger  [S.].  —  Sur  la  transformation  d'expressions  dilïe- 
rentielles  au  moyen  de  coordonnées  elliptiques.  (80-87). 

Dans  la  vingt-deuxième  Leçon  de  sa  Géométrie  analytique  de  l'espace,  Hesse  a 
indiqué  un  principe  qui  enseigne  îi  transformer  certaines  expressions  difiérentiolles 
des  coordonnées  orthogonales  en  coordonnées  elliptiques,  transformation  faite  au 
moyen  de  changements  convenables  opérés  sur  les  formules  qui  se  présentent  à 
l'occasion  du  problème  des  axes  principaux  des  surfaces  du  second  ordre.  C'est  par 
ce  procédé  qu'on  achève,  presque  sans  aucun  calcul,  l'intégration  des  équations  dif- 
férentielles pour  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodésiques  sur  ces  surfaces. 
La  Note  est  destinée  à  montrer  que  l'intégration  de  ces  équations  difTéreiitielles  et 
d'autres  semblables  à  elles  ne  se  refuse  pas  non  plus  à  être  rattachée,  moyennant 
un  princi])e  analogue,  au  problème  des  axes  principaux  des  sections  planes  d'une 
surface  du  second  ordre.  Les  éléments  analytiques  employés  à  cet  cITet  se  prêtent 
à  de  nombreuses  interjjretations  géométriques  et  font  ressortir  une  connexion 
simple  entre  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  du  second  ordre  et  celle  de 
leurs  courbes  géodésiques-,  observons  enfin  que  les  développements  partent  de  la 
forme  générale  de  l'équation. 

iMilinowski.  —  Démonstration  d'une  proposition   concernant  les 
surfaces  du  second  ordre.  (88). 

Sjlvesler  [J.-J.)  —  Sur  les   actions  mutuelles  des  formes  inva- 
riantives  dérivées.  (89-1 15;  fr.). 

M  Je  comprends  les  invariants,  les  covariants,  les  contravariants  et  toutes  les  formes 
qui  dérivent  dans  le  même  sens  d'un  système  donné  «lo  quantics  sous  le  nom 
général  de  dérivées  invariantives,  et  je  vais  établir  un  principe  qui  rend  ces  formes 
fécondes  et   donne  à   deux   quelconques  d'entre  elles   la   faculté  de  produiri',  par 
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l'action  de  l'iiiic  sur  l'autre,  de  nouvelles  Ibinics  iiivaiiantives.  Si  l'on  se  home 
aux  invariants  d'un  seul  quantic  ou  d'un  système  de  quantics,  la  manière  de  pro- 
céder pour  cette  {jénèralion  est  presque  évidente  d'elle-même.  Car  soient  F(a,  b, 
c,...^,  G(a,  b,  (,■■•)  deux  invariants  du  même  quantic  ou  du   même  système  de 

d 
quantics,  et  écrivons  à  la  place  de  a,  b,  c, .  .  .,  dans  l'une  de  ces  deux  fonctions,  —  j 

/-,  — ,...:  si  l'on  opère  avec  la  l'onction  ainsi  modifiée  sur  l'autre,  le  résultat 
dh'  de"       '  ' 

restera  invariantif. ...  Je  remarque  que  la  formation  d'un  quantic  quelconque  se 
compose  de  trois  genres  de  quantités  :  des  variables,  des  parties  littérales  des  coel'- 
licienls,   et  enfin  des  midtij)licateurs  numériques   qui  les  affectent  et  qui  forment 

pour  ainsi  dire   l'équipement  arithmétique  de  la  forme Dans  la  théorie  que  je 

vais  produire,  le  mulliplicaleur  d'un  élément  quelconque  sera  la  racine  carrée  du 
nombre  binôme  ou  polynôme  qui  lui  serait  égalé  dans  la  notation  ordinaire  des 
((nanties.  Qi:and  les  multiplicateurs  numériques  sont  mis  sous  cette  forme,  je  dirai 
(jue  le  quantic  est  un  quantic /j/-e/;a/e.  Remarquons  que,  quel  que  soit  l'équipe- 
ment numérique  d'un  quantic,  une  substitution  quelconque  opérée  sur  les  variables 
induit  une  substitution  corrélative  opérée  sur  les  éléments....  Cela  posé,  je  suis 
en  état  d'énoncer  le  théorème  fondamental  suivant  :  «  Dans  un  quantic  préparé,  deux 
substitutions  contraires  opérées  sur  les  variables  induisent  deux  substitutions  con- 
traires opérées  sur  les  éléments....»  Si,  pour  donner  plus  de  simplicité  aux  énoncés, 
on  se  borne  au  cas  de  quantics  unipartiles,  on  peut  résumer  les  conséquences  qui 
découlent  des  principes  établis  en  affirmant  qu'une  dérivée  invariantive  d'un 
svstème  quelconque  de  quantics  unipartitcs  préparés  reste  une  dérivée  invariantive, 
quand  on  substitue  pour  les  variables  ou  pour  les  éléments,  ou  pour  les  uns  et  les 
autres  simultanément,  leurs  inverses  symboliques,  avec  la  distinction  que  sous  la 
première  supposition  le  caractère  est  changé  dans  son  opposé  et  sous  la  dernière  il 
reste  le  même.  » 

Schering  [Karl).  —  Sur  Ja  ihéorie  du  moyen  aritlimético-géomé- 
trique  de  quatre  éléments.  (  i  i5-iyo). 

M.  Borchardt  a  créé  pour  la  Science  la  notion  de  la  moyenne  arithmético-géomé- 
triquede  quatre  éléments  indépendants  {Monatsbericht  der  Kônigl.  Akad.  d.  Tf  is- 
sensch.  zu  Berlin,  nov.  1876  et  febr.  1877),  et,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions 
hyperelliptiques,  il  a  donné  une  représentation  de  ce  moyen  par  un  déterminant 
bipartite  {zwcigliedrig)  d'intégrales  hyperelliptiques.  Indépendamment  de  ces  ré- 
sultats, M.  Schering  montre  qu'on  peut  former  d'un  produit  de  moyennes  arithmético- 
géométriques  gaussiennes  un  moyen  de  trois  éléments  dont  l'algorithme  coïncice 
avec  celui  établi  par  M.  Borchardt  pour  quatre  éléments,  au  cas  que  deux  en  soient 
égaux.  La  représentation  de  ce  moyen  de  trois  éléments  par  des  intégrales  hyperel- 
liptiques a  été  obtenue  à  l'aide  d'une  réduction,  donnée  par  Jacobi,  de  certaines 
intégrales  hyperelliptiques  à  des  intégrales  elliptiques,  et  à  l'aide  de  la  théorie  des 
surfaces  de  Ricmann.  La  construction  de  ces  surfaces  suggère  en  même  temps  l'idée 
de  déterminer  les  modules  de  périodicité  de  ces  intégrales  et  de  montrer  l'existence 
des  rclatifms  qui  ont  lieu  entre  eux,  et  qui  ont  été  établies  par  Ricmann.  La  repré- 
sentation du  moyen  de  trois  éléments,  étudiée  par  M.  Schering,  se  trouve  donc  être 
un  cas  spécial  du  théorème  de  M.  liorchardt  mentionné  ci-dessus.  De  ce  théorème 
et  de  la  réduction  de  Jacobi  on  conclut,  d'ailleurs,  qu'une  moyenne  de  quatre  élé- 
ments peut  être  réduite  ii  des  moyeniK  s  de  deux  éléments  lorsqu'il  existe  entre 
elles  une  ceitaine  é<|ualion  de  condition. 
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Kiepert  [L.),  —  Sur  les  surfaces  niinima.  Second  Mémoiie.  (171- 
i83). 

En  considérant  les  surfaces  nommées  par  M.  Schwarz  Jaiscean  de  surfaces 
(l'Enneper  et  faisceau  de  surfaces  de  Scherh^  on  trouve  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  ces  surfaces  peuvent  être  représentées  par  des  fonctions  elliptiques  de 
deux  variables  Ç  et  yj,  de  telle  sorte  qu'on  obtient,  pour  des  valeurs  constantes  de  | 
ou  bien  de  ■/),  les  lignes  de  courbure  sur  le  faisceau  de  surfaces  d'Enneper  et  les 
lignes  asymplotiques  sur  le  faisceau  de  Scherk.  D'autre  part,  des  valeurs  constantes 
de  f-t-yj  ou  de  Ç — rj  fournissent  les  lignes  asyniptotiques  du  faisceau  de  surfaces 
d'Enneper  et  les  lignes  de  courbure  du  faisceau  de  sui'faces  de  Scherk.  De  plus,  ces 
surfaces  contiennent  quatre  faisceaux  de  courbes  dont  l'arc  est  une  intégrale  ellip- 
tique de  première  espèce  où  la  limite  supérieure  a  une  simple  signification  géomé- 
trique. Enfin,  il  faut  signaler  la  connexion  remarquable  qui  a  lieu  entre  ces  surfaces 
et  les  surfaces  des  centi"es  de  courbure. 

Prix  Jablonow  ski  pour  l'année  1 88 1.(1 84)- 

JFrobefiins  {G.).  —  Sur  des  expressions  dilî'érentielles  linéaires 
adjointes,  (i 85-21 3). 

Dans  ses  recherches  sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples,  Jacobî  est 
parvenu  à  quelques  théorèmes  concernant  des  expressions  différentielles  linéaires 
qui  ont  été  déduites  et  approfondies  par  beaucoup  d'autres  auteurs,  mais  surtout 
par  Hesse  (même  Recueil,  t.  54,  p.  227).  Les  calculs,  en  partie  très-prolixes, 
qu'exigent  ces  démonstrations  peuvent  être  évités  entièrement  quand  on  définit 
l'expression  différentielle  appelée,  suivant  M.  Fuchs,  l'adjointe  d'une  autre,  non  pas 
par  sa  représentation  formale,  mais  par  sa  propriété  caractéristique,  qui  consiste 
à  faire  d'une  certaine  expression  différentielle  bilinéaire  une  différentielle  complète. 
Cette  voie  mène  aussi  facilement  aux  relations  découvertes  par  Clebsch  entre  les 
constantes  qui  entrent  dans  la  forme  réduite  de  la  variation  seconde,  relations 
établies  par  liesse  dans  une  forme  peu  développée.  M.  Frobenius  commence  par  dé- 
velopper les  théorèmes  pour  des  expressions  différentielles  ordinaires  :  alors  il  donne 
succinctement  leur  application  à  la  transformation  de  la  variation  seconde;  enfin 
il  généralise  quelques-uns  de  ces  théorèmes  pour  des  expressions  aux  différentielles 
partielles. 

§  1.  Sur  la  composition  d'expressions  différentielles  linéaires.  —  §  2.  Définition 
d'expressions  différentielles  linéaires  adjointes.  —  §  3.  La  réciprocité  d'expressions 
différentielles  linéaires  adjointes.  —  §  4.  Expressions  différentielles  qui  sont  égales 
à  leurs  adjointes.  —  §  ^-  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Jacobi.  — 
§  G.  Proposition  auxiliaire  sur  les  formes  bilinéaires  alternées.  —  §  7.  Transforma- 
tion d'un  déterminant.  —  §  8.  Sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples.  — 
§  9.  Des  expressions  dites  adjointes  aux  différenliolles  partielles  linéaires.  — 
§  10.  Le  théorème  de  réciprocité.  —  §  11.  Principe  du  dernier  multiplicateur. 

Caylej  {-^■)-  —  Un  Mémoire  sur  les  fonctions  6  doubles.    (214- 

045). 

Suite  des  recherches  du  même  auteur,  t.  83,  p.  2io-233. 
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Hermile  [Ch.).  —  Sur  le  pendule.  Extrait  dune  Lettre  adressée  à 
M.  Gyidén.  (246-249). 

Remarque  sur  la  forme  des  coordonnées  x.y,  z  de  l'extrémité  d'un  pendule 
sphérique  :  elles  sont  les  dérivées  de  fonctions  uniformes  du  temps. 

Hoetliig  (O.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces.  (200-263). 

L'auteur  représente  à  l'aide  de  deux  variables  indépendantes  certaines  quan- 
tités relatives  à  la  théorie  infinitésimale  des  surfaces  et  surtout  à  la  théorie  de  la 
courbure. 

Mathieu  i^Eniile).  —  Réflexions  au  sujet  d'un  tliéorème  d'un  Mé- 
moire de  Gauss  sur  le  potentiel.  (264-268). 

Gauss  a  démontré  qu'on  peut  toujours  distribuer  sur  une  surface  fermée  de  la 
matière  en  une  couche  infiniment  mince,  de  sorte  que  le  potentiel  V  de  cette  couche 
soit,  en  chaque  point  de  la  surface,  une  fonction  donnée  U  des  coordonnées  x,^-,  z 
de  ce  point.  Pour  cela,  il  montre  d'abord  que,  si  la  masse  de  la  couche  est  donnée 
et  que  la  distribution  soit  homo{ïène,  c'est-à-dire  la  densité  positive  en  chaque 
point  de  la  surface,  l'intégrale  £l^^f{\  —  2\J)7nds,  dans  laquelle  w  est  la  densité 
en  l'élément  a'^  de  la  surface  et  où  l'intégration  est  étendue  à  toute  la  surface,  est 
susceptible  d'un  minimum  qui  a  lieu  lorsque  V  —  U  ^=  const.  C'est  à  ce  sujet  que  se 
rapportent  les  réflexions  de  M.  Mathieu. 

^danis  [J.-C).  —  Table  des  valeurs  des  soixante-deux  premiers 
nombres  de  Bernoulli.  (269-272). 

Kbnigsberger.  —  Sur  la  réduction  d'intégrales  liyperellipliques  à 
des  intégrales  elliptiques.  (273-294). 

Voici  l'un  des  théorèmes  principaux  :  «  Le  nombre  des  constantes  arbitraires  est 
indépendant  du  degré  de  la  transformation.  Donc,  si  le  degré  du  numérateur  de 
l'intégrale  hyperelliptique  réductible  à  des  intégrales  elliptiques  va  en  croissant, 
nous  en  sentons  résulter  une  plus  grande  variété  de  ces  intégrales  réductibles,  de 
telle  sorte  qu'on  peut  tirer  cette  conclusion  :  Si  une  intégrale  hyperelliptique  de 
première  espèce  est  réductible  à  des  intégrales  elliptiques,  il  ne  sera  pas  possible 
de  réduire  toute  intégrale  hyperelliptique  appartenant  à  la  même  irrationnalité  tout 
à  la  fois  à  une  intégrale  elliptique.  11  n'en  est  pas  ainsi  si  une  intégrale  hyperel- 
liptique de  première  espèce  appartenant  à  un  polynôme  du  degré  2/>-t-  i  est  réduc- 
tible à  la  somme  de  p  intégrales  elliptiques  difl'érentcs.  Alors  il  y  a  yj  intégrales 
hyporelliptiques  appaitenantà  la  même  irrationnalité  et  réductibles  à  une  quelconque 
de  ces  intégrales  ellipti(|ues.  » 

GundelfiJiger  [S.).  —  Sur  la  transiormation  en  coordonnées  cur- 
vilignes d'une  certaine  sorte  d'équations  dillérentielles.  (  290- 
3o3). 

liesse  (O.).  —  Des  hexagones  dans  l'espace.  (Méuioirc  posthume 
j)ul)lié  par  M.  Gundellinger).  (3o4-3i6). 
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On  trouve  dans  ce  Mémoire  une  nouvelle  solution  du  problème  traité  plusieurs 
Ibis  par  Hesse  :  «  Etant  donnés  sept  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 
ordre,  déterminer  le  huitième  point.  »  Le  manuscrit  a  été  achevé  par  l'auteur  en  tout 
ce  qui  est  essentiel  au  sujet,  excepté  la  conclusion;  il  ne  demande  donc,  pour  être 
imprimé,  que  quelques  touches  légères  de  style. 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (Siy-Saô). 

Netto  {E.).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  entière 
de  n  éléments.  (327-338). 

SoLirajider  [Etnile).  —  Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du 
second  ordre.  (339-344)-  E.  L. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN  ('). 

Tome  XII;  1877. 

Krause  {M.).  —  Reclierclies  algébriques  sur  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (1-22). 

Le  P.  Joubert  est  le  premier  qui  ait  étudié  avec  détail  l'équation  qui  relie  le  pro- 
duit du  module  primitif  et  du  module  complémentaire  au  produit  du  module 
transformé  et  du  module  complémentaire.  La  théorie  de  cette  équation,  pour 
un  degré  impair  de  transformation  sans  diviseur  cari'é,  a  été  faite  par  MM.  Her- 
mite,  Joubert,  Koenigsberger.  M.  Krause  en  donne  le  discriminant  et  détermine 
les  racines  distinctes  de  ce  discriminant  ainsi  que  leur  degré  de  multiplicité. 
Comme  exemples,  il  prend  les  nombres  de  transformation  jusqu'à  3o. 

Gordan  (-P.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  transformations  linéaires 
d'une  seule  variable.  (23-4^). 

HarnacJx  [Ax.).  — Sur  la  représentation  de  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  de  première  espèce  et  de  son  système  de  sé- 
cantes par  des  fonctions  doublement  périodiques.  (47-56). 

Brill  i^A.  ).  —  Sur  le  discriminant.  (87-89). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  «  Le  signe  du  discriminant  d'une  équation  est 
négatif  quand  le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  est  impair,  jiosilif 
dans  le  cas  contraire.  »  L'auteur  montre  en  outre  que  le  nombre  des  passages  des 

(')  Voir  liidleiin,  \.,-r2'\. 
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racines  réelles  à  des  racines  imaginaires,  pour  une  équation  à  coefficients  va- 
riables, peut  être  obtenu  quand  le  discriminant  de  cette  équation,  regardé  comme 
une  fonction  du  paramètre  dont  dépendent  les  coefticients,  se  décompose  en  fac- 
teurs rationnels. 

Brill  (^.). — Sur  les  courbes   rationnelles  du  quatrième  ordre. 

(90-128). 

^  1.  Équations  relatives  aux  singularités  d'une  courbe  rationnelle.  — §2.  Equa- 
tions relatives  aux  points  d'inflexion  et  aux  tangentes  doubles,  lorsqu'on  se 
donne  les  coordonnées  des  points  doubles.  —  §  3.  Équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  homogènes.  —  §  4-  Coniques  des  points  d'inflexion.  —  §  5.  Équa- 
tion dos  points  d'inflexion.  —  <^  6.  Équation  relative  aux  points  de  contact  des 
tangentes  doubles.  —  §  7.  Discriminants  de  ces  deux  équations.  —  §  8.  Cas  des 
points  doubles  imaginaires. —  §  9.  Représentation  graphique  (avec  deux  planches). 

Du  Bois-Redmond  (P.).  —  Note  sur  l'intégration  des  équations 
aux  différentielles  totales.  (i2.3-i3o). 

L'auteur  montre  comment  l'on  peut  obtenir  géométriquement  les  méthodes 
d'Euler  et  de  M.  Bertrand  pour  l'intégration  de  l'équation  Xt/x-h  Yrfr  H- Z^s  =  o, 
quand  l'intégrale  est  delà  forme  ^i^x,  j,  s)=C;  il  compare  ces  deux  méthodes 
avec  une  autre  qui  a  été  donnée  par  Natani  et  par  lui-même  pour  l'intégration 
de  l'équation  « 

Mayer  (^•)-  —  Sur  le  multiplicateur    d'un   système    de   Jacobi. 
(132-142). 

Jacobi  a  donné  deux  définitions  diflérentes  du  multiplicateur  d'une  équation  li- 
néaire aux  dérivées  partielles 

li=n 

l,a  jiremière  définition  suppose  la  connaissance  de  tontes  les  solutions  de  l'équa- 
tion donnée  ;  la  seconde  définit  le  multiplicateur  par  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

/j:=H  A  =  n 

!VI.  Lie  {Math.  Jiiii.,  t.  XI)  a  montré  que  la  première  définition  peut  être  étendue 
i>  un  ajsteme  complet,  pendant  <]U(>  le  système  correspondant  des  équations  {■?.)  n'ad- 
met aucune  solution  commune;  mais  quand  le  système  considéré  est  un  système 
jdcobicn,  c'cst-ii-dirc  (jnaiid 

est    i(Icnti(|ii('menl  nul,    le    système  <lcs  équations  ('.1  )  admet    une  intégrale  com- 
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mune,  et  cette  intégrale  est  le  multiplicateur  commun  du  système  (i),  identique 
avec  celui  de  M.  Lie. 

Carier  {-^•)-  —  Note  sur  la  théorie  des  intégrales  elliptiques, 
(i 43-1 56  5  aiigl.). 

Démonstration  et  application  du  théorème  de  la  multiplication  complexe. 

Gordan  {P-)-  —  Formes  binaires  de  covariants  nuls.  (i47-i56). 

Klein  [F.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.   (iSy- 
179)- 

Dans  une  Note  précédente  {Math.  Annal.,  t.  XI),  l'auteur,  partant  de  la  théorie 
des  groupes  finis  de  transformations  linéaires  d'une  variable,  a  montré  qu'il  n'y  a 
que  cinq  types  d'équations  diflerentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coeflicients 
rationnels,  susceptibles  d'être  intégrées  algébriquement.  Il  les  a  désignés  par  les 
formes  caractéristiques  que  présentent  les  intégrales,  à  savoir  le  type  de  la  divi- 
sion du  cercle  et  les  types  de  la  double  pyramide,  du  tétraèdre,  de  l'octaèdre,  de 
i'icosaèdre.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  étudie  les  relations  entre  ces  cinq  types, 
montre  comment  on  peut  construire  les  formes  générales  de  ces  équations  diffé- 
rentielles, et  comment  on  peut  en  déduire  les  équations  élémentaires  étudiées 
par  M.  Schwarz  {.Tournai  de  Borchardt,  t.  75).  Il  détermine,  pour  quelques 
exemples  compliqués,  la  fonction  rationnelle  qui  entre  dans  l'intégrale  et,  finale- 
ment, donne  un  Tableau  où  se  trouvent  toutes  les  formes  primitives  (au  sens  du 
Mémoire  de  M.  Fuchs,  Journal  de  Borchardt,   t.  81),  qui  existent  réellement. 

Schubert  [H.).  —  Le  principe  de  correspondance  pour  des  groupes 
de  11  points  et  de  n  rayons.  (180-201). 

Schuhert  [H-]-  —  Singularités  du  complexe  du  n^'^"^'^  degré.  (202- 
221). 

On  peut  définir  un  complexe  du  «"<■"«  degré  comme  l'ensemble  de  oc'  droites 
dont  00'  passent  par  un  point  et  forment  un  cône  du  «i'^""'  degré;  on  peut  aussi  le 
considérer  comme  un  système  spécial,  à  cinq  dimensions,  de  groupes  de  rayons  ayant 
n  rayons  communs  avec  chacun  des  v.^  faisceaux  de  l'espace.  C'est  à  ce  dernier 
point  de  vue  que  se  place  l'auteur.  Les  singularités  d'un  complexe  se  divisent  en 
deux  classes  : 

1°  Singularités  ne  concernant  pas  les   faisceaux  de  rayons  du  complexe  : 

Elles  sont  contenues  dans  le  symbole 

A  =,«"'c?°-'' '■■=•'  '"  1,    {kX:  fi-^ixhxlxmxq  —  b), 

(|ui  exprime  qu'un  groupe  de  rayons  a  son  plan  passant  par  v.  points  donnés,  son 
sommet  sur  fi  plans  donnés,  et  que,  de  ses  n  rayons,  un  premier  satisfait  à  une 
condition  fondamentale  t"''''',  ...,  un  cinquième  enfin  à  une  condition  y^P'*". 

2°  Singularités  concernant  les  faisceaux  de  rayons  : 

Désignons  par  s^  ,  c,.,  ...,  e,  un  groupe  de  rayons  dans  lequel  il  y  a  m  coïnci- 
drncrs,  en  sorte   que,  des  n  rayons  du  groupe,  /,  coïncident  avec  le  preniiei'.  ... 
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et  /„,  avec  le  ///"""-■  ;  ces  symboles  î  se  relient  avec  ceux  (jui  ont  été  inlrodiiits  dans 
la  première  partie,  et  où  l'auteur  remplace  g^  par  //  quand  ce  signe  se  rapporte 
à  un  rayon  de  coïncidence.  On  peut  réunir  les  singularités  dans  la  formule 

B  =  S:  :  ... ,    /i^''  A'- . . .  //'■"' ir'-  *'  '■  '"■  '  "•" c^ 

M '■-'       'm     (i      (;  l,ii" 

L'auteur  détermine  tous  les  nomlires  A,  li  ;  il  déferniinc  les  plus  simples  des 
nomI)res  A  directement  et  les  autres  au  moyen  des  méthodes  développées  dans  ses 
IScitiàge  zur  Géométrie  der  Anzahl  {Math.  Annal.,  t.  X).  En  particulier,  il 
trouve 

g^  =  20«^(«  —  2)(«'  —  l\n-\--y.). 

Ainsi,  pour  n  =.  l\,  on  voit  que,  dans  un  complexe  du  quatrième  degré,  il  existe 
douze  cent  quatre-vingts  faisceaux  plans.  Pour  la  détermination  des  nombres  li, 
M.  Schubert  utilise  deux  méthodes  :  la  première  repose  sur  les  formules  qu'il  a 
établies  dans  son  Mémoire  intitulé  Correspondcnzprincip  f'ùr  Gruppen  {^Math, 
Annal.,  t.  XII);  la  seconde  est  indirecte;  elle  part  de  la  définition  des  complexes 
données  par  Pliicker  et  permet  de  déduire  les  singularités  d'un  ordre  plus  élevé 
de  celles  qui  sont  d'un  ordre  moindre.  Il  faut  ajouter  que  les  valeurs  obtenues  se 
trouvent  souvent  contrcMées  de  diverses  façons,  et,  en  partie,  au  moyen  de  travaux 
algébriques  antérieurs,  parmi  lesquels  il  faut  citer  le  Mémoire  de  M.  Voss  {Math. 
Annal.,  t.  IX). 

Grassmann  (//.).  —  La]\{ccatnc[ue  d'après  les  principes  de  la  tliéorie 
de  l'étendue.  (222-240). 

Danlscher  [f^-)-  —  Piemarques   sur  la  démonstration   analytique 
de  la  loi  de  réciprocité.  (24 1-253). 

1, 'auteur  s'occupe  de  la  loi  de  réciprocité  cubique  I  —  j  =:  |  --  1  (pour  des  nombres 

premiers  impairs,  primaires),  loi  énoncée  d'abord  par  Jacobi,  puis  établie  par 
Eisenstein  au  moyen  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle,  et  la  déduit  d'une  re- 
présentation analytique  du  symbole  (  -r  )»  symétrique  par  rapport  à  F  et  à  Q,  ainsi 

i|u'Eisenstein  avait  fait  pour  la  loi  de  rcci|irocité  biquadratiquc. 

11  se  sert  pour  cela  de  la  fonction  /»(«,  ^'j,  g^)  introduite  par  M.  Weierstrass  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  supposant  que  les  deux  invariants  g^  '^t^'j 
sont  l'un  nul,  l'autre  égal  il  i  ;  cette  fonction  admet  un  cou|)le  primitif  de  périodes 
2&J,  2  6jp  (|5"  H- |5 -H  i)  =  0  et  se  reproduit  quand  on  multiplie  l'argument  par  p, 
en  sorte  que  p{pu)  ^=1  pp{u),  propriété  ([ui  permet  de  l'utiliser  pour  la  représen- 
tation du  symbole  cubique. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Daiitscher  traite  de  la  multiplication  complexe  de 
cette  fonction  spéciale/^,  et  en  particulier  de  l'égalité 

p(mn)  <S>{pu) 

pu  w' M' (/;//) 

où  *  et  Y  sont  des  fonctions  rationnelles  de/;«  et  où  l'on  suppose  //(  impair  el  pri- 
maire; il  [larvieiit,  au  moyen  du  théorème  de  l'addition,  à  un  procédé  nouveau  pour 


déduire  J'  de  M',  el  est  ainsi  conduit  ;i  uni' reprèsenlatiou  dusymbolt 


1        I  M'" 
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offiH  symétrique  par  rapport  ;i  V  cl  (),  ot  aussi  aux  Ihéorèmos  oonipli'inontairos  ro- 

Dans  la  diuixiènie  Partie,  pour  jHiuvoir  appliquer  à  la  fonction 

N  ,„  - 1  iL^'L^j  N  mi+r» 

la  démonstration  donnée  parEisenstein  pour  l'irréductibilité,  on  démontre  d'abord, 

pour  un  nombre  premier  à  deux  termes  ni,  la  divisibilité  par  m  des  coeflicients  c,, 

La  démonstration  souffre  une  exception  dans  le  cas  d'un  nombre  premier  à  un 
seul  termes,  pour  le  coefficient  c^,  lorsque  gA-i- i  ^^  o(mod.  m);  maison  évite  celte 
didiculté  au  moyen  des  relations  générales  fOntre  *  et  Y.  La  lliéorie  donnée  par 
M.  Weierstrass  fournit  deux  systèmes  de  congruences  par  rapport  au  module  w', 
tlont  on  déduit  que  le  terme  c^,  lorsque  6Ah-i  ss  o^mod.m),  esldivisibleparw,et 

que  les  - — - —  coefficients  voisins  adroite,  et  les  — - —  coefficients  voisins  à  gauclie 

sont  divisibles  par  iir. 

Orassman/i  [H-)-  — La    place  des  quateiiiions  (l'Hainilton  dans 
la  théorie  de  retendue  (37J-386). 

Dans  un  Mémoire  inséré  {\Ar\^\e.  Journal  de  Crelle  (t.  49)  Sur  les  différents 
a,enres  de  multiplication,  Grassmann  a  défini  seize  modes  différents  de  multiplica- 
tion ;  pour  les  grandeurs  obtenuesau  moyen  de  trois  unités  indépendantes,  ces  modes 
sont  caractérisés  par  ce  fait  qu'un  certain  nombre  des  quatre  équations  qui 
suivent  sont  ou  non  satisfaites  : 

(2)  e^ej.  -\-  e/.Ci  =.  0, 

(  1  )  ^l  -^  <"»  ^-  ''3  =^  0. 

Les  équations  (2),  (3),  (4)  définissent  la  multiplication  extérieure  qwc  l'auteur 
a  surtout  employée  dans  la  science  de  l'étendue  {Ausdehnungslehre);  les  équations 
(  1),  (2),  (3)  définissent  la  multiplication  intérieure  ;  les  équations  (2)  et  (3)  dé- 
terminent un  mode  de  multiplication  que  M.  Grassmann  qualifie  de  mojenne,  et  de 
la  considération  de  laquelle  il  déduit  les  théorèmes  fondamentaux  du  calcul  des 
quateruions;  il  indique  ensuite  les  problèmes  que  l'on  traite  habituellement  comme 
applications  du  calcul  des  quaternions  et  qui  se  résolvent  aisément  au  moyen  dos 
multiplications  extérieure  et  intérieure  et  aussi  de  l'opération  qu'il  désigne  sous 
le  nom  de  quotient.  Enfin,  pour  ce  qui  concerne  les  applications  à  la  Trigonométrie 
sphérique,  la  composition  des  segments  d'après  les  méthodes  de  son  Ouvrage  lui 
paraît  préférable  au  calcul  des  quaternions;  il  termine  en  développant  un  certain 
nombre  d'exemples. 

Kopche  {yi-)-  —  Sur  la  discussion  du  mouvcmejit  d'un  solide  de 
révolution  dans  un  Huide.  (387-402). 

M.    Kirchhoff,    dans    le   Tome  71  du  Journal  do  Borcliardt,  a  ramené  l'étude  du 
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mouvcnioiil  d'un  corps  solide  de  révolution  dans  un  fluide  iucunipi'cssible  an 
calcul  de  deux  intégrales  elliptiques:  au  moyen  des  fonctions  inverses,  on  exprime 
les  composantes  de  la  vitesse  de  chaque  point  et  l'on  détermine  la  position  du 
corps.  L'inversion  des  intégrales  est  effectuée  dans  le  Mémoire  de  M.  Kopcke  et  les 
Corniules  sont  données  explicitement  au  moyen  des  fonctions  0.  Pour  cela  on  dé- 
compose la  seconde  intégrale  en  une  somme  de  trois  intégrales  normales;  le.s 
transformations  quadratiques  employées  sont  différentes,  selon  que  l'expression  du 
quatrième  degré  sous  le  radical  a  ses  quatre  racines  réelles  ou  bien  en  a  deux  réelles  et 
deux  imaginaires,  le  cas  des  quatre  racines  imaginaires  se  trouvant  exclu  par  la 
nature  du  problème.  Les  trois  angles  qui  déterminent  l'orientation  du  système  so- 
lide par  rapport  à  trois  axes  fixes  s'expriment  au  moyen  des  fonctions  0  ainsi  cal- 
culées. 

D'Ovidio  [H.].  — Les  fonctions  métriques  fondamentales  dans  un 
espace  de  plusieurs  dimensions  et  de  courbure  constante  (4<j3- 
4i8^fr.). 

Résumé  d'un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Lincei  (8  avril  1877)  sur  la  théorie 
des  fonctions  métriques  pour  les  espaces  à  n  dimensions  dans  lesquels  une 
forme  quadratique  représente,  d'après  M.  Cayley,  l'absolu  des  multipoints  et 
des  multiplans  :  une  droite  est  un  (h — 2  )-plan  ;  un  /-point  est  un  ( n  —  r]- 
plan;  l'auteur  appelle  un  tel  espace  espace  de  courbure  constante  sans  d'ailleurs 
justifier  cette  dénomination.  La  distance  entre  deux  points  est  le  logarithme, 
divisé  par  ■isj — i,  du  rapport  anharmonique  de  ces  deux  points  par  rapport  aux 
deux  points  où  la  droite  coupe  l'absolu;  la  définition  de  l'angle  de  deux  points  est 
dualistique. 

'Le  moment  (ou  le  comoment)  d'un  /--point  R  et  d'un  /'-point  R'  est  le  produit  des 
sinus  (ou  des  cosinus)  des  p  distances  entre  R  et  R',  c''est-à-dire  entre  les  points  où 
une  perpendiculaire  commune  à  R  et  à  R'  rencontre  l'un  et  l'autre.  L'absolu  de 
l'espace  à  (ti  —  r)r  dimensions  qui  a  pour  éléments  les  r-poinls  est  l'agrégat  des 
/■-points  R,  dans  lesquels  existe  un  point  orthogonal  à  tout  l'A-point  :  chacun  de  ces 
points  est  tangent  à  l'absolu.  Un  /--point  R  et  un  /-'-point  R'  sont  parallèles  lors- 
qu'ils ont  en  commun  un  A-point  K  appartenant  à  l'absolu  des  A-points;  il  y  a  pa- 
rallélisme d'ordre  supérieur  lorsque  K  touche  l'absolu  suivant  un  niultipoint.  La 
dualité  ne  subsiste  plus  lorsque  le  discriminant  de  l'absolu  est  nul. 

Krause  [M.  ).  —  Sur  les  équations  modulaires  des  fonctions  ellip- 
tiques. (419-431  )• 

PringsJieim  [A.].  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  hypcrelliptiques, 
et   particulièrement  de  celles  du  troisième  ordre  (p  =  4)-  (4^5- 

47^>). 

Les  fonctions  9-  qui  servent  pour  l'inversion  d'un  système  d'intégrales  hypcrel- 
liptiques du  (p-i  )'™*  ordre  (ou  d'espèce  p)  forment  une  classe  spéciale  parmi  les 
fonctions  3-  à  p  variables,  prises  dans  leur  généralité  ;  pour  ces  fonctions  le  nombre 
de   constantes   indépendantes    qui    constituent   les   modules,    nombre   qui   est    en 

général  ^— ^ —t  se   réduit   à    3  0        i  ;  en  sorte  que  les  modules  d'une  fonction  S- 
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doivent,  pour  que  celle-ci  soit  une  fonction  hvperelliptique,  satisfaire  à  — '  H  p      ■■) 

2 

relations.  La  forme  de  ces  relations  a  été  donnée  par  M.  Weicrstrass  ;  il  a  montré 
qu'elles  consistaient  dans  l'évanouissement  d'un  certain  nombre  de  fonctions  3- 
paires,  à  arguments  nuls,  fonctions  qui,  lorsqu'on  ne  se  place  pas  dans  le  cas  par- 
ticulier des  fonctions  hyperelliptiques,  ne  sont  pas  nulles. 

En  comptant  le  nombre  de  conditions  de  cette  nature,  on  reconnaît  qu'il  sur- 
passe le  nombre  -i ~ —  lorsque    p    est   supérieur     à     3  ;     qu'il    n'y  en  ait 

réellement  que  — qui  soient  indépendantes,  on  parvient  à  le  dé- 
montrer, de  même  que,  en  partant  de  ces  conditions  nécessaires  pour  caractériser 
un  système  hvperelliptique  qui  sont  données  par  l'évanouissement  d'un  certain 
nombre  de  fonctions  S-  paires,  on  établit  ces  propriétés,  fondamentales  pour  un  tel 
système,  qui  consistent  dans  l'existence  de  relations  linéaires  homogènes  entre  les 
carrés  de  />-(- J  fonctions  S-  à  indices  simples  et  aussi  entre  p-r-  \  produits  de  fonc- 
tions 3-  de  la  forme  ^^  ("'•••)  ^ajj.("'  •■•))  où  «  est  un  indice  variable  pris  dans  la 
suite  0, 1 ,2,...,2p,  ni  IX  un  indice  lixe  pris  dans  la  même  suite,  mais  différent  de  a. 
Ces  relations  sont,  d'une  part,  conformes  aux  équations  de  Rosenhain  pour  des 
fonctions  S"  hyperelliptiques  du  premier  ordre  et,  d'autre  part,  coïncident  avec 
les  résultats  déduits  directement  par  M.  Weierstrass,  pour  les  fonctions  hyper- 
elliptiques  />,,  ...,/>.^+|   des  équations  différentielles. 

Dans  le  cas  de  |0  =  4,  M.  Pringsheim  montre  que  les  conditions  nécessaires  pour 
caractériser  un  système  hyperelliptique  sont  aussi  suffisantes;  c'est-à-dire  que,  en 
supposant  l'évanouissement  d'un  certain  nombre  de  fonctions  S-  paires,  tous  les 
quotients  de  fonctions  ■&  s'expriment  symétriquement  au  moyen  de  quatre  variables 
*i)  ..M^4.  et  que,  d'un  autre  coté,  les  arguments  i\,  ...,  i-,  de  chaque  fonction  S- sont 
liés  à  JT,,....  a?,  par  un  système  hyperelliptique  d'équations  différentielles.  Le  chemin 
suivi  est  analogue  à  celui  que  Rosenhain  a  tracé  pour  les  fonctions  hyperelliptiques 
du  premier  ordre. 

Le  nombre  de  fonctions  S-  dont  on  a  à  s'occuper  dans  ce  cas  s'élève  à  256,  sans 
compter  la  fonction  S'  fondamentale  et  les  neuf  fonctions  S-  à  indices  simples 
(o,i,...,8);  les  autres  ont  des  indices  composés  de  deux,  trois  ou  quatre  chiffres. 
L'auteur  les  a  toutes  réunies  dans  un  Tableau,  avec  leurs  caractéristiques.  Parmi  les 
cent  trente  fonctions  paires,  dix  doivent,  pour  que  le  système  soit  hyperelliptique, 
s'annuler  quand  on  suppose  les  arguments  nuls;  mais  un  tel  système,  pour  /s  =  4, 
possédant  encore  sept  constantes  arbitraires,  il  faut  que  des  dix  équations  dont 
nous  venons  de  parler,  qui  équivalent  à  autant  de  relations  entre  les  dix  modules, 
il  n'y  en  ait  que  trois  d'indépendantes:  c'est  ce  que  M.  Noether  a  établi  tout  ré- 
cemment d'une  façon  explicite  {Math.  Aiin.,  t.  XIV). 

Après  avoir  développé  le  nombre  suffisant  de  relations  entre  les  fonctions  S-  à 
arguments  nuls,  on  peut  exprimer  tous  les  quotients  de  fonctions  3-  à  arguments 
nuls  au  moyen  de  sept  constantes  indépendantes  ;  mais  les  formules  deviennent 
plus  symétriques  en  introduisant  neuf  quantités  «„,  a,,  ...,a,.  Puis,  au  moyen 
des  relations  linéaires  homogènes,  dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  entre  les  cariés 
de  fonctions  3-  à  arguments  quelconques,  on  voit  que  des  neuf  quotients  de 
fonctions  S-  dont  les  numérateurs  sont  des  fonctions  à  indices  simples  et  dont 
le  dénominateur  est  toujours  la  fonction  &  fondamentale,  cinq  peuvent  être  ex- 
primées au  moyen  des  quatre  autres;  en  d'autres  termes,  les  neuf  quotients  s'ex- 
priment au   moyen  de  quatre  variables  indépendantes  .r,,  ..  .,.r,.   Toutes  les  rola- 
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lions  en  question  sont  ainsi  satisfaites  eu  remplaçant  les  neuf  quotients  de  fonc- 
tions -9-,   il  arguments  i',,  ...,f^,  j)ar  eertalnes    fonctions    symétriques  par  rapport 

h  .r ,  a\    cl  par  rapport  à   «„,  ...,a,.  Il  en  est  de  même  des  autres    quotients 

de  fonctions  de  Z,  et  en  particulier  de  ceux  où  les  fonctions  en  numérateurs  ont 
des  indices  doubles,  quotients  qui,  dans  les  recherches  ultérieures,  se  présentent 
comme  dérivées  de  ceux  dont  on  vient  de  parler;  ils  s'expriment  tous  symétri- 
quement au  moyen  de  x,,  . . .,  j"^. 

Pour  prouver  maintenant  l'existence    d'un  système  liyperelliptique    d'équations 
différentielles  entre  i',,  .  .  .,  c^,  et  a-,,.  . .,  .r,,  de  la  forme 

où  V^,^  (lési(;ne  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et  R(jr)  un  polynôme 
du  neuvième  degré  dont  les  racines  sont  «„,....«,„  l'auteur  introduit  quatre 
variables  auxiliaires  //,,  ....  n.  au  moyen  de  quatre  équations  différentielles  hy- 
perelliptiques  d'une  forme  entièrement  déterminée  et  montre  que  dans  la  rela- 
tion identique 


les  coefficients sont  des  constantes;  il  suflTit  pour  cela  de  montrer  quelaméme 

<hii, 

cliose  a  lieu  dans  le  système  réciproque 

(3)  '/«„=    > di'h. 

0=1 

I,a  preuve  se  déduit  des  relations  qui  existent  entre  c^  et  x^^,  et  de  celles  qui 
lient  par  définition  les  u„  et  les  x„,  en  difîérentiant  certaines  formules  d'addition 
des  fonctions  9-  que  l'on  établit  a.  cette  occasion.  On  ariive  ainsi  à  l'équation 
[équivalente  à  l'équation  (2)], 

(4  )  d"„  —  ^a'^^^'y  -^  ^'a^^''-.  -r-  r„</''3  -+-  A„r/r„ 

ou  A^,  ...,  A„  sfint  des  constantes.  Ces  coeflicients  sont  d'abord  exprimés  au 
moyen  de  fonctions  -9-  jiaires  à  arguments  nuls  et  de  leurs  premières  dérivées;  on 
pei'.t  les  exprimer  aussi  au  moyen  des  périodes  en  remjilaçant  dans  les  équa- 
tions('^)  les  u^  par  les  expressions  qui  les  délinisscnt  au  moyen  de  x,,  ...,  .r^. 
puis  en  intégrant  entre  des  limites  cotivenables  par  rapport  aux  x  et  aux  c 

La  comparaison  des  valeurs  des  coeflicients  conduit  à  des  relations  qui  permettent 
d'expiimer  les  modules  réels  de  périodicité  K„^  au  moyen  des  fonctions  S- à  ar- 
(;uments  nuls  et  de  leurs   premières  dérivées;  ces  formules   sont  les    analogues   de 


-v/îl- 


la   formule   bien    connue  de  la  théorie    des  fonctions   elliptiques   nK 

Quant  aux  coefficients  des  systèmes  (i)  et  (2),  qui  sont  l'objet  principal  des 
recherches,  on  les  obtient  sous  la  forme  suivante  :  en  supposant  les  équations  (•>) 
écrites  comme  il  suit, 
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les  cncfTicients  J[^,  . . .,  (0  sont  dos  fractions  dont  le  dénominateur  est 

I  2K 2K„ 


(6)  D  = 


!Kj,    ...    2K,, 


On  peut  les  exprimer  aussi  au  moyen  des  fonctions  S-,  et  l'on  est  ainsi  conduit 
à  des  formules   analogues    aux  formules  de    la    théorie  des    fonctions   elliptiques 

3-3=  y  - — »  et  au  moyen  desquelles  chaque  fonction  S-   à  arguments  nuls,  diffé- 

rente    de  zéro,    se    présente    comme    un   multiple  dey/D..., 

Finalement,  en  intégrant  les  équations  (4)  pour  des  systèmes  de  valeurs  conve- 
nables de  i-,,  ...,1'-,  et  de  x^,  ...,x^,  on  parvient  à  exprimer  les  modules  des 
fonctions  S-  au  moyen  des  modules  de  périodicité,  et  par  suite  en  fonction  uni- 
forme de  «„,  ....  flg.  En  résumé,  les  formules  fondamentales  du  problème  de  l'in- 
version, pour  le  cas  de  p  =  4>  ^^  trouvent  obtenues. 

Krej  [H.).  —  Aote  sur  un  problème  d'élimination.  (476-480). 

Détermination  du  nombre  de  couples  de  deux  points  situés  sur  une  même  couiho 
d'espèce^,  avec  points  doubles,  qui  satisfont  à  deux  correspondances. 

Schroder  {E.). — Note  sur  le  cercle  d'opérations   du  calcul  lo- 
gique.  (481-484). 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  travail  de  l'auteur,  Die  Opei-ationsbasis  des  Loi^ik- 
calciils  (Leip/ÀQ,  Teubner,  1877),  travail  qui  se  relie  à  ceux  de  G.  Boole  et  de 
R.  Grassmann. 

/^o.y.ç  (^.). —  Sur  les  courbes  asymptotiques  [Haupttangeiiteii- 
curven)  des  surfaces  gauches.  (485-5o2'). 

L'équation  différentielle  des  courbes  asymptotiques  d'une  surface  réglée  dans 
laquelle  les  coordonnées  de  la  génératrice  sont  fonctions  d'un  paramètre  est  ob- 
tenue par  la  considération  du  faisceau  de  complexes  linéaires  déterminé  par  une 
génératrice  et  trois  génératrices  consécutives.  Chaque  complexe  du  faisceau  dé- 
"  termine  deux  tangentes  consécutives  d'une  courbe,  en  vertu  de  ce  théorème  gé- 
néral, que,  pour  toute  surface  réglée  dont  les  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire,  on  peut  déterminer,  par  des  opérations  algébriques,  une  lifne 
asymptotique  dont  les  rapports  géométriques  avec  le  faisceau  sont  bien  connus. 
Pour  obtenir  explicitement  l'équation  différentielle,  on  a  à  résoudre  un  système 
de  quatre  équations  linéaires  et  d'une  équation  quadratique;  on  y  parvient  en 
introduisant  les  coordonnées  du  complexe  déterminé  par  une  génératrice  et  les 
quatre  génératrices  consécutives;  on  l'obtient  ainsi  sous  une  forme  dans  laquelle 
tous  les  coefficients  sont  des  invariants  de  la  surface,  dont  la  signification  est  in- 
dépendante du  choix  du  paramètre.  On  peut  l'intégrer  quand  la  surface  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire.  L'auteur  cherche  ensuite,  en  supposant  que  les 
coordonnées  des  génératrices  soient  des  fonctions  rationnelles  du  paramètre, 
sous  quelles  conditions  les  lignes  asymptotiques  sont  algébriques.  11  y  parvient  en 
s'aidant  des  critériums  donnés  par  M.  Koenigsberger  et  par  M.  Liouville  pour  la 
réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  à  des  fonctions  algébrico-logarithmiques, 
et  il  indique  la  signification  géométrique  des  conditions  auxquelles  il  est  ainsi 
Bull,  des  Sciences  math.,  2^  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  R.  12 
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conduit.  Enlln  il  traito  en  particulier  !e   cas  où  le  complexe  linéaire  est  un  com- 
plexe spécial. 

Klein  (/'.)• — ^ouvt'iU's  recherches  sur  l'icosaèdre.    (5o3-o4o)- 

Croite  [C .). — Sur  Ja  di.stribution  des  tangentes  doubles  sur  les 
divers  systèmes  de  coniques  avant  un  contact  quadruple  avec 
une  courbe  du  quatrièiue  ordre.  (5tii-5jj  ;  fr.  ). 

L'auteur  a  donné  un  développement  de  la  même  matière  avec  des  démonstrations 
plus  détaillées  daiis  le  journal  danois  TUisskrift  for  Matliematik,  Cah.  V,  1875. 

Prix  proposé  par  la  Société  Jablonowski  pour  l'année  1879. 

Ax.  H. 


ARCHIV  Matuematiky  a  Fysucy,  kteryz  vydavii  .lednota  ceskÇch  mathemalikû 
V  Praze  ('). 

Tome  II:   1877-1879. 

Blazek  {G.)  —  Essai  d'une  théorie  des  courants  de  la  nier.  (»-25^ 
ail.). 

L'auteur,  après  avoir  mentionné  les  recherches  de  INIaury,  de  IMûhry  et  de  Schilling, 
passe  au  développement  et  à  la  démonstration  de  sa  propre  théorie,  dont  il  résume 
comme  il  suit  les  principales  propositions. 

La  cause  des  grands  courants  constants  de  la  mer  est  l'inégale  température  de 
l'eau  depuis  l'équateur  jusqu'aux  pôles.  Cette  cause  permet  à  l'action  combinée  de 
la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  de  chasser  l'eau  froide  vers  l'équateur,  et 
l'eau  chaude  vers  le  pôle. 

En  vertu  de  la  rotation  de  la  Terre  et  de  l'inertie  de  l'eau,  il  naît  de  part  et 
d'autre  de  l'équateur,  en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  Terre,  des  courants 
fermés  dont  les  centres  sont  situés  entre  le  3o°  et  le  35°  degré  de  latitude.  Sous  ces 
mêmes  parallèles  régnent,  au  fond  de  la  mer,  des  courants  froids  de  sons  opposé, 
qui,  sous  l'équateur,  montent  à  la  surface  de  la  mer,  et  forment  le  contre-courant 
équatorial. 

Il  se  produit,  en  général,  daiis  chaque  courant  dirigé  vers  l'équateur,  une  rota- 
tion dans  le  sens  de  celle  de  la  Terre,  et  au  contraire,  dans  chaque  courant  dirigé 
vers   le  pôle,  une  rotation  dans  le  sens  opposé. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  comparaison  de  ces  résultats  théoriques  avec  les 
données  de  l'observation. 

TVeyr  [Ed.).  —  Sur  la  marche  des  fonctions  elliptiques.  (26-60). 


(')  Voir  IJiilU'tiii,  VIII.  Il  2. 
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Étude  des  valeurs  de  l'intégrale 

dz 


£ 


prise  suivant  des  chemins  rectilignes,  puis  suivant  des  chemins  quelconques.  De  là 
on  déduit,  en  posant 


i;=^sinam«,     yi  —  i;-  =  cosamf/,     yi  —  A- z' :i^  A  am  ii  ^ 
la  monodromie  de  ces  fonctions,  leur  périodicité,  les  racines  des  équations 

sin  am  n  =^  sin  am  «„,     cos am  n  :=  cosam  i(„,     A  ani  tt  =r.  A  am  u^, 
et  enfin  on  décide  de  laquelle  des  quatre  formes 

rt  ijj-  ±  l'q^ 
sont  sinam?/,  cosam?/,  Aam?/  pour  une  valeiu'  donnée  de  ii. 

Syfcora  (-./.).  —  Sur  l'intégrale  Sx^+'.  (6i-65). 

Désignons,  pour  abréger,  par  aC")  le  produit 

.r  (  :r  —  i  )  (  x  —  2  )  ...  (  x  —  «  -!-  l  ), 

et  rappelons  la  formule 

^xK")^ !-  const., 

n  -r-  i 

la  différence  Ax  étant  supposée  égale  à  l'unité.  Pour  intégrer  x''+',  où  k  désigne  un 
entier  positif,  posons 

(i)  a:''+'  =  R„  -^  R,  xO)  -h  R„:rO  -f-. .  .-t-  R.r(^+'), 

et  nous  aurons,  R,,  étant  évidemment  nul, 

Ix"^'  =  eonst.-\-  ~R^xC-)  ^  ~  Rj.x(')-)-. .  .--i-  —^ —  R^+,.r'*^+2)^ 

Les  quantités  Rj,  R,,  R,,  ...  se  présentent  comme  restes,  lorsqu'on  divise  x"-^^ 
par  j:,  puis  le  quotient  par  x  —  i,  le  nouveau  quotient  par  x  —  2,  et  ainsi  de  suite. 
Dans  le  Tableau  suivant,  on  a  calculé,  par  la  méthode  de  Horner,  les  coefficients  des 
divers  coefficients  en  question  : 


.c'-' 

-+- 

0 

-+- 

0 

-t- 

0 

-+- 

0    H- 

0    -f-    . . 

o 

o 

3 
6 

0 

I 

7 

0 

0 

0              .  .  . 

1 

R„  =  o 

I 

3i 

3oi 

R.=  . 

2 

1 

IJ 
35o 

R,= 

3 

1 

20 

05 

.',0 

Rs  = 

4 

1 

10 

«4  = 

5 

Rs  = 
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On  voit  de  suite  que  les  nombres  qui  figurent  dans  une  diagonale  de  ce  Tableau 
(par  exemple  dans  celle  qui  commence  à  la  ligne  contenant  les  coefficients  du  quo- 
tient qui  correspond  au  diviseur  x  —  [^)  donnent  les  quantités  R  correspondantes  à 
une  certaine  valeur  de  X-  (A  h-  i  =  4),  c'est-à-dire  qu'on  a,  par  exemple, 

x'-  ^0-1-  xC)  -+-  •j  x'^-'i  -\-  Gx("'  -+■  x^*) , 

Si  l'on  considère  deux  diagonales  consécutives,  on  aperçoit  immédiatement  que,  en 
posant 

x"  =  a:(')  -H  AjX(-)  -+-  A,x(^)  -f- .  .  . -t-  A^^xW, 
on  a 

^k+y  _  j.(.)  ^  (  2  A,  -t-  i)  xC-)  -H  (3  A,  -+-  A,)  x(')  -t-.  .  .  +  (  k\^-\-  Aj_,  )x<'''  -+-  At.i:(*+'', 

ce  qui  permet  de  former  les  quantités  R,,  R,,  ....  en  partant  de  l'égalité  x  ^=  jrC). 
Afin  d'obtenir  pour  les  R  des  expressions  indépendantes,  remarquons  d'abord  qu'on 
a  Ro  =  o,  R,  =  I.  Le  coefficient  R,  est  évidemment  le  A'*™"  terme  de  la  suite  i,  3,  7, 
i5,  . . .,  qui  forme  la  troisième  ligne  de  notre  Tableau  ;  deux  termes  consécutifs  «^, 
u^_^_^  satisfaisant  à  l'équation 

on  trouve 

«,.=  C.2''— I, 

et,  puisque  «,=  i,  la  constante  d'intégration  C  sera  :=  i  ;  donc 

(2)  R,=  «i=2''-I. 

Le  coefficient  R,  est  le  (A  —  ly^m»  terme  de  la  suite 
I,  6,  25,  90,  3oi,  . . ., 
qui  forme  la  quatrième  ligne  de  notre  Taideau.  Pour  cette  suite,  on  a 


c'cst-ii-dire 

de  là,  en  intégrant, 


3p^_t_2'-+'  — l; 


l—o'+'-f-C.i'- 


et.  comme  i',  —  i,  on  trouve  C  =  -;  donc  enfin 


(3)  R,  =  ,.^._,^-(i-2.2^+3*). 

<^n  trouverait  de  la  même  manière 


R.^^^C-i-t-S.a^-B.S'-t-',*), 


"•-^,^[-(;')-a)"-(0"'-i 
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et  enfin,  par  une  induction  complète, 

'""■-(^.['"-("TO'—'-C'Tl'—^'-rT')'"-^)'--]- 

Il  est  aisé  de  donner  les  quatre  derniers  coefficients  du  développement  (1)  sons 
une  forme  plus  simple.  En  effet,  R;;^,  étant  dans  la  première  colonne  de  notre 
Tableau,  on  a  R^+i  =  i  ;  en  calculant  le  terme  général  de  la  suite  contenue  dans  la 
seconde  colonne,  on  trouve 

enfin  la  troisième  et  la  quatrième  colonne  donnent 


K. 


R. 


.4 


/,8 
Les  valeurs  de  R;;-3>  Rft-4>  •  •  •  deviendraient  déjà  trop  compliquées. 

I  H )  > 

lini  —  •  (60-69). 

I.  En  supposant  le  nombre  w  entier  et  positif,  on  trouve  sans  difficulté,   par  le 
développement  du  binôme, 

en  posant 

^  I  I 

il  =  1  +  I  -H  -T  H i ,' 

2  !  01  ! 

Mais  on  a 

\  <>>  /     \  W  /  0)  (it  OJ  \  CJ  0>  /  Ci> 

(,_i)(,_2)(,-^_)>(,_l_l)(,_^)>,_i_î_î  =  ,_!i, 

et  généralement 

/         I  \   /         2  \  /        u  —  I  \  1        2  n  —  I  it{n  —  i) 

\  u  /    \  ce  J  \  01      I  Cit        Cii  0)  'Î0> 


Donc 


(:^-^)'"=,-M-^(.-i)-H^(.-.)(.-^)+-- 

Oi\    \  01  /     \  Oi  J  \  w/ 

I  r      n{u  — 1)1  I  r      6j(w  — t)"] 
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ou  bien 

/  I  \"'  Il  1 

I    r  I         I  I  r  f        "I 

2&j|_i       i!       2!  («  —  a)!  (w— 2)!J 

c'est-à-dire 

\  &)  /  2  CJ   [_  (  &J  —  I  ;  1         cj  !  J 

l'uisquc 

hm   n  =  I  -f-  -j  -h  ^  -I-  -  H 

estime  quantité  finie,  on  déduit  des  inégalités  (i)  et  (2) 

lim  (  1  -t —  )    =    lini  il  =  i-i-  --,-\ rH-.-.à  l'infini. 

„=«.  \        w/         „=:„  i!       2! 

Les  cas  de  &>  fractionnaire  ou  néffatif  se  ramènent  de  la  manièic  connue  à  celui 
que  nous  venons  de  considérer. 

11.  Si  l'on  suppose  a  >  i  et  lim  w  =  co  ,  on  a 

I-      ^' 

uni  —  =  0. 

En  effet,  comme  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  entières  de  w,  on  a 

3  A  'A 


w         I    2   2    3         w  —  I 
«""       a  a  a  a  a 


Les  facteurs  de  ce  produit  ont  pour  limite  -  ;  ils  seront  donc,  à  partir  d'un  certain 


facteur »  constamment  moindres  qu'une  fraction  -»  b  étant  compris  entre  a  et 


l'unité.  Donc 


01  fl       }      ]  I 

<  -7,  7  7  •  •  •  7       o"       < 


d'où  l'on  tire,   pour  w  =  00  ,  le  résultat  annoncé. 
On  ferait  voir  de  la  même  manière  que 

(,/  n" 

lim  —  =0,     lim  — ;  =  ao  j 
«'"  ot 

pour  toute  valeur  finie  de  r. 

Slrouhal  (  /^.).  —  Sur  Jes  lignes  de  courbure  de  l'iiélieoïdc  gauclie. 
(69-84^  ail.). 

Eu  partant  de  l'équation  de  la  surface 

y 
c  =  A  arc  tan(j  —  > 


1—  dx 

,-dz 

V2;t:  = 
as 

X 

^x'-i-y- 
K 
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l'auteur  détermine  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface,  puis 
celle  d'une  section  normale;  de  là  il  déduit  les  sections  principales  et  leurs  rayons 
de  courbure,  qui  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  posant 

X  r  =.  t, 

où  /■  désigne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  principale,  on  donne  aux  équa- 
tions différentielles  des  lignes  de  courbure  la  forme 


X 


I.'intégralion  de  ces  équations  donne 

X  ^  \Jt  —  A-cos[6-±:  log  [\l t  -f-\/c  —  A'  )], 
y  =  \]t  —  k'  sin  [c  dr  log  [\Ji  -h\Jt  —  A'  )], 

Z  =  k[c±L  log  (  \J't  -f-  \jt—k-  j] 

pour  les  équations  des  lignes  de  courbure. 

Après  avoir  introduit,  au  lieu  de  t,  une  nouvelle  variable  y  définie  par  l'équa- 
tion 

log(v/7^v/f-A"-)==î5, 
ce  qui  donne 

.r  =  p  cos(t±:  jj),    j-=  ^sin(crt  p),     z  ■=  k{c±-^), 

p  désignant  la  quantité  -  (e"?  —  A-e^ï),  l'auteur  étudie  la  forme  des  deux  systèmes 
de  lignes  représentés  par  ces  équations. 

Giint/ier  (S.).  —  Le  ihéorènie  de  décomposition  d'Euler  et  le  pen- 
dule de  Foucault.  (84-9-J^  ail.). 

L'auteur  fait  voir  que  le  théorème  de  décomposition  d'Euler  pour  les  rotations 
infiniment  petites  doit  servir  de  base  a  la  démonstration  mathématique  de  la  loi 
physique  découverte  par  Foucault,  et  la  faute  commise  en  ne  tenant  pas  compte  de 
ce  théorème  est  la  source  commune  tant  des  erreurs  que  l'on  rencontre  dans  les 
démonstrations  données  pour  le  théorème  de  Foucault  que  de  celles  que  présente  la 
formule  inexacte  proposée  par  Hullmann  pour  la  vitesse  angulaire  relative  du  plan 
d'oscillation. 

Wejr  [Ed.).  —  Addition  à  l'article  sur  les  lignes  de  courbure  de 
riiélicoïde  gauche.  (95-101). 

Cette  addition  se  rapporte  à  l'article  de  M.  Strouhal  analysé  plus  haut.  Il  s'agit 
des  lignes  asymptotiqnes  et  de  l'équation    différentielle  des  lignes  do  courbure  de 
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Ja  surface  conoïile 


m 


.r,  r,  z  étant  des  coordonnées  rectangulaires. 

L'auteur  traite  d'abord  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique 


X 

en  se  bornant  à  la  considération  des  points  situes  sur  l'axe  des  x;  puis  il  ramène  le 
problème  à  ce  cas  spécial  à  l'aide  du  parabolo'ide  osculateur.  II  obtient  ainsi  le 
résultat  suivant  : 

Les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  r  rr: /"  I  —  j  sont  données  par  l'équation 


v//'(taMg£,j) 

p  —  Li  1 

COS  OJ 

C  étant  une  constante  arbitraire,  p  et  o>  les  coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  .vt 
L'équation  difTéreutielle  des  lignes  de  courbure  est 

b  dp-  —  2pdpdoi  —  b  i  Ti~^  P]  doi^  =  0, 

en  posant 

I           /'              „            2/"'  w"-t-tanfto) 

—  -,      m    =  — ■  — rn tang  <y ,       /;  =  — — 

/  ''  u ,       ^  ,,."1 


k       cos-co  /'"  /;^"tan^;6J  —  1 

f  et  /"  représentant,  pour  abréger,  /'  (   -  \i  f"  (  —  )•   On  intègre  cette  équation 
dans  le  cas  de  l'hélicoïde  gauche. 

yjahradnik  (A.).  —  Sur  une  certaine  correspondance  géométrique, 
relative  aux  courbes  du  troisième  degré  et  de  la  troisième  classe. 

(ioi-io4)- 

Par  un  point  quelconque  P,  situé  dans  le  plan  d'une  telle  courbe,  il  passe  trois 
tangentes;  on  détermine  le  centre  de  gravité  S  du  triangle  formé  par  les  points  de 
contact  de  ces  tangentes.  On  fait  correspondre  le  point  S  an  ]>oint  P,  en  se  bornant 
au  cas  de  la  cissoïde.  L'auteur  tire  de  ses  formules  cette  conclusion  :  «  Si  le  point  S 
décrit  une  courbe  de  degré  n,  le  pôle  P  engendrera  une  courbe  de  degré  2«,  ayaiil 
])Our  points  //"pi"-'»  les  points  circulaires  à  l'intini.  « 

Jerdbeh  [f'^-).  —  Sur  le  lieu  gét)mélrique  des  ceutres  de  projec- 
tion desquels  une  conique  donnée  se  projette  suivant  des  cercles 
sur  un  plan  donné.  (io4-io8). 

Soient  C  la  conique  donnée,  P»  son  plan  ;  ap]>elons  N  le  plan  sur  lequel  on  projetteC. 
Le  lieu  des  points  s  desquels  C,  se  projette  sur  IN  suivant  des  cercles  est  utie 
conique  S,  de  même  centre  que  T.,  et  située  dans  le  pbiu  qui  passe  jiar  ce  centre  et  pai' 
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la  j)erp('iuli(Hilaii'e  élevée  dans  le  plan  N  au  milieu  de  la  droite  uni,  m  et  n  dési- 
gnant les  points  de  rencontre  de  C  avec  le  plan  N.  La  tangente  du  lieu  S  au  point  s 
passe  par  le  centre  du  cercle  projection  C  sur  N  prise  du  centre  s.  Les  projections 
orthogonales  des  coniques  C  et  S  sur  le  plan  donné  N  sont  des  coniques  confocales. 

Zahradnik  [K-]-  — ■  Lignes  engendrées  par  les  éléments  eorres- 
pondants  de  deux  courbes  unicursales  situées  dans  un  inème 
plan.  (109-1 12  ). 

On  considère,  sur  deux  courbes  unicursales  de  degi'és  m  et  n,  des  points  qui  se 
correspondent  un  à  un  ;  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  enveloppe 
une  courbe  de  {m  h-w)''^"'"  classe.  En  supposant  les  deux  couibes  données  identiques, 
l'enveloppe  n'est  plus  que  de  la  i{ii  —  i)'i">e  classe;  de  lii  on  conclut  qu'une  courbe 
unicursale  de  degré  n  est  généralement  de  2(h  • —  i^ime  classe. 

Dvoiàlx  (C).  —  Sur  la  répulsion  produite  par  le  son.  (i  i3-i23). 

L'auteur  '  décrit  une  série  d'expériences  intéressantes  concernant  la  répulsion 
acoustique.  Si  l'on  approche  un  diapason  vibrant  d'un  résonnateur  fixé  à  un  levier 
tournant  autour  d'un  axe  vertical,  le  résonnateur  éprouve  une  répulsion.  Cela  s'ex- 
plique par  ce  fait  qu'il  y  a  aux  nœuds  d'une  masse  d'air  vibrante  une  pression 
moyenne  plus  grande  qu'en  d'autres  points;  c'est  un  l'ait  qu'il  est  aisé  de  constater, 
soit  par  la  voie  expérimentale,  soit  par  un  calcul  simple.  L'expérience  devient  très- 
élégante  si  l'on  l'orme,  à  l'aide  de  quatre  résonnateurs,  une  sorte  de  roue  à  réaction 
acoustique.  L'auteur  se  propose  de  construire,  en  guise  de  balance  de  Coulomb,  une 
balance  acoustique  dont  on  se  servirait  pour  mesurer  l'intensité  du  son. 

Slniad  {yi-)-  —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. (124-145). 

Théorie  de  cette  transformation  dans  le  plan,  avec  de  nombreux  exemples,  qui 
mettent  en  évidence  le  parti  qu'on  en  peut  tii'er  en  Géométrie. 

Milxsi  '  [3IarJ<o).  —  Des  relations  de  la  pyramide  et  des  polyèdres 
avec  les  progressions,  notamment  avec  les  progressions  arithmé- 
tiques et  géométriques.  (i45-i65). 

Kolacek  [Fr.y  —  Sur  le  mouvement  d'une  masse  li([uide  conte- 
nue dans  un  vase  cylindrique  à  base  circulaire,  sous  l'action  de 
la  pesanteur.  (167-188). 

L'auteur  traite  ce  problème  en  se  fondant  sur  les  équations  déduites  des  Vorles- 
iingen  iibcr  macliemntisclie  Physik  de  Kirclihoft".  Parmi  les  résultats  qui  se  rattachent 
spécialement  au  problème  traité,  citons  celui-ci.  Si  le  liquide  se  décompose  en 
plusieurs  systèmes  sectoriaux,  le  mouvement  oscillatoire  peut  avoir  lieu  d'une  inli- 
nité  de  manières,  et  pour  chacune  il  existe  un  système  de  cercles  concentriques 
dépourvus  de  toute  vitesse  radiale.  Les  rayons  7,,  i\.  .  .  .,  z-^,  de  ces  cercles  ont  des 
rapports  invariables,  étant  proportionnels  aux  racines  d'une  certaine  équation. 

Behorouskj  (  f  .) .  —  Sur  la  construction  aiialvlique  des  surfaites 
gauclies.  (188-226). 

liii/l.  ries  Sciences  math.,  ->"  Série,  t.  IlI.  (Septcndne  1879.)  I{  .  I  3 
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L'auteur  développe  les  propriétés  ilosciiplives  des  siirl'acos  gauches,  en  partant 
des  équations  de  la  (jénératrice 

J  =z   0(.X  -h  ji,       Z  =  y  Jf  -+-  O, 

K,  /3,  7,  5  étant  des  fonctions  d'une  variable  t.  Énuniérons  les  matières  qu'il  traite  : 
équation  du  plan  tangent;  égalité  du  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tan- 
gents menés  par  une  génératrice  avec  le  rapport  anharmonique  des  points  de  con- 
tact; invoiution  des  points  d'une  génératrice  dont  les  plans  tangents  forment  des 
angles  droits;  point  central  ;  plan  central:  plan  asymptotique  ;  paraboloïde  des  nor- 
males; lignes  de  contour;  sections  planes  et  leurs  asymptotes:  surface  développable 
asymptotique;  cône  directeur;  ligne  de  striction  (exemples  :  paraboloïde  hyperbo- 
lique, hyperboloïde  à  une  nappe):  paramètre  d'une  génératrice;  sommets  et  arêtes  ; 
lignes  doubles  (exemple  :  lignes  doubles  de  l'hélicoïde  gauche):  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices,  déterminées  à  l'aide  d'une  quadrature:  hyperboloïde  oscu- 
latenr;  équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques;  leurs  plans  osculateurs  sont 
tangents  à  la  surface  ;  détermination  des  lignes  asymptotiques  dans  le  cas  des  conoïdes 

En  poursuivant  l'étude  des  points  d'intersection  d'une  droite  avec  la  surface 
gauche,  l'aulcur  montre  qu'il  y  a  généralement  sur  chaque  génératrice  f/«/x  points 
(réels,  distincts  ou  coïncidants,  ou  imaginaires)  dont  les  tangentes  principales  ont 
quatre  poirits  voisins  communs  avec  la  surface;  le  lieu  de  ces  points  constitue  deux 
courbes,  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom  de  ]i^nes'hj'perasrni/}Cotiqiies.  Sur  ces 
deux  courbes  il  y  a  des  points,  en  nombre  fini,  dont  les  tangentes  principales 
passent  par  cinq  points  consécutifs  de  la  surface.  En  terminant,  l'auteur  résout  ce 
problème  :  «  Quelles  doivent  être  les  fonctions  «, /3,  y,  o  pour  que  toute  tangente 
principale  ait  quatre  points  consécutifs  communs  avec  la  surface  ?»  Le  pro- 
blème est  formulé  par  trois  équations  différentielles  du  troisième  ordre  entre  la 
variable  a  =  ^  et  les  fonctions  jî.  y,  v.  L'auteur  iiHf-gre  complètement  ces  équationa 
en  effectuant  neuf  intégrations,  et  il  trouve  que  la  surface  cherchée  est  du  second 
degré;  delà  cette  conclusion,  que  les  surfaces  du  second  degré  sont  les  seules  qui 
aient  deux  systèmes  de  génératrices  reclilignes. 

Z(ilirn(hiik  (A.).    —  Propriétés  de  certains  çjroiipcs  de  points  sur 
nue  conique.  (  •»2j-235   . 

l*ar  tout  point  A  «rmie  ellipse  il  passe  ttois  cercles  osculateur's  de  la  conique; 
leurs  points  de  contact  A,,  A.,  A,  forment  des  jfroupes  d'une  invoiution  cubi(]ue. 
Los  triangles  A,  A,  A,  sont  d'aire  maximum  parmi  les  triangles  inscrits  ;»  la  conique; 
leur  centre  de  gravité  est  au  centre  de  la  conique.  Le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  A,  A,  A,  est  une  conique  de  mêmes  axes  que  l'ellipse  don- 
née ;  le  lieu  du  ]>oint  de  concours  des  haiiteui's  de  ce  triangle  est  encore  une 
conique,  etc. 

En.    W. 
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TIDSSKIUFT  FOR  MATHEMATIK.  Udgivet  af  H.-G.  Zeuthen  (4"  série)  ('). 

Tome  I  ;   1877. 
TVestergaard  (//•)■  — -  Une  formule  de  statistique  de  la  mortalité. 

Jiœl.  [C.].  —  Démonstration  géométrique  de  quelques  propriétés 
des  courbes  unicursales  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  (ly- 
.7). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  génération  des  courbes  par  des  faisceaux 
projectifs  de  droites  et  de  coniques. 

ZeiitJien  [H.-G.).  —  Exercices  de  Statique  graphique.  (aj-SS). 

L'article  contient  quarante-deux  questions  demandant  la  construction,  parla 
règle  et  le  compas,  de  polygones  funiculaires  appartenant  soit  à  un  système  donné 
de  forces,  soit  à  un  système  de  forces  en  partie  inconnu.  Dans  le  premier  cas  le 
polygone  doit  satisfaire  à  trois  conditions  données,  dans  le  secïind  à  un  plus  grand 
nombre  de  conditions. 

Les  questions  sont  accompagnées  des  considérations  théoriques  dont  dépend  leur 
solution,  ainsi  que  celles  de  classes  assez  générales  de  questions  semblables.  On  se 
sert  de  l'homologie  des  figures  formées,  dans  certains  cas  très-simples,  de  deux 
côtés  d'un  polygone  funiculaire  variable,  ou  de  la  réciprocité  de  ces  figures  et  de 
celle  que  forme  le  pôle  correspondant  au  polygone,  etc. 

Smith  [H.-J.-St.y  —  Sur  l'état  actuel  et  sur  les  perspectives  de 
certaines  branches  des  Malhématiques  pures.  (65-96). 

Traduction  en  danois  d'un  discours  imprimé  dans  les  Proceedings  oj  the  Lon- 
don  'Mathematical  Society. 

Crone  [C).  —  Sur  la  distribution  des  vingt-huit  tangentes  doubles 
aux  soixante-trois  systèmes  de  coniques  quatre  fois  tangentes 
aux  courbes  générales  du  quatrième  ordre.  (Second  article  j  gy- 
109  et  i5i-i53). 

Dans  le  premier  article  {Tidsskrift,  1876),  l'auteur  n'avait  eu  égard  qu'aux  tan- 
gentes doubles  réelles;  dans  le  présent  article  il  distingue  aussi  les  ditTérentes  tan- 
gentes doubles  imaginaires  et  en  montre  la  distribution  aux  soixante-trois  systèmes 
de  coniques.  11  a  égard  à  toutes  les  formes  possibles  de  la  courbe.  (Ses  recherches 
ont  été  publiées  plus  tard  dans  le  Tome  XH  des  Mathematischc  An?ialen.) 


(')  Voir  BuUftin,  I,,  507. 

R.i3. 
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Thiele  [T.-N.).  —   Théorèincs  sur  un  problùtnc  de  rAstronoiniL' 
théorique.  (lop-iiS). 

Le  même  article  a  été  publié  dans  le  BiilU-liii  de  lAcadeinie  de  Stockholm. 

lydisen  [Carnillo).  —  Lagrange.  (129-143). 

Historique  d»;  la  vie  et  de  l'œuvre  du  grand  géomètre. 

ZeutJinn  (^11. -Q.).  —  Sur  les  extensions  successives  des  définitions 
dans  l'Algèbre  élémentaire.  (i44~i^O- 

Zeiithen  [H.-Q.).  — Exemples  de  systèmes  articulés  variables. 

(161-174). 

Tome  II;  1878. 
Lorenz  (L.).  — Sur  la  suite  des  nombres  premiers.  (i-3). 

Soitj;(«)  le  nombre  de  nombres  premiers  ;£n,  et  soit />  un  nombre  premier: 
alors  f(p)  se  détermine  avec  une  approximation  notable  par  l'équation 

Juel{C.).  —  Démonstrations  géométriques  et  élémentaires.  (4-1 3). 

L'auteur  réduit  les  démonstrations  des  théorèmes  de  ISewton,  Caruot  et  Pascal 
sur  les  coniques  à  l'usage  de  triangles  semblables. 

Petersen   iJulius).  — •  Démonstration   d'un    théorème   de  Jacobi. 

(14-10). 

Simplilîcation  de  la  démonstration  du  lemme  de  Jacobi  qui  conduit,  dans  la  théo- 
rie des  Ibiiclions  abéliennes  de  Clebsch  et  Gordan,  au  théorème  d'Abel. 

Zcutlicn  [II. -G.).  —  Squelette  d'une  tliéorie  géométrique  et  élé- 
mentaire des  sections  coniques.  (33-54;  65-76-,  io{)-i24;  i32- 

,48). 

L'article,  qui  est  le  résumé  d'un  Cours  professé  à  l'Université,  se  compose  des  sec- 
tions suivantes:  lemmes;  définitions  et  propriétés  fondamentales;  constructions  et 
théorèmes  sur  les  tangentes;  constructions  de  coniques  et  théorie  des  coniques 
ronfocales:  directrices;  diamètres  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole:  a|)plications  d'uni' 
transformation  et  étude  de  propriétés  particulières  à  l'ellipse  ou  ix  l'hyperbole;  dia- 
mètres de  la  parabole:  sections  planes  d'un  crtne  droit;  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon;  sections  d'un  cône  oblique;  fioles  et  polaires;  addition  sur  les  coniques 
coiifocales. 

Le  point  de  <lépart  de  la  théorie  est  la  définition  des  trois  coniques  par  leurs  pro- 
priétés focales.  Les  pro|)ri<'tés  des  tangentes  résultent  d'une  discussion  de  la  con- 
■ili'urlioii    irnn    cci-cli'    passant    \>iw   ini    point   donin',    langent  ;i   un  eercli'  donné   et 
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ayant  le  ceiilrc  sur  une  droite  donnée.  Les  propriétés  variées  des  foyers  et  des  tan- 
gentes conduisent  à  celles  des  directrices  et  diamètres,  sans  qu'on  se  serve  d'autres 
moyens  que  ceux  que  présente  la  Géométrie  plane  la  plus  élémentaire;  mais,  pour 
démontrer  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  et  les  propriétés  polaires,  on 
fait  usage  de  considérations  stéréométriques. 

Le  but  de  l'auteur  a  été  le  même  que  celui  de  Steiner  dans  ses  Leçons  publiées 
par  M.  Geiser  sous  le  titre  de  Die  Théorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung  ; 
mais  la  voie  suivie  en  diffère,  à  un  petit  nombre  de  démonstrations  près. 

Tliiele  [T.-N.).  —  Remarques  sur  les  courbes  d'erreur  asymé- 
triques. (54-57). 

Buchwaldt  [F.).  —  Sommation  de  séries.  (76-93). 

L'auteur  trouve  les  formules  approximatives 

^rr~.->cc  .^L'.V-I    -+--^s•        J        et:».-,        Js)         ,f^,jJ^.s-      ^a(jo-^  *' 


CJDO 

où 

la  valeur    numérique    de   l'erreur   est   plus  petite    que   r^.  Application   au    cas  de 

j^—{a-hr)-". 

Pechule  {€.).  —  Urbain  Le  \  errier.  (gS-gô). 

Bucklund  [A.-V .).  —  Solution  d'un  problème  de  contact  dans  la 
théorie  des  systèmes  linéaires  de  surfaces,  (97-106). 

En  exemple  des  résultats  trouves  dans  cet  article,  qui  est  une  addition  à  un  Mé- 
moire étendu  du  même  auteur  sur  les  surfaces  géométriques  [Mémoires  de  l'Aca- 
démie Royale  Suédoise,  vol.  IX,  n°  9,  187 1),  nous  citerons  le  suivant  :  «  Le  lieu  des 
points  de  contact  quatre-ponctuels  d'une  surface  C^  d'ordre  m  avec  des  courbes  d'in- 
tersection des  surfaces  d'un  système  linéaire  d'ordre  n  et  d'une  infinité  triple  est 
la  courbe  d'intersection  de  C„,  avec  une  surface  d'ordre  ii7«-t-2o«  —  4'l' 

Petersen  [Juliiis],  —  Théorèmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 
(107-108). 

Jolmsen  (iS.-iV.).  —  Détermination  du  facteur  rendant  intégrable 

l'équation 

s  H-  Ç,pq  +  R/;-  -I-  S  </  H-  T  r=  o, 

(h 
où  G,R,S,T  sont  des   fonctions    de   .r,j  ,  z,   et  où  />  = — » 

'  f/i  (1.1(1)       ^ 
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Jenseri  i^J .- L  .-TV .- F .") .  —  Sur  la  solution  éléineiilaire  d'équalions 
fondamentales,  (i 49-1 55). 

Ble  [L.-H.).  —  Sur  les  congruences  et  leur  application  dans  l'a- 
nalyse indéterminée.  (161-178). 

Pelersen  [Jalius].  —  Théorèmes  ^géométriques.  (iy8-i8o). 

Hansted  i^Biri^er].  —  Théorème  sur  les  fractions  décimales  pure- 
ment périodiques,  (i 80-1 83). 

Sieeji  {^4.).  —  Sur  le  calcul  des  sommes  des  puissances  des  n  pre- 
miers nombres,  (i  83 -188). 

Stcen  (-^.).  —  Réduction  d'un  problème  de  Mécanique  à  cpiadra- 
ture.  (188-192). 

L'auteur  indique  une  nouvelle  intégration  des  équations  d'Euler  servant  à  déter- 
miner le  niouvetnent  d'un  C(jrps  invariable  qui  n'est  soumis  à  aucune  force. 


FORHANDLINGER  i  Videnskabs-Selskabkt  i  Ciuustum.v  ('). 

Année  1874. 

Molni  [H.].  —  Température  de  l'air  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur 
de  Christiania,  avec  ses  variations  avec  la  hauteur  dans  les  mêmes 
lieux.  (28-73). 

Alo/in  (//•)•  —  (]()iiLri])Ution  à  la  climatologie  et  à  la  météorologie 
delà  mer  Glaciale  orientale.  {j/\-io6]. 

Lie  {S.).  —  Théorie  générale  des  équations  aux  diiVérentielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  (i{)8-2265  ail.). 

§  1.  Résoluti(jn  d'un  problème  auxiliaire  :   «  Trouver  tous  les  systèmes  d'équations 
de  la  forme 

/aC^o,-»-, '•„,7r„,7r ,îr„)  =  o,     {A  —  o,i,..    ,co) 

en  vertu  desquels  la  relation  diirercntiellc 

7r„f/.r„-f-  T,  f/.e,  -t-  .  .  .  -h  7r,//j"„  =^  0 

(';  Voir  ntilletin.  I,,  qo. 
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a  lieu  idenliquemcnt.  »  —  §  '2.  Énoncx'  d'un  prolilènie  général  :■  <i  tlaul  doiinéos  «/ 
équations  de  la  forme  Fj.(.r„,  .  . .  ,  -r„,7to,  .  .  ,  tt,,)  =  o,  de  l'ordre  zéro  ]iar  lapporl 
aux  TT,  trouver  de  la  manière  la  plus  générale  >i -+- i — q  autres  équations  qui, 
jointes  aux  ])reniièros,  satisfassent  identiquemeiit  à  la  relation  difi'érentielle 
■:z^da\-h  .  . .  -t-  TT  </a„  =  o.  »  —  §  3.  Deux  théorèmes  fondamentaux.  —  t^  4.  Théorie 
des  solutions  complètes.  —  §  5.  Systèmes  en  invoiutioii.  Leur  intégration.  — 
§  6.  Réduction  du  problème  général  à  ccdui  que  l'on  vient  de  résoudre. 

Lie  {S.).  —  Sur  la  lliéorie  du  lacteur  d'intégrabilitr.  f 242-204; 
ail.). 

§  1.  Transformations  inlinitésiinales  d'une  équation  difTcrentiellc  ordinaire  du 
premier  ordre.  —  §  2.  La  connaissance  d'une  transformation  infinitésimale  d'une 
équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre  est  éqiiivalente  il  un  facteur 
d'intégrabilité.  —  §  3.  Interprétation  géométrique  du  facteur  d'in.légraijilité. 

Lie  [S.].  —  (jéuéralisation  et  nouvelle  appréciation  de;  la  théorie 
du  multiplicateur  de  Jaeobi.  (255-2^45  ail-)- 

§  1.  Transformations  infinitésimales  d'un  système  complet.  --  §2.  Réduction  du 
problème.  —  §  3.  Multiplicateur  d'un  système  complet.  —  §  4.  Détermination  d'un 
multiplicateur  au  moyen  de  «  —  1  transformations  infinitésimales.  —  §  j.  Dévelop- 
pement de  la  théorie  pour  le  cas  de  trois  variables.  —  §  (i.  Développement  de 
quelques  cas  particuliers. 

Année  1875. 

T^ic  (S.).  —  Théorie  générale  des  équations  aux  diflérentielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  (1-1^5  ail.). 

§  l.  Développements  préliminaires.  —  §  2.  Réduction  d'un  système  en  invo- 
lution  à  une   seule  équation.  —  §  3.  Nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'auteur. 

Lie  [S.).  —  Discussion  de  toutes  les  méthodes  d'intégration  des 
équations  aux  dillérentielles  partielles  du  premier  ordre.  (16- 
48:  ail.). 

§  1.  Systèmes  complets.  Transformations  infinitésimales.  —  §  2.  Transformations 
infinitésimales  qui  laissent  invariantes  certaines  fonctions  ou  certains  groupes  donnés. 
—  §  3.  Théorèmes  auxiliaires.  —  §  4.  Systèmes  complets  en  relation  invariante  avec 
des  fonctions  ou  des  groupes  donnés.  —  §  5.  La  méthode  d'intégration  de  Jaeobi 
et  Mayer.  —  §  6.  La  méthode  d'intégration  de  l'auteur.  —  §  7.  Le  meilleur  mode 
d'appréciation  des  circonstances  accidentelles. 

Pihl   (O.).    —    Sur   l'attraction   entre   deux    disques   circulaires. 

(260-268}. 

L'aïUeur  donne  une  Table  des  valeurs  de  l'attraction  nnituelle  de  deux  disques 
égaux  et  parallèles,  de  rayon  :=  1000,  pour  des  distances  variant  de  o  à  -jodoo. 


iGS  SIiCONDK  PARTI  !<:. 

Bjerhiws  [C.-yl.).  —  Sur  les  l'orccs  ([tii  se  développciiL  lorsque 
des  corps  splu'ricjues,  tout  en  sul)lssaiil  des  vibrations  de  dila- 
tation et  de  contraction,  se  meuvent  dans  un  lluide  incompres- 
sible. (38()-4oo). 

Année  18;  G. 

(!e   \(iliiiii(?  m- riiiilicnt  miciiii  Mcmoiic  de  Malli('iii:ilii|ucs  ('). 

Année  1877. 
(Mu/clbe/'^    (^.-iS.).    —   Conlril)uti()ii  à   la   liiéorie  des  équations. 

(4o  p.). 

Les  racines  dos  équations  de  dejji'é  siii>ériciir  au  (juatrième  ne  peuvent  pas  gcnéru- 
lement  s'exprimer  au  moyen  des  racines  d'éti nations  binômes  de  la  forme  x"  —  «  =^  o  ; 
mais  ou  peut  ramener  la  résolution  des  é({uations  de  degré  supérieur  à  celle  de 
certains  types  normaux  d'équations,  moins  simples  que  les  équations  binômes,  mais 
dont  la  résolution  peut  s'effectuer  plus  simplement  que  celle  de  l'équation  proposée. 
C'est  la  recherche  de  ces  types  qui  l'ait  l'objet  du  Mémoire  de  M.  Guldberg. 

Bjerhilcs  {^C.-yl.).  —  Idées  de  !>e\vlon  sur  la  nature,  (;t  relation 
de  ces  idées  avec  la  question  de  l'existence  de  rallr.ution  à  dis- 
tance. (27  p.) . 

Année  1878. 

Ce   \(iiunic'  ur  contient  aucun   'Mémoire  de  'Ma(luMn.iti(|ues. 


NIEUW  ARCHIEF  voon  Wiski  ndi: 


Tome  III;   1877. 

lAindrè  i^C  orn,-L.). — Sur  les  solutions  sinj^iilières  des  ('(juations 
dillérenlielles  ^\\\   picniier  ordre  à  deii\   \arial)Ies.  (i-:io). 

I. 'auteur  d('inonti('  qu'on  ne  liouve  pas  les  solutions  sinjfulicri's  d<'  la  forme  x  -     n, 

i|uaii(i  on  se  limite  aux  ciniations  connues  —  =  o  et  —  =  v:  .  comme  cela  se  trouve 

<)c  (h- 


{')  A   partir  de  ce  NOlunie.   les  ai'ticles  sont   panincs  sé|iaréincnt. 
(»)   Voir  liullrtiii.  I,,  .  :. 
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dans  la  plupait  des  Manuels  (Sturni.  Duhamel,  etc.).  Il  prouve  qu'on  ne  peut 
être  sur  d'obtenir  toutes  les  solutions  singulières  qu'en   combinant  les  conditions 

dS  'Àf  ()i 

-—  =:  0,  —  .^  co  ,   —  =  ce  .  De  plus,  il  fait  voir  que  les  deux  théorèmes  :  i"  «  Une 

Oc  ôx  dy 

équation  dilllerentielle  exacte  n'a  pas  de  solution  singulière  »,  2°  «  Le  facteur  d'in- 
légrabilité  d'une  écjuation  dillérentielle  exacte  devient  infini  pour  une  solution  sin- 
gulière »,  sont  incomplets,  parce  qu'ils  ne  subsistent  pas  pour  les  solutions  singu- 
lières X  =  const,  ou  r  =  const. 

Ainsi,  léquation  différentielle  exacte 

dy  —  - — :^  0, 

3  \j  X  —  (l 

proposée  pai'  Oiinwis,  a  une  solution  singulière  x^  a.  Sa  solution  générale 


7  —  yj  X  —  a  ^^  c 
représente  en  eflel  un  Kystèjne  de  paraboles  toutes  tangentes  à  la  droite  .r  =  n. 

Bierens  de  Ilaan  [D.).  — •  Sur  la  «  Tliéorie  des  fonctions  dr 
variables  imaginaires  )>,  parlM.  Maxiniilien  Marie  (suite  du  t.  Jl, 
p.  160).  (  21-32). 

iMoors  [B.-P.].  —  Théorie  de  la  bascule.  (33-07  et  97-1 12). 

l.  Description  de  lu  bascule  de  Quintenz.  Conditions  générales.  —  2.  Le  plan  de 
mouvement  de  chaque  point  delà  bascule  doit  être  parallèle  au  plan  décrit  par  l'axe 
longitudinal  du  fléau.  —  3.  Pour  que  l'équilibre  de  la  bascule  soit  indépendant  de  la 
position  du  fardeau  sur  la  plate-forme,  il  faut  que  celle-ci  se  meuve  parallèlement 
il  elle-même  pendant  les  oscillations  du  fléau.  —  4.  Examen  des  conditions  qui 
expriment  que  l'équilibre  et  la  sensibilité  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  far- 
deau, l'inclinaison  du  fléau  étant  donnée.  ■ —  5.  Construction  de  la  section  prin- 
cipale d'une  bascule  dont  la  plate-forme  se  meut  parallèlement  ii  elle-même.  — 
().  Conditions  qui  expriment  que  la  sensibilité  est  grande  dans  toutes  les  positions 
du  fléau.  —  7.  Le  frottement.  Le  fardeau  doit  être  mis  près  de  l'axe  du  levier  qui 
porte  la  plate-forme.  — ■  <S.  Influence  des  petites  imperfections  de  la  construction 
sur  l'indépendance  de  l'équilibre  et  la  sensibilité  de  la  position  du  fardeau.  — 
9.  Formes  de  bascules  dont  la  théorie  ressemble  i\  celle  de  la  bascule  de  Ouin- 
tenz.  —  10.  Vérification  des  bascules  de  Quintenz  et  de  Roberval. 

Brogtrop  [^-l.-J.-M.).  —  Sur  le  coniplcteinent  de  la  période  des 
fractions  ordinaires.  (SS-OÇ)). 

Kortcweg  [D.-J.].  —  Quadrature  de  la  conoïde  droite  à  base 
elliptique  (dite  de  AVallis)  (').  (60-66). 

Korteweg  [D.-J.].  —  Remarque  sur  les  surfaces  gauclics  en 
général.   (66-70). 


(')  Sujet  de  prix  projjosi'  par  la  Société. 
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L'auleur  uioiilre  (.|iio  la  question  de  la  qiiatliature  jjeiit  toujours  être  ramenée  à 
une  intégration  simple. 

Kortesveg  [D.-J.].  —  In  disque  à  plan  supéiieui'  liori/.oiilal 
lounie  autoiii'  d'un  axe  verlical  avec  une  vitesse  angulaire 
constante.  Sur  ce  disque  en  mouvement  on  dépose  sans  choc  une 
petite  boule  qui  est  fixée  à  l'axe  par  un  iil  llexible  et  inexten- 
sible tendu  liorizontaleiuent.  Dans  la  supposition  que  ce  fil 
noUïe  aucun  obstacle  au  roulement  de  la  boule,  en  combien  de 
t{;inps  le  frottement  du  disque  contre  la  boule  donnera-t-il  à  ce 
corpuscule  la  même  vitesse  angulaire  que  le  disque  continue  à 
posséder  (  '  )  ;'  (  yo-yg  ). 

Juliiis  (D""  T^.-A.^.  —  ÎSur  le  développement  d'une  fonction  en 
série  de  cosinus.  (8o-83). 

Wisselink  [D.-B.).  —  Propriétés  remarquables  d'un  détermi- 
nant du  troisième  ordre.  (84-8()). 

Bentheni  (  I)'^  A.-Gi.\  —  Théorie  des  fonctions  de  variables  com- 
plexes (suite  du  t.  Il,  p.  i34)'  (ii3-i44)- 

IV"  Partie  :  Les  intégrales  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Chap.  VIII  : 
Introduction.  — Chap.  IX  :  Les  intégrales  de  fonctions  uniformes  et  multiformes. 

Saniot  {D.-J.-yi.  .  —  La  Table  générale  de  mortalité  de  la 
Banque  nationale  d'assurances  sur  la  vie.  (  14J-162). 

Micliaël'is  {\y  G.-J.).  —  Quelques  cas  particuliers  dumou>e- 
ment  dans  \\\\  fluide  incompressible.  (i63-i85). 

L'auteur  montre  l'analogie  entre  les  équations  hydrodynamiques  et  celles  qui 
déterminent  les  actions  magnétiques  d'un  courant  électrique.  Ainsi,  le  potentiel  de 
vitesse   d'une  sphère  qui   se  nioul  d'une  vitesse  S  dans    un  lluide  illimité  est  égal 

il —  (ois  le  potentiel  magnétique  île   cette  sphère,  si  elle  est  magnétisée  avec 

l'intensité  S  dans  la  même  direction.  L'auteur  considère  deux  cas  spéciaux  du 
mouvement  de  plusieurs  corps  dans  un  lluide  illimité,  celui  de  plusieurs  sjihères 
dont  les  rayons  sont  infiniment  petits  par  rapport  aux  distances  de  leurs  centres 
et  celui  de  deux  ellipsoïdes. 

Bciillieni  {\y  A.-Gr.).  —  La  périodicité  des  fonctions.  (i8()-i9:0. 
(';  Sujet  de  pi-ix  proposé  par  la  Société. 
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L'auleur  divise  les  intégrales  eu  quatre  classes  par  rapport  à  la  périodicité  de 
leurs  l'ouclious  inverses. 

Gravclaar   [N .-L.-TF .-u4 .).   —   lu  théorème  de  la   lliéorie  des 
subslitutions  linéaires.  (i()3-202). 

L'auteur  amplifie  un  théorème  connu  de  O.  Hesse  en  prouvant  que  le  déter- 
minant hessien  d'une  fonction  entière  de  h  variables  s'évanouit  identiquement, 
aussi  bien  que  tous  ses  déterminants  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  n  —  r -h  1, 
quand  la  Ibnction  peut  être  transformée  en  une  fonction  homogène  de  «  —  r  va- 
riables au  moyen  d'une  substitution  linéaire  dont  le  déterminant  diffère  de  zéro, 
et  réciproquement.  11  applique  ses  résultats  à  la  classification  des  sections  coniques 
et  des  surfaces  quadriques. 

KapLe^  Il  {\y   Tf'^.y   —  Sur  la   somme  dcîs  puissances  égales  des 
racines  do  l'équaliou  générale  du  second  ordre.  (203-207  ). 

Bierens  de  Haaii  {D-)-  —   Sur  la   racine  carrée  d'une  quantité 
irrationnelle  à  quatre  termes.  (208-'^  10). 

Discussion  d'un  manuscrit  de  F.  van  Schoolen,  daté  du  5  décembre  i63i>,  intitulé  : 
«  De  genesi  et  analysi  potestatum  »,  sur  la  racine  carrée  de  l'expression 

108  —  v'iaoo  -t-  \/aooo  —  \JiJo. 

LisTii  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques. (84-96  et  211-223). 

Bibliographie  mathématique  et  physique  néerlandaise.  (224). 


Tome  IV;  1878. 

Heringa  (D*"  P. -M.).  —  Considérations  sur  la  théorie  des  phéno- 
mènes capillaires.  (1-29). 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  donne  une  critique  défavorable  des  théories  de 
Laplace,  Gauss  et  Poisson  ;  dans  la  seconde,  il  substitue  au  fluide  ime  grande 
quantité  de  boules  incompressibles  et  fait  entrevoir  une  théorie  nouvelle  sans 
parvenir  à  des  résultats  de  précision  mathématique. 

Onnen  [D^  H.).  —  Annotations  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes.  (3o-56). 

L'auteur  donne  le  nom  A' équation  essentielle  d'une  courbe  plane  à  chaque  équa- 
tion qui  exprime  comment  la  courbure  de  cette  courbe  varie  d'un  point  à  un  autre. 
Ayant  exposé  les  principes  de  celte  théorie  dans  une  étude  précédente  (t.  I,  p.  i), 
il  passe  d'abord  à  son  application  sur  les  courbes  cycloîdales. 

1.  Construction  et  calcul  du  rayon  de  courbure  d'une  cycloïdale.  —  ~.  Son 
équation  essentielle  proprement  dite.  —  3.  Les  cycloîdales  décrites  par  les  points  du 
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])lan  de  la  Ciuirbe  gciu'ratricc  dans  le  cas  où  elle  louche  la  tlirectricc  en  un  point 
donné.  Cercle  d'inflexion.  Courije  focale.  — /(.  I.es  cycloidalcs  décrites  par  les  points 
d'une  droite  liée  à  la  génératrice.  —  ô.  Courbe  anticycloïdale.  Cycloïdales  semblables 
engendrées  par  deux  génératrices  qui  roulent  sur  la  même  directrice.  —  6.  Cas  où 
la  génératrice  ou  la  directrice  est  un  cercle  ou  um^  droite.  — 7.  Hyi)0  et  épi- 
cycloïdes.  —  8.  Points  d'inllcxion  et  sommets. 

iMantel  (^TP^.).  —  Dans  la  reclieiclie  de  la  divisibilité  par  un 
nombre  premier,  on  sitnplilie  les  nombres  considérables  en  dimi- 
nuant leur  partie  antérieure  de  leur  partie  postérieure  après 
({u'on  a  multiplié  la  dernière  par  un  coellicient  (•onvenabl(\  Dé- 
montrer que  les  coellicients  dont  on  se  sert  dans  un  système  de 
nombres  arbitrairement  clioisi  pour  éliminer  un,  deux,  trois,  etc. 
des  derniers  cbillres  montrent  une  période  dont  le  jiombre  des 
termes  constituants  est  v<^a\  à  celui  des  cbillres  de  la  période 
qu'on  obtient  en  divisant  par  ce  même  nombre  premier:' 
(57-58). 

Oskaïuj)  (D'"  G.-yi.).  —  Ou  a  lixé  en  un  point  de  la  surface  d'un 
cvliudre  immobib.'  à  axe  borizontal  l'exti'éniité  d'un  fil  llexible 
et  inextensible  de  longueur  donnée,  dont  l'autre  extrémité  porte 
une  sphère  massive  de  poids  connu.  Le  lil  étant  tendu  dans  une 
direction  iticlinée  et  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  ou  im- 
prime au  centre  de  la  spbère  une  certaine  vitesse  dans  une  dirt-c- 
tion  perpendicidaire  au  lil  et  à  l'axe  du  cylindre.  Déterminer  la 
position  de  la  sphère  et  la  tension  du  fil  à  une  époque  quel- 
conque, le  fil  étant  enroulé  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  de 
fois  autour  du  cylindre  au  commencement  du  niouvement  (  '  ). 
(6o-83). 

Oshnmp  (D'  G.-yJ.).  —  Dans  la  recherche  de  la  divisibilité,  etc.  (  -). 
(83-94). 

Bierens  (Je  llnan  [D-]-  — Sur  la  «  Théorie  des  fonctions  de  va- 
riables imaginaires  «,  })ar  .M.  Maximilieu  Marie  (^ suite  et  fin  de 
l'art,  du  t.  111,  p.  32.)  (o^-pj)). 

Sùelljcs  (F.-J.-Ir.).  —  Sur  riiU<'-grale    /     IT  (.v-[-ii)<lu.  (100-104.) 


(')  Sujet  de  prix  proposé  par  lu  Société. 

(')  Voir  la  même  question  ii  l'article  Mttiilcl  {If.    delà  présente  page. 
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[.'auteur  fait  voir  qu'on  peut  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  au  moyen  de  l'ap- 
plication immédiate  de  la  définition  ordinaire  des  intégrales  définies.  De  plus,  après 
avoir  pose 


il  discute  la  fonction  plus  générale 

-       ,.      [n'-r—i         I 

•p(x,p  :^  hm    ■ -  — 


[x  -r  II  —  ij"  J 


(x-t-i)"  (. 

où 

ii:=in,     /' >  o      ot      .C>0. 

(ivavelaav  [N .-L.-TF.-A).  —  Sur  uae certaine  équation.  (  i  1 3- 1  24). 

L'auteur  montre  que  les  racines  de  l'équation 
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sont  toutes  réelles. 


De  Roos  [J.-D.-C .-M.).  —  Sur  la  transmission  de  mouvement  par 
bielle  et  manivelles  inégales.  (i25-i5o). 

L'auteur  montre  que  les  courbes  de  Watt  décrites  par  un  point  lié  invariablement 
il  la  bielle  peuvent  être  engendrées  par  trois  systèmes  différents;  ensuite  il  s'occupe 
des  courbes  qu'on  obtient  par  la  transformation  d'une  conique  aux  rayons  vecteurs 
réciproques. 

Michaëlis  (U""  G.-J).  —  Remarques  sur  les  tliéories  des  phéno- 
mènes électrodynamiques  proposées  par  Weber,  Riemann  et 
Clausius.  (i5i-i8i  ). 

SchoutP  (D""  P. -H.).  —  Sur  la  génération  d'une  courbe  au  moyen 
(le  l"aisc('aux  projectils.  (182-194)- 

f^dii  den  Boig  [F.-J.).  —  Sur  la  rectification  approximative  d'un 
are  de  cercle.  (200-204  j. 

/'tin  Gee/(D'"P.).  —  Sur  la  (.<  Kritische  Geschicliteder  allgemeinen 
Principicn  der  Meclianik,  zweite  Autlage  »,  du  D""  E.  Diihring. 
(203-217). 

R.i3*. 
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La  première  Partie  donne  un  apciçu  de  la  première  édition  de  l'Ouvrage  cilè 
(1872);  la  seconde  Partie  traite  des  amplifications  contenues  dans  la  seconde  édi- 
tion (187.3)  et  du  scandale  à  l'Université  de  Berlin,  dont  M.  Diihring  était  le  centre. 

Liste  par   ordre  de    malièrcs  des  articles  de  quelques    journaux 
inathénialiques.  (io5-ii2  et  218-224)- 

Tome  V;  1879. 

Oiincn  [Jy  FI.).  —  Anuotatioiis  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes  (suite  dut.  I\  ,  p.  56).  (i-34)- 

y.  Considérations  fféométriques.  —  10.  Considérations  analytiques.  —  11.  Les 
courbes  intermédiaires.  —  l'2.  Les  dilTérentes  espèces  des  courbes  cycloïdales. 

S(tinol  [D.-J.-A.].  —  Les  principes  de  la  science  de  l'assurance 
sur  la   vie.  (35-46). 

J~(tn  (Icn  Bei'g  [F.-J.].    — ■  Sur   une   question  de  la  théorie  des 
iioinljres.  (47--J7)- 

L'auteur  donne  les  seize  solutions  de  la  question  suivante  :  «  Trouver  trois 
nombres,  cliacun  de  deux  chiffres,  dont  le  produit  soit  formé  des  six  chiffres  qui 
composent  les  trois  nombres  (par  exemple.  73  x  -'(6  x  89  =  29/1768,  etc.)  ». 

KiimcrUii^h  Oiiiies  {H.).  —  Sur  h'  uiouvcinent   relalil".  (58-i2i 
et  1 35- 186). 

Chap.  L  Application  des  méthodes  d'Haniiltoii-Jacobi  sur  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif.  —  1.  La  fonction  des  forces  de  Schering  par  rapport  aux  forces  addi- 
tionnelles de  Coriolis;  les  équations  différentielles  canoniques  et  la  fonction  caracte- 
listique  du  mouvement  relatif.  —  2.  Autre  déduction  des  équations  différentielles 
canoniques  du  mouvement  relatif.  Exemple  de  deux  fonctions  des  forces  de  Scherinj; 
pour  les  mêmes  forces.  —  3.  La  fonction  perturbatrice  du  mouvement  relatif.  E.\- 
lension  des  équations  perturbatrices  de  Schering.  —  4.  Sur  le  principe  du  dernier 
multiplicateur  dans  le  mouvement  relatif. 

Chap.  II.  Les  phénomènes  qui  chez  le  mouvement  relatif  remplacent  les  fi^jures 
de  Lissajous  du  mouvement  absolu.  —  1.  Les  éléments  canoniques  des  figures  di- 
Lissajous.  Équations  diffurciitiellcs  et  intégrales  des  éléments  troublés.  —  2.  Con- 
struction des  tr.ijectoircs.  Position  du  point  dans  la  trajectoire.  —  3.  Distinction  des 
cas  les  plus  icniurquables.  —  i.  Cas  liinites.  —  5.  Uapf)url  au  niouvenieiit  non 
troublé. 

Chap.  III.  Applications  du  Chapitre  précédent.  Sur  quelques  questions  par  rap- 
l>ort  au  pendule  d'après  la  méthode  d'IIamillon-Jacobi.  —  1.  Expériences  de  Fou- 
cault sur  les  vibrations  d'une  lige  dont  une  des  extrémités  est  fixée  à  un  axe 
tournant.  —  2.  Mouvements  infiniment  petits  d'un  corps  solide  dont  un  point 
reste  immobile  sous  l'action  de  la  pesanteur,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rot  ition 
de  la  Terre.  —  3.  Solution  du  même  problème  en  tenant  compte  de  la  rotation  de  lu 
lene.  —  /|.  Preuves  nouvelles  de  la  rotation  de  la  Terre.  —  5.  Sur  les  mouvements 
finis,  mais  très  petits,  du  pendule  ii  suspension  à  la  Cardan.  —  G.  Sur  les  mou- 
vements finis,  mais  très'petits,  du  pendule  à  suspension   libre.  —  7.  Solution  des 
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questions  préeédeiitcs  dans  un  cas  plus  simple.  —  8.   Sur  une  erreur   de  Hansen. 
— •  y.  Sur  la  l'orniule  de  Bravais. 

(rvavelaar  [yl.-TV.].  —  Les  formules  roiidanieiitales  de  la  gonio- 
métilc.  (187-190). 

Frowein   [P.-C.-F.).  —  Sur  uue  formule  eonnue   de   Clausins. 
('91-197)- 

1,'auteur  veut  remplacer  l'expression  /  ;=  7  — -,  par 


loff.  nal.  /  r^ A 

Schouten  (D'"  Q.).  —  Trouver  le  temps  pendanl  lequel  un  eorps 
pesant  descend,  le  long  d'une  cliaînettc,  d'un  des  points  de  sus- 
pension jusqu'au  point  le  plus  bas,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment du  corps  le  long  de  la  cliainette  et  de  la  résistance  de  l'air, 
la  dernière  étant  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  (  1 98-7.05) . 

Brogtrop  [^4.-1.-31.).  — Sur  le  nombre  des  clnlfres  contenus  datis 
les  périodes  des  fractions.  (  2o3-2o4). 

Lnndi'é[Coni.-L.).  — Sur  les  enveloppes  d'un  système  de  courbes. 
(2o5-ao8). 

Considération    du  cas   où    l'équation  F(.r,  _/,  (•)=o   est    résolue   par  rajiport    :in 
paramètre  variable  c 

Bierens  de  llaaii  (  D''  D.).  —  Sur  la  réduction  de  puissances 
égales.  (  208-210). 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques.  (l22-l34)-  P.-IL  SciIOI  TE. 


3IATHEMATISCHE  ANNALEN,  begrliiidet  von  A.  Clebscii  untl  C.  Nkuma.nn, 
gegemviirtig  herausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Mayer  ('). 

Tome  XIII;  1878. 
IVeslphal  (  O-)-  —  Sur  le  système  simultané  de  deux  formes  qua- 

(')  Voir  BiiUelin,  III,,  1',. 
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leriiaires  du  second  degré,  et  sur  une  représcnlalion  algébrique 
générale,  à  l'aide  de  paramètres,  des  courbes  de  quatrième  ordre, 

/'  =  !•    (1-19)- 

Mayer  [A.).  —  Sur  l'expression  la  plus  générale  des  forces  po- 
tentielles intérieures  d'un  système  de  points  matériels  en  mou- 
vement, déduite  du  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion. (20-34)- 

Le  problème  posé  s'énonce  ainsi,  an  point  de  vue  analytique  :  «  Quelles  sont  les 
formes  les  plus  générales  des  forces 


(I) 


lorsqu'on  demande  que   W  soit  um^   fonction  du   temps,  des  coordonnées    et   des 
vitesses  telles  que  les  six  conditions 


(II)  2x,  =  o,      2^''=°'      2^^'="' 

(•  =  t  (  —  I  i  =  I 

i  =  11  i  =  n  i  =  n 


dW 

d  dw 

dt    ôx\ 

d    c)W 

"dt    ^dy\ 

d    d\M 

dt    àzi 

III 


I  r=  I 


soient  identiquement  vérifiées.  »  Les  recherches  de  l'auteur  l'ont  conduit  aux 
résultats  suivants  : 

1°  Pour  que  les  conditions  (II)  soient  identiquement  vérifiées,  il  faut  que  W  soit 
une  fonction  arbitraire  du  temps,  des  coordonnées  relatives  et  des  vitesses  relatives 
des  j)oints  du  système. 

1"  Les  conditions  (111)  exi[;ent  que  '\V  soit  une  fonction  arbitraire  du  tem]is,  des 
dislances  mutuelles  des  points  et  de  leurs  distances  à  l'origine  des  coordonnées, 
ainsi  que  des  dérivées  premières  de  ces  deux  sortes  de  distances  par  rap|)ort  au 
temps. 

Si  l'on  veut  encore  que  le  principe  des  forces  vives  soit  vérifié,  il  faudra  qtie  le 
potentiel  W  soit  indépendant  du  temps. 

De  ces  propositions  résulte,  pour  le  cas  le  plus  sim|)le.  le  théorème  suivaiU  : 

«  Si  l'on  admet  comme  axiome  que  les  forces  exercées  par  deux  points  matériels 
l'un  sur  l'autre  pendant  leur  mouvement  ont  un  potentiel,  et  doivent  satisfaire  i»  lu 
lois  au  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  et  aux  conditions  du  principe 
des  forces  vives,  il  111  rcsnile  que  les  deux  points  s'attirent  ou  se  repoussent,  sui- 
vant la  direction    (K-    ii  droite  qui  les  joint,    avec  une    force  I\  dont  l'expression 
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analytique  est  de  la  forino 

Or  dt  àr' 

W  étant  une  fonction  de  la  seule  distance  /•  des  deux  points  et  de  sa  dérivée  /'.  » 

TP'eber  (//•)•  —  Sur  certains  cas  d'exception  qui  se  rencontrent 
clans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  (3j-48). 

Dans  la  représentation  des  fonctions  abéliennes  au  moyen  des  fonctions  ^,  que 
l'auteur  a  traitée  en  détail,  pour  le  cas  particulier  de  />  =  3,  dans  sa  monographie 
intitulée  T/ieorie  de?-  Abelschen  Functionen  vom  Geschlecht  3  ('),  on  rencontre, 
ainsi  que  Rieraann  l'a  fait  voir  dans  son  Mémoire  sur  ce  sujet,  des  relations  parti- 
culières quand  les  fonctions 


j'(j/""~"0] 


s'annulent  identiquement.  Dans  le  travail  actuel,  l'auteur  traite  des  propriétés 
des  fonctions  abéliennes  dans  l'hypotlièsc  générale  que,  pour  un  nombre  quelconque 
m,  une  fonction 


\r,/«  — I  '  /    . 


s'annule  identiquement  (pour  toutes  les  valeurs  de  c,,  £5,  ...,  s,„_,,  Ç,>  Ç,,  .••,  ?,„_,)• 
Dans  ce  ca.t,  à  la  caractéristique  u  correspond  un  système  entier  de  fonctions  abé- 
liennes, formant  des  expressions  linéaires  et  liomogènes  à  coefficients  arbitraires  de 
m  semblables  fonctions.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie  aussi. 

L'auteur  applique  ce  théorème  aux  fonctions  hyperelliptiques,  en  indiquant 
pour  les  diverses  classes  de  fonctions  abéliennes  le  nombre  des  systèmes  qui 
peuvent  se  présenter.  Il  montre  ensuite  que,  pour  ^=3,  l'évanouissement  d'une 
fonction  ^  paire  pour  une  valeur  nulle  de  l'argument  détermine  déjà  la  classe  des 
fonctions  comme  étant  hyperelliptique,  tandis  que,  pour  p  =  !\,  par  la  dégénéres- 
cence de  deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes,  la  classe  des  fonctions  devient 
elliptique,  ce  qui  entraîne  l'évanouissement  de  huit  autres  fonctions  g-  paires. 

Harnach  [Ax.).  —  Remarques  concernant  la  Géométrie  sur  une 
surface  réglée  du  quatrième  ordre  [Complément  au  Mémoire  de 
l'auteur,  Math    Aanalen,  t.  XII,  p.  47  (")]•  (49~^3)' 

Mayer  [yJ--)-  —  Les  critériums  du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  simples  dans  les  problèmes  isopérimétriques.  (  53-68  ). 

Voir  le  Repertoriiim  de  Konigsberger,  t.  II,  p.  65. 


(')  Berlin,    1876. 

(')  Voir  Bulletin,  III^.  \'p. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2''  Série,  t.  III.  (Octobre  rS/i).)  1^.  I4 
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nUchlund  [A.-V.).  —  Sur  les  c'<juations  aux  diilorontiellcs  par- 

liellcs    d'ordre    supérieur    possédant    des    intégrales   premières 

intermédiaires.    (6\)-  i  08). 

Voir  le  Repertorlum  de  KiJnigsberger,  t.  II,  ().  197. 

Bvioscln  (/'.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré.  (  ioc)-i6o). 

Dans  ce  I\Iéiiioirc,  l'auteur  a  rassemblé  ses  recherches  devenues  célèbre»  sur  les 
équations  du  cinquième  degré,  et  il  en  iiuli(iue  la  correspondance  avec  les  travaux 
des  autres  géomètres  sur  le  mémo  sujet. 

/"  Section.  Les  équations  du  multiplicateur  dans  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques. 

Il"  Section.  Les  propriétés  des  étjuations  de  Jacobi  du  quatrième  et  du  sixième 
degré. 

///°  Section.  L'abaissement  df  l'équalion  du  sixième  degré  de  Jacobi. 

IV"  Section.  Les  résolvantes  de  IMalfaiti,  de  Rufllni  et  de  Cayley. 

F^  Section.  Sur  la  résolvante  de  Kronecker. 

f-  oss  (yJ-)-  —  Sur  certains  détermijianls.  (161-167). 

L'auteur  considère  un  déterminant  de  «-(-/•-(- 1  lignes  U,.+,,  formé  avec  «  fonc- 
tions binaires  homogènes  de  même  ordre  et  avec  leurs  dérivées,  et  s'annulaiit 
pour  n  z:^  r.  Si  D,,  s'annule,  il  existera  entre  les  fonctions  une  relation  linéaire  à 
coeflicicnts  constants;  si  D„_,  s'annule  (et  par  suite  aussi  D,J,  il  existera  entre  les 
coel'licients  une  relation  quadratique  homogène;  si  enfin  D„_j  s'annule,  on  aura  alors 
deux  relations  linéaires  homogènes  dillérentes  de  môme  nature  que  ci-dessus,  et 
les  premiers  déterminants  mineurs  de  D,,  seront  tous  nuls. 

Foss  [yi-]-  —  Sur  quatre  tangentes  à  une  courbe  gauche  du  troi- 
sième ordre.  (168-174)- 

Quatre  droites  données  dans  l'espace  ne  peuvent  être  tangentes  à  une  courba 
gauche  du  troisième  ordre  que  si  elles  appartiennent  à  un  complexe  de  droites  du 
quatrième  degré.  Dans  cette  hypothèse,  il  existe  alors  ce'  courbes  de  cette  espèce, 
et  les  tangentes  des  a-J  courbes  ayant  trois  tangentes  fixes  touchent  l'hyperbolo'ide 
de  ces  droites  le  long  de  deux  génératrices  fixes  que  l'on  peut  appeler  le  couple 
hessien  de  ces  tangentes, 

/?/•/// (vi.).  — Sur  la  courbe  liessienne.  (17J-182). 

Cette  Note  est  consacrée  à  l'étude  des  propriétés  du  système  de  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  liessitMine  II  d'une  courbe  algébrique/  en  un  point  multiple  de 
celle-ci,  et  à  la  deleriniiiation  des  propriétés  (pu'  doit  posséder  une  fonction  p  pour 
satisfaire  à  l'ideiUilé  H  ^^  a  » -t-;2./' dans  le  voisin:i[;e  du  point  correspondant. 

Bobylew  {l)-)-  —  Sur  la  distribution  de  l'électricité  sur  des  con- 
ducteurs composés  de  parties  hétérogènes.  (i83-23i). 

M.  Hobylew  calcule  la  distribution  des  fiiiides  électriques  libres  sur  un  conduc- 
teur forme  d(!  plusieurs   parties  hétérogènes.  Dans  son  introduction,   il   établit   les 
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conditions  {jcnérales  de  l'équilibre  électrique  :  il  faut  que  le  potentiel  de  toute 
l'électricité  libre  à  l'intérieur  de  chaque  partie  homogène  ait  une  valeur  constante; 
do  plus,  il  faut  que,  dans  le  passage  d'une  partie  homogène  à  une  autre,  la  valeur 
de  ce  potentiel  éprouve,  à  la  surface  de  séparation,  un  saut  brusque  déterminé; 
la  grandeur  de  ce  changement  brusque  dépend  seulement  de  la  nature  des  deux 
substances  et  de  la  température.  On  peut  satisfaire  à  ces  conditions  de  l'équilibre 
électrique  en  admettant  sur  la  surface  externe  du  conducteur  hétérogène  une  couche 
électrique  simple,  et  au  contraire,  sur  les  surfaces  de  séparation  où  se  touchent  les 
parties  hétérogènes,  une  double  couche  électrique,  îinalogue  à  la  double  surface 
magnétique.  Alors,  sur  les  lignes  de  séparation  où  les  surfaces  de  séparation  ren- 
contrent la  surface  extérieure,  l'épaisseur  électrique  est  nécessairement  inllnie. 

M.  Bobylew  établit  maintenant  un  tel  potentiel  pour  le  cas  où  le  conducteur  hé- 
térogène a  la  forme  d'une  sphère  et  se  compose  de  deux  parties  qui  sur  la  surface 
sphérique  extérieure  ont  pour  limite  commune  un  cercle.  Il  y  parvient  en  faisant 
usage  des  coordonnées  dont  s'est  servi  M.  Mehler  dans  son  Mémoire  sur  la  distri- 
bution de  l'électricité  statique  sur  un  corps  limité  par  deux  calottes  sphériques  {^\ 

L'auteur  applique  ensuite  sa  formule  à  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  élec- 
trique sur  une  colonne  galvanique  non  fermée,  dont  la  surface  extérieure  a  la  forme 
sphérique,  ])uis  à  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  sur  deux  conducteurs  hété- 
rogènes et  de  leur  mutuelle  action  électrostatique  ;  ces  conducteurs  sont  une  sphère 
pleine  et  une  couche  sphérique  limitée  par  deux  surfaces  sphériques  concentriques, 
et  chacun  d'eux  est  formé  de  deux  parties  homogènes  qui  se  touchent  suivant  un 
plan  passant  par  le  centre  des  sphères.  , 

Foss  (^.).  —  Sur  les  courbes   gaiielies  et  les  surfaces  dévelop- 
pables.   (232-24^)- 

Pour  qu'une  droite  coupe  deux  tangentes  voisines  d'une  courbe  gauche,  il  faut 
qu'elle  soit  une  droite  rencontrant  la  courbe  ou  une  tangente  à  sa  surface  déve- 
loppable.  L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  de  lignes  est  donc  représentée 
par  un  discriminant,  qui,  en  vertu  de  l'identité  entre  les  coordonnées  homogènes 
de  la  droite,  doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  rationnels.  Ces  circonstances 
s'expliquent  algébriquement  sur  les  courbes  rationnelles;  en  particulier,  l'étude  de 
la  courbe  rationnelle  du  troisième  ordre  B,  fournit  l'occasion  d'interpréter  géomé- 
triquement le  système  de  formes  des  formes  quadratiques. 

NetLo  (I^-).  —  ^Nouvelle  clétuoustratiou  d'un  tliéorèiiie  fondamental 
de  la  lliéorie  des  substitutions  (249-250). 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Caucliy  généralisé  par  M.  Sylow  {^)  : 
«  Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  une  puissance  d'un  nombre  premier,  le 
groupe  eu  contient  un  autre  de  l'ordre  de  celte  jjuissance.  » 

Du  Bois-Rejmoiid  (P.).  —  ÎNote  sur  la  convergence  d'intégrales 
dont  l'argument  ne  s'annide  pas.  (2J  1-254)- 


('  )  Journal  de  Crelle,  t.  G8. 

(•)  Mathematische  Annalen,  t.  V. 
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Ua  exemphr  de  converjjpiice  absolue  et  sans  clKuii;enieiit  de  signe  de  rargumeul, 
qui  ne  s'annule  pas,  est  fourni  par  l'intégi'ale 

/j         „— »''sin"a 

Cette  intégrale  converge,  tandis  que  «?-«"*'"'•«,  pour  a  iiosifil",  est  positif,  et,  pour 
—  égal  à  lin  nombre  entier,  prend  la  valeur  «. 
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L'auteur  fait  voir  que  ce  fait  est  un  cas  particulier  du  lliéorèiue  général  suivant  : 
«  Si,  en  désignant  par  y(«)  et  ^(c.)  des  fonctions  cpii  deviennent  infinies  avec  « 
sans  maxima,  l'intégrale 


/ 


cU 


s/.i(a) 
converge  pour  des  valeurs  de  a  assez  petites;  l'intégrale 

sera  aussi  convergente.  » 

Neumann  {€.).  —  Reclierclies  sur  le  polenliel  logarithmique  et  le 
potentiel  newtouien.  (255-3oo). 

Analyse  faite  par  l'auteur  de  son  Livre,  publié  h  Leipzig,  1S77,  xvi-3G8  p. 

Cremona  [L.).  —  Sur  les  hexaèdres  polaires  dans  les  surfaces  du 
troisième  ordre.  (3oi-3o4). 


Si  l'on  a 
l'équation 


.i-'  -+-  .r,  =  o, 


X'\  -+-  X^  -^^  *3  +  x\  ■+-  •■'^5  -^  -''i;  ^=  '* 

pourra  s'écrire  sous  chacune  des  dix  formes 

(  ^î  +  •''.0  ( -^'a  +  ^.  )  ( ■'t', -^  ^î  )  +  ( *4 -+-  ^5  )  ( -«^5 -+- ■'•0  )  (■'•. -+- -^4  )  =  O. 


Ces  formes  représentent  les  dix  couples  de  trièdres  conjugués  qui  appartiennent 
h  un  hexaèdre  complet.  Un  tel  hexaèdre  est  polaire  (')  et  correspond  à  un  double  six 
(Schlalli).  Four  la  surface,  il  existe  trente-six  hexaèdres;  sil'un  d'eux,  x^x^x^x^x^x^, 
est  donné,  les  trente-cinq  autres  dépendent  d'une  équation  quadratique.  Le  pro- 
blème de  ramener  l'équation  de  la  surface  à  une  somme  de  six  cubes  exige  la  réso- 
lution d'une  expiation  cubique.  Cliaque  hexaèdre  détermine  une  développable  de 
troisième  classe,  tangente  aux  six  plans;  maintenant,  comme  deux  de  ces  dévelop- 
pablcs  ont  cinq  plans  tangents  communs,  alors,  pour  une  surface  sur  laquelle 
les  vingt-sept  droites  sont  connues,  les  hexaèdres  conduisent  à  une  construction  du 
peiiiaèdre  de  Sjlvester.  Au  moyen  de  la  développable,  cette  construction  devient 
idcnti(|uc  à  ce   problème  :   «   Déterminer   li's  cinq  [loints  communs    d'intersection 


', ')   r«i:vr,,  Jiiiiniiil  f.  Mdtliviii.,  1.  78. 
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(Je  deux  courbes  planes  du   troisième  ordre  ayant  un  point  double  et  dont  chacune 
passe  par  le  point  double  de  l'autre.  » 

Lui'olli  («/.).  —  Sur  les  gfoupes  de  points  projcclifs  cycliquemenl 
dans  le  plan  et  dans  l'espace.  (3o5-3 19). 

Problème.  —  «  Dans  le  plan  ou  dans  l'espace,  déterminer  n  points  réels  a^,a., 
"31  •••>  ^n  ^6  manière  qu'il  existe  des  transformations  projectives  du  plan  (ou  de 
l'espace)  qui  changent  a^  en  a.,a^e\\  a^,  ...,  a^  en  «,.  « 

L'auteur  détermine  d'abord  ceux  des  éléments  qui  ne  changent  pas  dans  une 
pareille  transformation,  et  il  obtient  alors,  pour  la  situation  des  groupes,  les 
l'ésultats  suivants  : 

Dans  le  plan,  un  groupe  projectif  cycliquement  de  cinq  points  au  moins  ne 
peut  être  situé  que  sur  une  droite  ou  sur  une  conique. 

Dans  l'espace,  un  groupe  projectif  cycliquement  de  six  points  au  moins  peut  être 
situé  ou  sur  un  plan,  ou  sur  deux  plans  et  en  même  temps  sur  deux  cônes  {n  droites), 
ou  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

f  oss  [yi.].  —  Sur  la  tliéorie  des  substitutions  orthogonales. 
(320-374). 

On  entend  ici  par  substitutions  orthogonales  les  substitutions  (réelles  ou  imagi- 
naires) qui  transforment   en  elle-même    une  forme    quadratique    ^  .r?.  L'auteur 

1 
étudie  à  ce  point  de  vue  les  cas  particuliers  de  ces  substitutions,  d'après  la  nature 
de  leur  équation  caractéristique,  et  fait  voir  en  même  temps  comment  des  substitu- 
tions générales  peuvent  être  composées  au  moyen  de  substitutions  plus  simples, 
d'un  caractère  désigné  d'avance.  La  relation  avec  certaines  représentations  sur 
lesquelles  sont  i'ondées  ces  considérations  générales  est  développée  en  particulier 
pour  les  substitutions  qui  transforment  en  eux-mêmes  un  couple  de  points,  une 
conique,  une  surface  du  second  ordre  on  enfin  l'espace  linéaire. 

Gordan  (P-)-  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré.  (370-404  )• 

Oppolzer  [Th.  v.).  —  Sur  quelques  relations  entre  les  sommes 
de  combinaisons  des  carrés  des  carrés  des  nombres  pairs  et 
impairs.  (4o5-4io). 

Le  produitjSuivant,  dans  lequel  on  désigne  par  n  un  nombre  quelconque  et  par  d 
un  nombre  entier  et  positif, 

(OP(rf_<)-["-t-'y— !)]["-*- ('^— 2)]  •••(«-!- 2)  («-)-))  «(«—Ov«— 2)  [«—(f^- 2)]  [//—(</— 1)]7 

étant  ordonné  suivant  les  puissances  de  //,  prend  la  forme 

(2)  p,,_,)=2^-  '"""  ^c'-"  t-'  4'-.  ...,(-^^/-  2)=]. 
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le  symbole  C  représentant  la  somme  des  combinaisons  sans  répétition  des  cléments 
renfermés  entre  crochets  iKuir  la  classe  (f/ — /')■  ■'^'  'o"  pose  «  =  w -f- -i  P/,_,, 
prendra  la  forme 


/>=,/ 


3)       P(„_,,  =  [„,  H- (./-!)]  2](-';"-'';J^)  €"-"[!'.  3%. ..,(2^-3)' 


(1)  P(„_,)  =  C«  +  '^)2^-')''""-^^V-C''-"[iS3= (2^-3)']. 

Si  l'on  é[jale  entre  elles  les  expressions  (2)  et  (/|),  on  obtient  une  miillitiide  de 
relations  particulières  entre  les  sommes  de  combinaisons,  cette  équation  subsistant 
pour  toutes  les  valeurs  de  //,  et  par  suite  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  n 
devant  être  égaux  de  part  et  d'antre.  De  plus,  par  des  différentiations  et  des  inté- 
[Trations  répétées  par  rapport  h  //,  on  trouve  des  relations  qui  sont  importante» 
pour  le  calcul  des  coefficients  numériques  dans  le  calcul  des  intégrales. 

BâCikluJid  [yi.-V.).  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  des 
équations  aux  diilérciitiellcsparlielles  du  second  ordre. (4 1 1-428). 

L'auteur  donne  une  extension  de  la  théorie  connue  des  caractéristiques  des 
équations  aux  différentielles  parliillcs  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes aux  équations  aux  difi'erpnliellcs  partielles  du  second  ordre  à  ;/  variables 
indépendantes. 

Schubert  (//•)•  ■ —  L<'s  nombres  fondamentaux  et  les  dégénéres- 
cences des  courbes  cubiques  planes  de  genre  zéro.  (Deuxième 
Partie  des  «  Contributions  à  la  Géométrie  numérique  )).  Voir 
Mathematische  Annale.n,  (t.  X,  p.  1-116).  (4'->-9-539). 

[.a  Section  IV  traite  de  la  détermination  des  nombres,  fondée  par  Chasles  et  par 
Zoulhen,  et  dans  laquelle  on  ramène  le  nombre  des  fijjurcs  supérieures  aux  nombres 
des  fijjures  plus  simples.  Celte  réduction  est  éclaircie  par  des  exemples;  en  parti- 
culier, on  obtient,  d'après  cette  méthode,  l'extension  des  nombres  de  Zeulhen  pour 
les  systèmes  de  courbes  planes  situés  dans  un  plan  fixe  aux  systèmes  de  courbes 
planes  dans  l'espace. 

La  Section  V  détermine  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  h  point  de 
rebroussemcnt,  cl  la  Section  AI  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  h  point 
double. 

Koeiiii^shcrf^er  (L.).  —  Réthution  du  jiroblème  de  transformation 
des  intégrales  liyperelliptiques.  (540-547)- 

Dans  le  Journal  de  Ciellc,  t.  81,  l'auteur  a  indiqué  des  relations  qui  existent 
entre  les  clifférentielles  des  intéf;rales  liyperellipliques  de  première  espèce  lorsque, 
entre  des  inté[jrales  liyperclliptiques  d'ordre  diU'érenl,  il  existe  une  relation  quel- 
conque linéaire  par  rapport  aux  inté(;rales  et  ii  coellicienls  constants.  Ces  relations 
sont  encore  simplifiées  dans  le  présent  Mémoire  et  sont  mises  sous  une  forme  qui 
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ost  importante  pour  l'étiule  tic  la  réJuctihilité  des  intégrales  hyperelliptiqucs  d'ordre 
quelconque  à  des  intégrales  de  même  espèce  d'oi'dre  iniérieur. 
Soient 

f'/[z,^Krj)]d=     et    /F[r,v/R;77)]^r, 

où 


les  inté^jrales  hyperelliptiqucs  qui  entrent  dans  la  relation  indiquée;  on  aura  les 
équations 


'<^' J'i).'-:i  ••.,  'usont  les  i-acines  d'une  équation   algébrique  dont  les   coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  -,. 

v^RZ^,  \/R. U\),  •••,  VR. [y a) 

peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  y  correspondantes 
et  de  3,,  multipliées  par  vR(;,). 

fjlrotli  [J-).  —  Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème,  que  toute 
courbe  du  quatrième  ordre  n'est  pas  inscriptible  dans  un  quinti- 
latère.  (548-554)- 

Uarnack  [yJx.).  —  Sur  une  propriété  des  coefficients  de  la  série 
de  Taylor.  (555-558). 

Résultat.  — Tout  terme  de  la  série  de  Taylor.  considéré  en  lui-même,  a  la  pro- 
priété de  fournir  avec  le  plus  petit  écart  {Abweichting)  possible,  sur  tous  les 
cercles  concentriques  décrits  de  l'origine  comme  centre  à  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence,  une  représentation  de  la  fonction  par  une  seule  puissance  de  la 
variable. 

Par  écart  (erreur)  l'auteur  entend  l'intégrale  de  la  norme  de  la  différence 
entre  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  la  puissance,  prise  le  long  de  la  circonférence 
du  cercle. 

Gf'assniajin  [H.-E.].  —  Sur  la  théorie  des  rayons  réciproques. 
(559-560), 

Cnyley  [y/.].  —  Vn  théorème  sur  les  groupes.  (56i-565;  angl.). 
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Meutznev  [P .) .  — Théorèmes  sur  les  polygones  réguliers.  (aôC-Sjo). 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant,  étroitement  lié  avec  le  théorème  de 
Stevvart  :  «  Si  l'on  abaisse,  des  sommets  d'un  polygone  réfjulier  inscrit  ou  des 
points  de  contact  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  R,  et 
ayant  m  côtés,  des  perpendiculaires  sur  une  droite,  la  somme  des  //i^œes  puissances 
de  ces  perpendiculaires  («  <C'n)  est  égale  à 

ni(i-  -h  AR-i'"--+  BR^ (•"-'•  +  CR'^r"-''  +. . .), 

V  étant  la  distance  de  la  droite  au  centre  du   cercle  et  les  coefficients  ayant  pour 
valeurs 


2» 

R  =  "("- 

,):'«_2)(«_3) 

2V'r 

_   7l(ll   ^ 

i)(«-o)(„_3;;r»- 

4)(«-5) 

•^■-.4". H* 

Pour  II  impair,  la  droite  doit  être  extérieure  au  polygone. 

Neumnnn  [C.].  —  Sur  la  composîlion  des  accélérations  produites 
suivant  la  loi  de  Weber.  (571-572). 

Extrait  des  Derichtc  der  hijnigl.  Sdclisisclien  Geseîhchaft  (1er  Jf'isseiisc/iafte/i, 
1 1  mars  1878. 

Neumann  [C).  —  Sur  la  théorie  de  la  représentation  conforme 
d'une  surface  plane  sur  une  surface  circulaire.  (573-574)- 

Extrait  des  Berichte  der  konigl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.,  3o  juillet  1877. 

La  fonction  par  laquelle  la  partie  infinie  d'une  courbe  qui  s'étend  à  l'extérieur 
d'une  courbe  fermée  est  représentée  sur  une  surface  circulaire  de  rayon  arbitraire, 
de  manière  qu'au  centre  de  ce  cercle  corresponde  un  point  déterminé  «  du  plan, 
est  interprétée  au  moyen  du  potentiel  logarithmique  d'une  unité  de  masse  con- 
centrée au  point  «  et  d'une  distribution  équipolentielle  de  la  masse  sur  la  courbe 
qui  limite  l'aire. 

Piux  proposé  par  la  Société  Jablonowski,  à  Leipzig,  pour  l'an- 
née 1881 . 

«  Étudier  le  mouvement  de  la  comète  d'Encke,  en  ayant  égard  il  toutes  les  forces 
perturbatrices  qui  peuvent  exercer  une  influence,  provisoirement  du  moins,  dans 
l'intervalle  de  temps  écoulé  depuis  l'année   i8'|8.   » 

A\.   11. 
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ÂRCHIV  FOR  Matmematik  og  Naturvidenskab.  Udgivet  af  Sopluis  Lie,  W'orm 
MiJLLEn  0"  G.-O.  Sars.  Krisliania  ('). 


Tome  II;  1877. 

Lie  {S.).    —    Nouvelle   méthode  d'intégration  de   l'équation   de 
Monge  et  d'Ampère.  (1-9;  ail.). 

Une  équation  aux  clifférenlielles  partielles  du  second  ordre,  de    la  form«! 
(i)  ic  —  i°-i-Xi-i-'Bs-hCt-\-l)  =  o, 

.Tvec  deux  intégrales  distinctes  et  généralement  intermédiaires 

",— /(<'■)  =0,     «,—  9  (<■,)  =  o, 
peut  être  ramenée  à  la  forme 


h  l'aide  d'une  transformation  de  contact  convenable.  On  forme,  d'après  Boiir,  les 
deux  systèmes  complets  dont  les  solutions  respectives  sont  «,,  c,  et  «„,  f,.  Si  l'eu 
parvient  à  trouver  une  seule  solution  de  chaque  système,  l'intégration  de  (i)  n'exi- 
gera plus  que  certaines  quadratures. 

Lie  [S.).  —  La  théorie  des  perturbations  et  les  transformations  d(î 
contact  .(129-156^  ail .  ) . 

La  transformation  la  plus  générale, 

(  PL  '-'=■  I^tC-'^. '■,,'/^'  •    •>/^«) 

où  A  =  i,  2,  ...,  77,  qui  transforme  à  la  fois  tous  les  systèmes  simultanés  de  la 
forme 

(  2  )  <Jr,  =  —  dr,     dp,^  =  ^         dt 

''Pk  ^-^-k 

en  des  systèmes  de  même  forme,  est  déterminée,  suivant  Jacolii  et  Bour,  par  les 
équations 

(3)  (X,,X^.)  =  (X,,PJ=.(P,,P,)  =  o,     (X,,PO  =  i. 

D'après  les  recherches  de  l'auteur  sur  les  transformations  de  contact,  les  relations 
que  l'on  vient  d'écrire  déterminent  en  même  temps  le  système  le  plus  général  des 
quantités  X,,  P,  qui  satisfasse  à  une  équation  de  condition  de  la  forme 

P^d\^-i-.  .  .-+-P„</X„  — /),(/.r,  H-.  .  .-hp^d.r^-h  d£i.. 


(')  Voir  Bulletin,  I,,  .382. 

/iull.  des  Srie/ires  math.,   •'."  Séiie,  t.   111.  (Xoveiuhie  1879.;  R.  l5 
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Lp  jiioscnt  .Méinoire  explique  la  raison  intime  de  celte  clépeiidance  entie  la  tliéorie 
des  perturbations  et  celle  des  transformations  de  contact. 

Si  l'on  veut  avoir  la  transformation  (i)  la  plus  générale  qui  change  un  seul 
système  (2)  en  un  autre  semblable,  on  trouve  que  les  relations  (3)  ne  sont  pas 
nécessaires.  Toutes  les  transformations  qui  satisfont  à  une  telle  condition  sont 
déterminées. 

Lie  [S.].  —  Pvcclierclies  syiitliétiques  et  analytiques  sur  les  surfaces 
niiuiîua.  (ijy-ipS;  ail.).  —  Contributions  à  la  llicorie  des  sur- 
faces niinima.  [JMalhein.  yînnalen,  XR  ,  33i-4i6). 

Si  l'on  prend  deux  courbes  dans  l'espace  c  et  h,  ayant  un  point  commun  /j,  et 
que  l'on  transporte  c  parallèlement  à  elle-même  de  manière  qu'elle  pai'coure  la 
courbe  k,  la  surface  engendrée  peut  aussi  être  produite  jiar  un  mouvement  de 
translation  de  A.  Elle  contient  donc  oc'  courbes  c  et  00'  courbes  k.  Par  chaque 
point  de  la  surface  passe  une  courbe  de  chacune  des  deux  séries.  Les  tangentes  cor- 
respondantes de  ces  deux  courbes  sont  situées  harmoniquement  par  rapport  aux 
deux  tangentes  principales  qui  passent  par  ce  même  point.  Tonte  surface  de  cette 
espèce  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

x=A(r;-HA.(T;,    ^r  =  B(0  +  B,(T),     ^  =  C(0-hC,(-). 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  l'on  ait 

dS.-^  dK--^  dÇ?  z=  0  =:  ^A;  -+-  dW\  -r-  dC\, 

la  surface  sera,  d'après  Monge,  une  surface  minimum.  Si  les  deux  courbes  c  et  k 
sont  superposables  et  semblablement  placées,  les  deux  séries  de  courbes  formeront 
une  série  irréductible.  L'auteur  appelle  une  telle  surface  une  surface  double. 

En  partant  de  ces  considérations  géométriques,  l'auteur  cherche  à  développer 
une  théorie  projective  générale  des  surfaces  minima  algébriques.  Parmi  les  résultats 
qu'il  a  obtenus,  nous  ne  citerons  ici  que  les  suivants.  Soient  R  le  rang  de  la  courbe  c, 
M  le  degré  de  multiplicité  du  cercle  sphérique  sur  la  développable  de  c,  et  R',  M' 
les  nombres  correspondants  relatifs  à  la  courbe  k.  Alors  la  classe  C  de  la  surface 
ininimtim  engendrée  sera  égale  à 

lVr(R— M)-i-M(R'— M'). 

Si  la  surface  est  une  siirface  double,  on  aura 

C  =  2M(R  — M). 

Les  nombres  R  et  M  satisfont  aux  relations 

R— M5.3,  R— M  =  'NL 

A  l'aide  de  ces  formules  il  est  souvent  facile  de  déterminer  toutes  les  surfaces 
minima  dune  classe  donnée.  Si  l'on  doit  avoir,  par  exemple,  C  =  3,  il  faudra  alors 
(jue  l'on  ait 

C=M(R  — M),     M=^i,     Rr-',. 

La  surface  minimum  correspondante  est  une  surface  gaurhc  de  Cayley.  de  troisième 
ordre  et  de  troisième  classe,  ((ni  est   n-pendant  tonjdiirs   imaginaire.  Si  C  doit  être 
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éi>al  à  ui)  uonilire  prcuiioi'  (iiielcoiu|iio,  alors  on  aura 

C  ^  M  (  R  —  M  ),     M  =  1 . 

Les  surfaces  correspondantes  peuvent  être  indiquées  dans  cliaf(uc  cas  particuLier. 
Si  —  doit  être  éjjal  à  un  nombre  premier,  on  aura 

C  =  -.>M(R  — M),     M  =  r. 

Dans  ce  cas  aussi,  il  est  toujours  possible  d'indiquer  les  surfaces  correspondantes. 

Si  les  ordres  de  c  et  de  k  sont  respectivement  égaux  à  «ret  à  oj,  l'ordre  de  la  surface 
sera  égal  à  croj  —  p,  où  p  peut  se  calculer  par  une  règle  simple.  Si  c  et  A  n'ont  aucun 
point  commun  à  l'infini,  p  sera  égal  à  zéro.  11  n'existe  pas  de  surface  mirjimum 
réelle  dont  l'ordre  soit  égal  à  l'un  des  nombres  2,  3,  /|,  5,  7,  8.  La  somme  de  l'ordre 
et  de  la  classe  d'une  surface  minimun  réelle  est  toujours  plus  grande  que  1.^. 

L'intersection  avec  le  plan  de  l'infini  se  compose  de  lignes  droites,  que  l'on  obtient 
enjoignant  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  c  avec  les  points  correspondants  de  la 
courbe  k.  L'ordre  d'une  surface  cylindrique  circonscrite  est  égal  à  M  w  H-  M'o-.  La 
multiplicité  du  plan  de  l'infini  comme  plan  tangent  est  égale  à 

M'(R—  2M)  +  M(R'  — 2M'). 

TÀe  {S.).  —  Théorie  du  problème  de  PfaQ'.  (338-379^  ail.). 

La  réductibillté  de  l'expression  de  Pfaff  aux  formes  normales  connues  est  démon- 
trée d'une  manière  nouvelle  et  très-simple.  L'auteur  établit  que  les  critériums  qui 
distinguent  les  divers  types  de  l'expression  X,</a.-, -4-. . .-+- X  dx  ont  été  donnés 
pour  la  première  fois  par  Grassmann  dans  la  seconde  édition  de  son  Jusc/ehiuings- 
lehre.  En  outre,  le  Mémoire  contient  une  exposition  développée  d'une  méthode 
pour  intégrer  le  problème  de  Pfaff,  que  l'auteur  avait  esquissé  en  1873. 

Sexe  [S.-yJ.).   —  Sur  la  diminution  de  l'eau  à   la  surface  de   la 
Terre.  (479-487). 

Tome  III;   1878. 

Lie  [S.).  —  Petite  contribution  à  la  théorie  de  la  surface  steiné- 
rienne.  (84-9'2;  fi'-)- 

Si  l'on  entend  par  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  conique  le  pôle  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  de  la  conique,  on  a  ce  théorème  :  «  Le 
lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes  les  coniques  situées  sur  une  surface 
steinérienne  de  quatrième  ordre  et  de  troisième  classe  est  en  général  une  autre 
surface  de  même  nature.  Si  toutefois  le  plan  est  tangent  a.  la  surface  donnée,  la 
surface  engendrée  sera  une  surface  du  second  degré.  » 

«  A  chaque  surface  steinérienne  de  quatrième  ordre  et  de  troisième  classe  corres- 
pondent ainsi  00-  surfaces  du  second  degré  et  ce'  surfaces  steinérienncs  de  quatrième 
ordre  et  de  troisième  classe.  » 

Ces  théorèmes  subsistent  encore  lorsque  la  surface  donnée  dégénère  en  une 
surface  gauche  du  troisième  ordre. 

R.i5. 
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Lie  {S.).  —  Tlu-'orie  des  groupes  de  Iranslori)iat,ions  III-IV. 
(93-165,  37J-464;  ail.). 

Ces  deux  !\Iémoircs  contiennent  une  détermination  détaillée  de  tous  les  groupes 
de  transformations  d'un  plan.  Le  premier  Mémoire  détermine  tous  les  groupes  de 
transformations  de  point,  le  second  tons  les  groupes  de  transformations  de  contact 
d'un  plan.  11  est  toujours  possible  d'indiquer  toutes  les  équations  dlIferenticUes 
qui  admettent  un  groupe  donné.  Là-dessus  on  peut  fonder,  comme  l'auteur  l'a 
déjà  signalé  en  1S7.1  dans  les  ]Vac/ir/c/ite/i  de  Gijltingue,  une  classiiication  des 
équations 

f{^x,r,r'.  ...,_)■{"')]  =  0 

et  en  même  temps  une  méthode  rationnelle  d'intégration  de  toutes  les  équations 
qui  admettent  un  groupe  de  transformation. 

Lie  (S.).  —  Classiiication  des  surfaces  d'après  le  groupe  de  trans- 
formations de  leurs  ligues  géodésiqucs.  (Programme  universi- 
taire, p.  1-4^'-,  Christiania,  1S79)  (')• 

L'auteur  s'occupe,  depuis  l'année  1872,  de  la  détermination  des  propriétés  des 
équations  différenlielles  qui  restent  inaltérables  dans  toutes  les  transformations 
analytiques  de  ces  équations.  Pour  faire  connaître  la  portée  et  surtout  la  nature 
de  sa  méthode  de  recherches  par  un  exemple  propre  à  ce  but  et  en  même  temps 
important  par  lui-même,  il  prend  l'équation  différenliclle  des  lignes  géodésiques 
d'une  surface  quelconque  et  cherche  leur  groupe  de  transformations. 

Si  l'élément  d'arc  d'une  surface  est  donné  par  l'équation 

ds'  =  V^Xfj)  dx  dr, 

les  lignes  géodésiques  seront  déterminées   par  réf[uation   différentielle  du    second 
ordre 


,  d\y  _dF   dr  ^dVr  dj  \  • 
dx-        dx    dx         dy  \(/x / 


Si  maintenant  F  est  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  j,  cette  équation  n'ad- 
mettra aucune  transformation  de  points  infinitésimale,  c'est-à-dire  que,  dans  ce 
cas  général,  il  est  impossible  de  donner  à  x  et  à  _/•  des  accroissements 

Sx  —  ^(x,  r)  3t,     0.)-,  =  yi{x,  y)  5t 

tels  que  fhaqiK!  ]i;;ne  géodési(nie  se  transforme  en  une  pareille  ligne  infiniment 
voisine. 

On  se  posera  maintenant  le  problème  de  déterminer  la  (juantité  F  le  plus  géné- 
ralement possible,  de  telle  sorte  que  l'équation  dilTérentielle  des  lignes  géodésiques 
admette  une  transformation  infinitésimale  (ou  même  plusieurs).  II  existe  trois 
classes  de  surfaces  qui  remplissent  cette  condition  : 

i"  Ou    I'',  par    l'introduction    d'exi)ressions   convenables  .r'(a:),  j'(x)  à  la  place 


(')  Nous   réuni  sons  l'analyse  de  ce  travail  à  celle  du   Mémoire  précédent,  auquc 
il  fait  suite. 
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de  J-.j,  poiii'i-a  prendre  la  forme 

(A)  F  =:  e*' il>  (  X — j),     (ci  =^  Cùlist.); 
2°  Ou  F  f)Ourra  prendre  la  forme 

(B)  r?(^)+*(-0; 

ici  jj  et  *  sont  encore  assujettis  à  vérifier  deux   équations  diliérentielles  qui  sont 
intégrées  dans  le  Mémoire; 

3°  Ou  enfin  F  pourra  prendre  la  forme 

(C)  f{x-{-j-)-h  'l>{x  —  r); 

ici  encore  53  et  *  sont  déterminés  en  fonction  de  leurs  arguments  par  deux  équa- 
tions diflerentielles  ordinaires. 

Si  l'équation  des  lignes  géodésiques  admet  plusieurs  transforuiations  infinitési- 
males, il  existera  alors  deux,  trois  ou  huit  de  ces  transformations.  Dans  le  dernier 
cas,  la  surface  a  une  mesure  de  courbure  constante.  Les  deux  autres  cas  conduisent  à 
une  série  intéressante  de  familles  de  surfaces,  qui  sont  toutes  déterminées.  ISous  ci- 
terons seulement  les  suivantes  : 

F  =  (a-  —j)'",     F  —  rx  -f-  t ,     F  =  .r  -+-  ij, 
A  R 


F 


(^x. 


Si  une  surface  appartient  h  la  classe  (R)  ou  à  la  classe  (C^,  la  dett-rmination  de  ses 
lignes  géodésiques  n'exige  que  des  quadratures,  ou,  dans  certains  cas  remarquables, 
de  simples  diflérentiations.  Si  elle  appartient  à  la  classe  (A),  et  que  c/.  soit  ^  o,  on 
aura  alors  à  intégrer  une  équation  dillérentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

Lie  [S.).  —  Sur  li;s  suifaces  minima.  I,  II,  III.  (166-176,  224-233, 
34o-3o  I  ;  ail.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  niinima. 
II.  {3IatheinatLSche  Annalen.) 

M.  Henneberg  a  fait  voir  qu'une  surface  minimum  qui  a  une  ligne  géodésique 
(liane  ne  peut  être  algébrique  que  si  cotte  ligne  est  la  développée  d'une  courbe  algé- 
brique plane.  Ce  théorème  subsiste  encore  si  l'on  considère  une  ligne  de  courbure 
au  lieu  d'une  ligne  géodésique.  Si  une  surface  minimum  est  tangente  aune  surface 
cylindrique  suivant  une  ligne  géodésique  non  plane,  la  surface  sera  toujours  algé- 
brique si  la  ligne  géodésique  elle-même  est  algébrique.  La  surface  minimum  qui  est 
tangente  à  la  surface  développée  (surface  polaire)  d'une  courbe  gauche  algébrique, 
suivant  Je  lien  des  centres  de  courbure,  est  algébrique.  Une  telle  surface  est  en 
même  temps  inscrite  dans  les  surfaces  polaires  de.  toutes  les  courbes  focales  de  la 
courbe  gauche  donnée.  A  toute  suiface  minimum  algébrique  correspondent,  dans 
tous  les  cas,  00*  courbes  gauches  algébriques  dans  les  surfaces  polaii'cs  desquelles 
la  surface  est  inscrite.  En  particulier,  il  existe  oc'  surfaces  polaires  qui  lui  sont 
tangentes  suivant  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

Les  cônes  tangents  à  une  surface  minimum  algébrique  la  touchent  suivant  <x' 
courbes  algébiiques. 

A  ces  courbes  correspondent,  sur  la  surface  de  fîexto/i  de  Bonnet,  les  çrJ  courbes 
suivant  le.-quelles  celte  sui-l'ace  louchi'  les  surfaces  jiolairesdont  nous  venons  de  ])ariei-. 
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Toiil  cône  ulycliriquc  est  tangent  à  oc"  surfaces  miiiiiiia  aljjebriqiies,  que  l'on  peut 
déterminer  par  une  même  construction  élégante. 

Si  parmi  les  plans  tangents  à  une  surface  minimum  algébrique  on  en  choisit, 
suivant  une  loi  algébrique  arbitraire,  un  nombre  simplement  infini,  on  obtiendra 
toujours  une  développablc  algébrique,  dans  laquelle  on  pourra  inscrire  oo"  sur- 
faces niinima  algébriques,  qui  seront  susceptibles  d'une  construction  élégante.  Dans 
la  suiface  polaire  d'une  courbe  gauche  algébrique,  il  est  toujours  possible  d'in- 
scrire oo"  surfaces  minima  algébriques. 

La  surface  niininiuni  la  plus  générale  qui  puisse  être  appliquée  sur  oc*  surfaces 
semblables  à  elles  s'obtiendra  en  posant 

Si  l'on  a,  en  particulier,  /n.=  o,  on  obtiendra,  comme  on  sait,  les  surfaces  minima 
applicables  sur  les  surlaces  de  révolution.  §_    L_ 

Geeîiuuyden  (//•)•  —  Sur  la  lumière  zodiacale.  (258-292,  2  pi.). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  l'auteur  examine  la  position  de  la  lumière 
zodiacale  pour  un  horizon  donné,  supposant  qu'elle  se  tend  le  long  de  l'écliptique 
à  une  élongation  donnée  du  Soleil.  Le  résultat  est  présenté  graphiquement  pour 
toute  l'année  et  pour  quatre  laiitudes,  0°,  23°27',  /p"  et  Go",  la  planche  donnant 
la  hauteur  du  point  de  l'écliptique,  qui  est  de  70°  distant  du  Soleil  quand  celui-ci 
est  à  16°  sous  l'horizon.  La  splendeur  du  phénomène  est  évidemment  la  plus  grande 
au  moment  de  la  fin  du  crépuscule  (ou  du  commencement  de  l'aurore),  ce  qui  a 
Heu,  d'après  Schmidt  (Athènes),  quand  la  hauteur  du  Soleil  est  —  iG".  An  reste, 
l'auteur  incline  à  préférer,  pour  des  contrées  plus  boréales,  la  valeur  18°,  donnée 
par  des  observations  plus  anciennes. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  défend  cette  manière  de  considérer  la  lumière 
zodiacale  comme  liée  au  Soleil  contre  une  théorie  de  M.  Serpieri  (Urbino),  publiée 
dans  les  Mémoires  de  la  Società  degli  Spcttroscopisti  italiani  et  fondée  sur  une 
discussion  des  observations  de  Jones,  f;dtes  en  i853-i855  dans  les  mers  tropiques. 
Selon  cette  théorie,  la  lumière  zodiacale  est  liée  à  la  Terre.  L'auteur  fait  voir  que 
les  conclusions  de  M.  Serpieri  sont  mal  fondées  sur  plusieurs  points.  Par  exemple,  il 
a  évalué  la  durée  du  crépuscule  astronomique  à  un  quart  d'heure,  tandis  qu'elle  n'est 
jamais  au-dessous  de  une  heure  quatre  minutes.  Contre  cette  théorie,  l'auteur  appuie 
l'opinion  pi  us  ancienne,  mais  seulement  émise  comme  conjecture,  que  la  lumière  zodia- 
cale est  due  aux  météorites,  illuminées  par  le  Soleil.  Il  montre  que  la  découverte  célèbre 
de  Schiaparelli,  l'accord  complet  des  orbites  des  météorites  avec  celles  des  comètes, 
donne  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  résolution  du  problème.  La  nature  zodia- 
cale du  j)hénomène  porte  la  pensée  aux  comètes,  dont  les  orbites  sont  peu  inclinées 
h  récliptii(ue,  c'est-à-dire  les  comètes  aux  courtes  périodes.  Dès  i8joà  18771!  y  a  eu  cent 
vingt-ipiatre  apparitions  de  comètes  connues,  dont  quarante-sept  sont  dues  aux  neuf 
comètes  ayant  des  périodes  au-dessous  de  huit  ans;  l'auteur  en  tire  la  conséquence 
que  la  fréquence  des  comètes  vues  du  Soleil  a  été  di.\  à  onze  fois  plus  grande  dans 
une  zone  de  20°  de  largeur  de  part  et  d'autre  de  l'écliptitiue  que  partout  ailleurs 
sur  le  ciel.  Rien  n'est  donc  plus  naturel  que  de  supposer  la  même  chose  pour  les 
météorites.  Pour  calculer  la  lumière  émise  par  un  tel  amas,  il  faut  en  connaitre  la 
condensation  relative  pour  des  distances  diverses  au  Soleil.  A  cet  eflet,  l'auteur  a|>- 
pliipie  la  concordance  remarquable  des  distances  aphélies  des  comètes  aux  courtes 
périodes  (conséquence  vraisemblable  de  ce  que  les  périodes  actuelles  sont  ducs  à 
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raclion  de  Jupiter).  Supposant  que  les  périhélies  soient  distribués  éyaleiiienl  dès 
la  surface  du  Soleil  jusqu'aux  distances  où  ils  cessent  d'être  périhélies,  il  trouve 
l'expression  de  la  densité  relative  des  météorites  en  deux  cas  extrêmes  :  i°  s'ils  0!it 
tous  une  distance  aphélie  commune  (Q),  ce  qui  est  approximativement  le  cas  pour 
les  comètes  aux  courtes  périodes,  et  i°  si  les  distances  aphélies  sont  distribuées  é;;a- 
lement  entre  une  certaine  valeur  Q„  et  l'infini,  savoir 

(0  D  —  lofT nat  (  \  /:^,  H-  j  / -^  i  4  ) ' 

'''       ■'■=^['-^ii^.-Ka';-K4)-} 

*•  étant  la  distance  au  Soleil,  K  et  K'  des  constantes:  les  coetiicients  ont  les  valeurs 
suivantes  :  K  :=  o,o5G,  yS  ^  0,11  j,  •/  =  o,oi8,  (J^  o,o49i ..  •  Le  calcul  numérique,  où 
l'auteur  a  employé  les  valeurs  Q  =:  5,8  (  moyenne  des  distances  aphélies  des  comètes  à 
courte  période)  et  Q„  =  5,  la  distance  de  la  Terre  étant  l'unité,  montre  que  les 
valeurs  de  D  et  de  D'  sont  presque  identiques  jusqu'à  la  distance  2  ou  2,5  et  très- 
peu  différentes  jusqu'à  la  distance  4.  et  que,  à  cause  de  la  prédominance  du  pre- 
mier terme,  la  densité  de  l'amas  des  météorites  est  à  peu  près  inversement  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  la  distance  au  Soleil,  au  moins  jusqu'à  la  distance  3 
ou  4- 

Après  cela  vient  îe  calcul  de  la  quantité  de  lumière  émise  par  un  cône  ou  pyramide 
de  cet  amas,  ayant  le  sommet  à  la  Terre  et  l'unité  de  surface  sur  le  ciel  pour  base. 
Employant  la  loi  approximative  de  densité  énoncée  ci-dessus  et  la  formule  de 
Lambert  pour  l'éclat  d'une  planète,  la  forme  sphérique  pouvant  être  prise  comme 
la  moyenne  de  toutes  les  formes  irréjulières  des  météorites,  on  trouve  la  quantité 
cherchée  de  lumière  : 

I  G        r''",  .  .   ~. — , 

1= I       lésina  —  «  cosoc)  y  sin  a  5K, 

sineysine-J^ 

C  étant  une  constante,  e  l'angle  à  la  Ten-e,  «  l'angle  (extérieur)  au  météorite  du 
triangle  formé  par  le  Soleil,  la  Terre  et  la  météorite;  y.„  est  la  valeur  de  se,  peu 
différente  de  180°,  correspondant  à  la  distance  limite  (R)  de  la  loi  de  densité. 
L'effectuation  de  l'intégration  donne,  si  e  =  90, 


R- 


1  (  « 


2_K-« 
3 

sin- e 


I  .a    sin'  «„ 
M   ~9"" 


où  K  est  l'intégrale  elliptique  complète  de  module  y  —  '  <^t  u  la  même  intégi-ale 
avec  la  limite  supérieure  y'sine.  Si  e  f  9°%  on  trouve  la  même  expression,  seule- 
ment avec  u  au  lieu  de  2K  —  u. 

Pour  le  calcul  numérique,  l'auteur  pose  R  =  4»  en  conséquence  du  précédent; 
donc,  sinsto  =  î  sine.  Mais  il  remarque  que  la  substitution  de  R  =  se  et  «0  =  180' 
ne  modifie  que  peu  le   résultat.  L'éclat  relatif  du  ciel  le  long  du  zodiaque,  ainsi 
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calcule,  est  présente  dans  la  tableau  suivant  : 

Élongation.  I.  Élongalion.  I. 

o  o 

I 689,'!  80 1,32 

5 G  1,6                   90 1,22 

10 21,8                 luo 1,16 

1 5 ''79                 I  '  o '  )  09 

20 7,7                 120 i,o5 

2.) 5,fj                  i3o i,o3 

3o .'1,3  1  '4O 1,03 

4o 2,9                 1 5() 1,01 

5o 2,2                  160 1,00 

60... 1,8                 170 1,00 

70 1,5                 180 1,00 

Le  grand  éclat  près  du  Soleil  ne  peut  se  voir  que  pendant  les  éclipses  totales  du 
Soleil  ;  alors  il  se  manifeste  comme  la  Couronne,  qui  a  toujours,  d'après  les  obser- 
vations, un  allongement  sur  l'écliptique. 

A  la  fin,  l'auteur  fait  mention  de  la  lumière  d'opposition,  nommée  Gegenschein, 
qui  n'est  pas  une  conséquence  de  la  théorie  précédente,  mais  qui  peut  être  expli- 
quée, sous  certaines  conditions,  comme  phénomène  cosmique. 

Les  observations  de  cette  lumière  faible  sont  pourtant  trop  peu  nombreuses; 
il  est  remarquable  que  Jones  ne  le  mentionne  jamais,  bien  qu'il  ait  vu  plusieurs 
fois  la  lumière  zodiacale  s'étendant  sur  tout  le  zodiaque.  D'après  Schiaparelli,  on 
ne  peut  le  voir  aussi  bien  quand  l'air  est  très-pur  que  quand  il  y  est  «  un  non  so 
clie  di  brumoso  »,  ce  qui  rend  vraisemblable  l'idée  qu'il  s'agit  ici  d'une  sorte  de  ré- 
lléchissement  atmosphérique. 

H.  G. 
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Tome  LXXXIX;   1879. 

^«  1  ;   7  juillet. 

Sj  L\>esLcr.  —  Sur  la  valeur  moyenne  des  eoefficients  dans  ledévelop- 
pement  d'un  déterminant  gauche  ou  symétrique  d'un  ordre  infi- 
niment grand  et  sur  les  déterminants  doublement  gauches.  (24)- 

M.  Cayley  a  montre  que,  si  le  nombre  des  termes  distincts  dans  le  développement 
d  ini    déterminant  symétrique  de  l'ordre  x  est  i.2.3...,rli  ,  il^  aura  pour  fonc- 

(')  Voir  liuUcdn.  III,,   1..9. 
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lion  {génératrice  - !•   M.  Sylvester  a  montré  de  son  côté  que,  si   le  nombre  des 

\J\-t 
termes  distincts  dans  un  déterminant  {jaiiclie  de  l'ordre  2x  est  I.3.5. .  .(2^  —  0"j.» 

Uj.  aura  pour  sa  fonction  génératrice  i  / ;  la  somme  des   coefficients,  pris  tous 

positivement,  étant  [1.3.5. .  .(2.1- — i)]S  on  a  les  éléments  suffisants  pour  arriver  à 
la  solution  de  la  question.  Dans  la  Communication  actuelle,  M.  Sylvester  donne 
seulement,  pour  la  valeur  moyenne  des  coefficients,  une  formule  approchée  ;  dans 
une    Communication    du    8   septembre   (p.    ^96),    il    donne    pour    résultat    exact 


■a): 


.r4,  où  l'on  doit  supposer  x  infini. 

Les  déterminants  doublement  gauches  sont  gauches  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre 
des  deux  diagonales.  Pour  que  le  déterminant  ne  soit  pas  nul,  il  faut  que  l'ordre 
soit  divisible  par  !).  M.  Sylvester  donne  diverses  propriétés  de  la  racine  carrée  de 
ces  déterminants. 

JppelL  —  Sur  la  série  liypergéométi^ique  et  les  polynômes  de  Ja- 
cobi.  (3i). 

L'auteur  donne  le  développement  de  la  fonction  'F(x)  définie  par  la  série  hyper- 
S;éométriqueF(a,  /3,  y,  x),  en  supposant 

■/>o,      I  >  ■/  —  a  —  jî  >  o, 

suivant  les  polynômes  de  Jacobi  définis  par  l'égalité 

X„,  =  F(  «  -f-  ;3  -t-  /«,  —  m,  •/,  x). 

Les  coefficients  sont  indépendants  de  y.  En  posant  en  outre 

F,„  =  F(«-H'">  — '")  ^)  ^)) 
où 

^  >  O .        I  >   /'  —  «  >■  0 , 

et  en  ne  supposant  plus  que  m  soit  un  entier  positif,  M.  Appel I  montre  que  l'inté- 
grale 


/■ 


x*-'(i  — .r)«-*F„,F„,,f/x■ 


cst  nulle  quand  on  piend  pour  m  et  m'  deux  racines  distinctes  de  l'équation  trans- 
cendante 

r(—m)T(a-i-m)        _ 
r{b'i-7ti)r{_ù  —  a  —  m)  ~     ' 

où  K  est  une  constante  quelconque. 

Fouqué.  —  Sur  la  réeenle  éruption  de  l'Etna,  (33). 

Saussure  {II.   de).  —  Sur  la  récente   éruption  de  l'Etna.    (35). 
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Baiulriuionl  {^•)-  —  Evapoi-alion  de  l'eau  sous  riiitlueiice  Je  la 
radialion  solaire  ayant  traversé  des  verres  colorés,  (42). 

N«2;    W  juillet. 

Serret  [J .-A.).  —  Addition  à  mou  Mémoire  sur  le  principe  de  la 
moindre  action.  (J7). 

Voir  le  Bulletin,    i"  série,   t.  Il,  p.  97.  L'auteur  donne  une  transformaliori  des 
équations  (49)  et  (52). 

Picard  [E.).  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (74)- 

Étude  de  l'équation 

d-  y  , .  su  .r  en  A'  dy 

dx'^  ûnx      dx 

où  n  est  un  entier  positif  et  «  une  constante  quelconque.  Quand  n  est  pair,  l'inté- 
grale générale  est  toujours  unifornie.  C'est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce.  M.  Picard  montre  comment  on  peut  former  une  solution  de  cette 
équation  exprimée  linéairement  au  moyen  de  la  fonction 

/(x)  =  — 


et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées.  , 

Planté.  —  Recherche  sur  les  eliets  de   la  machine  rhéostatique. 

(76). 
Stephan.  —  Observations  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (89). 

Callandreau.  —  Sur  une  ititégrale  déiinic.  (90). 

Pellet  [E.].  —  Sur  l'intégration   des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  au  prenjier.  (92). 

Soit  F=o  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'orclre  m,  le  nombre  des  va- 
riables indépendantes  étant  n.  Pour  que  l'équation  différentielle  V — «  =  o, 
d'ordre  yu  inférieur  ii  ru,  soit  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  F=o,  il 
faut  et  il  suffit  que  ceUe  équation  F  =  0  soit  satisfaite  ponr  tout  système  de  valeurs 
des  dérivées  de  la  fonction  inconnue  d'ordre  supérieur  à  ,«,  satisfaisant  à  toutes 
les  équations  obtenues  en  prenant  les  dérivées  successives  de  l'équation  \  =.  a 
par  rapport  aux  //  variables  indépendantes. 

Thollon.  —  Minimum   de  dispersion  des  prismes 5  achromatisme 
de  deux  lentilles  de  même  sid)stance.  (93). 
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rs"  3;    21  juillet. 

Fillarceau  (i^ .  ).  —  Théorie  du  pendule  simple  à  oscillations  co- 
niques, en  ayant  égard  à  la  rotation  de  la  Terre,  (i  i3). 

Recherches  analytiques  provoquées  par  les  expériences  de  M.  Dejean  de  Fonroque 
et  dont  les  résultats  contredisent  ces  expériences. 

Perrier  {E.).  —  Observations  astronomiques  et  mesure  d'un  arc 
de  parallèle  en  Algérie.  (i3o). 

Peters  [E.).  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  Clinton  (New- 
York),  le  17  juillet  1879.  (i4o)- 

Picaid  [E.].  —  Sur  une  généralisation  des  fonctions  périodiques 
et  sur  certaines  équations  dillerentielles  linéaires.  (i4o). 

Sur  les  foiictions/(x)  telles  que  l'on  ait 

f{x-^  4K)    =r.A/(-r)^B/(x-^2K), 
/( X -+- 4  ^'K' )  =  A'/( x)  H- b'/(-^ -H  2  £ K'), 

A,  B,  A',  V>'  étant  des  constantes.  Ces  fonctions  s'exprinient  au  moyen  des  fonc- 
tions H,  0 M.  Picard  applique  ces  résultats  à  l'équation 

<-/'  1'  dy 

oiipei  <i  sont  des  fonctions  douhlement  périodiques  :  quand  cette  équation  admet 
une  intégrale  uniforme,  cetle  intégrale  peut  être  exprimée  au  moyen  des  fonc- 
tions H,  0,    .... 

Bjerhnes.  — Expériences  hydrodynamiques  avec  des  corps  vibrants, 
et  imitation,  dans  un  sens  inverse,  des  forces  de  l'électricité  sta- 
tique et  du  magnétisme.  (i44)- 

Boiitj.  —  Sur  un  phénomène  analogue  au  phénomène  de  Pelticr. 

(146). 
Blondlot.  —  Sur  la  capacité  de  polarisation  voltaïque.  (i48)- 

Lippmaiin.  —  Actioti  du  magnétisme  en  mouvement  sur  l'électri- 
cité statique  5  inertie  de  l'électricité  statique.  (i5i). 

Denza.  —  Sur  les  lois  des  variations  de  l'électricité  atmosphérique 
déduites  des  observations  régidières  faites  à  l'Observatoire  de 
Moncalieri.  (i53). 
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Pn"  4;   28  juillet. 

Desaiiis.  —  Reclierclics  sur  la  réfraclion   àv.   la  chaleur  obscure. 

(189). 

Faje.  —  Sur  la   théorie  de  la  grêle,  d'après  IMM.   Oltrainare  et 
J).  Colladon,  (196). 

Boussingault.  —  Observations  relatives  à  la   Communication  de 
M.  Faye.  (202). 

Dcn'id.  —  Sur  les  développements  des  fonctions  algébriques.  (219). 

'Stephan.  —  Observations  de  planètes  nouvelles,  laites  à  l'Obser- 
vatoire de  Marseille.  (223). 

Lucas  [F.).  —  Sur  une  application  de  la  Mécanique  rationnelle  à 
la  théorie  des  équations.  (224). 

Les  racines  z,,  z,,  ...,  z  d'une  équation  entière  F(s)  =  o  étant  représentées, 
suivant  l'habitude,  par  des  points,  si  l'on  attrilnie  à  ces  points  l'unité  de  masse  et 
qu'on  suppose  qu'ils  repoussent  un  point  matériel  P  de  même  masse  en  raison  in- 
verse de  la  distance,  il  l'aut  et  il  sullit,  pour  (|ue  ce  point  soit  en  équilibre,  qu'il 
coïncide  avec  une  racine  de  l'écjuation  dérivée. 

Il  en  résulte,  par  exemple,  que  tout  contour  fermé  convexe  environnant  le  groupe 
des  points  racines  de  l'équation  proposée  environne  aussi  le  groupe  des  points  ra- 
cines de  l'équation  dérivée. 

PellaL.  —  Action  de  la  lumière  sur  les  piles.  (227). 

TVitz.  —  Du  pouvoir  refroidissant  de  l'air  aux  ])ressions  élevées. 

(228). 

]No  5-,  \  août. 

Faye.  —  Sur  le  dernier  tornadodes  Etats-Unis,  et  sur  les  anciennes 
observations  de  trombes  dues  à  lîuHon  et  à  Spallanz;ani.  (28J). 

Flannnarion.  —  Observation  de  l'occultation  d'Antarès  le  28  juil- 
let 1879.  (292). 

Mouton.  —  Spectre  calorifique  normal  du  Soleil  et  de  la  lampe  à 
pleine  incandescence  (lîourboit/,c).  (295). 

Thenard.    —    Observations    relali\es     à     la    Communication    de 
M.  Mouton.  (298). 
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Léchai.  — ■  Des  vibrations  à  la  surface  des  liquides.  (299). 

Trêve.  —  Sur  les  courants  d'Ampère.  (3oi). 

Trêve.  — Sur  l'aimant.  (3o2). 

Gêniez.  —  Distillation  des  liquides  sous  l'intluence  de  l'électricité 
statique.  (3o3). 

N"  (5-,   H  août. 

Dauhrée.  —  Reclierclics  expérimentales  sur  l'action  érosive  des 
gaz  très  comprimés  et  fortement  écliauiïés -,  application  à  l'his- 
toire des  météorites  et  des  bolides.  (325). 

Jaiissen.  —  Sur  l'éclipsé  du  19  juillet  dernier,  observée  à  Marseille. 

(340). 

Ledieu.  —  Deuxième  et  dernière  remarque  sur  les  Communications 
de  ]M.  Bouquet  de  la  Grye,  concernant  les  ondes  atmosphériques. 

(343). 

Poincaré.   —   Sur  quelques  propriétés  des  formes  cjuadratiques. 

(344). 

L'auteur  apporte  une  nouvelle  solution  du  problème  général  : 
«  Reconnaître  si  deux  formes  données  sont  équivalentes  et  par  quelle  substitu- 
tion on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre.  » 

Sa  solution  repose  sur  l'introduction  d'éléments  nouveaux  qu'il  appelle  nombres 
corrélatifs;  mais  la  Note  ne  donne  pas  le  développement  de  cette  théorie  nouvelle, 
qui  sera  sans  doute  publiée  d'une  manière  complète  ultérieurement. 

Gernez.  —  Distillation  des  liquides  sous  l'influence  de  l'électricité 
statique.  (348). 

Trêve.  —  Sur  les  courants  d'Ampère  et  le  magnétisme  rémanent. 

(35o). 

N°  7;  18  août. 

Mondiez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwich  (transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  G.-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  deuxième 
trimestre  de  l'année  1879.   (390). 

Syh'ester.  —  Table  des  nombres  de  dérivées  invariantives  d'ordre 
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et  (le  degré  donnés,  appartenant  à  la  forme  binaire  du  dixième 
ordre.  (SpS). 

Pour  trouver  par  cette  Table  le  nombre  d'invariants  ou  de  covariants  fondamen- 
taux de  l'ordre  w  et  du  degré  o,  on  elierdie  le  chiffre  situé  au  point  de  concours  de 
la  colonne  w  et  de  la  ligne  o. 

Les  Tables  analogues  pour  la  forme  binaire  de  l'ordre  7  et  de  l'ordre  8  ont  déjà 
paru  dans  les  Comptes  rendus,  celle  pour  l'ordre  9  dans  Y  American  Journal  of  Ma- 
thematics,  en  sorte  que  l'on  connait  aujourd'hui  le  système  complet  des  covariants 
et  invariants  pour  toutes  les  formes  binaires  de  degré  inférieur  à   11. 

Lalanne.  —  Méthodes  de  calcul  graphique  ^  emploi  de  ces  méthodes 
pour  la  rédaction  des  projets  que  comporte  le  développement  du 
réseau  des  chemins  de  fer  français.  (396). 

Alexéief.  —  Intégration  des  irrationnelles  du  second  degré,  f  4o3). 

M.  Alexéief  avait  fait  connaître,  dans  une  des  séances  de  la  Société  Mathématique 
«le  France,  un  procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  IN.  Dans  la  IVote 
actuelle,  il  indique  quelques  applications  de  sa  méthode  au  calcul  des  intégrales 
irrationnelles  du  second  degré. 

Hahicli  [Ed.).  —  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  l'abbé 
Aoust  sur  le  mouvement  d'une  droite  dans  un  plan.  (4o5). 

Bouquet  de  la  Grje.  —  Etude  sur  les  ondes  atmosphériques-, 
équation  mensuelle  lunaire.  (4o6). 

Forel  (^.  )•  —  Scintillation  des  flammes  du  gaz  d'éclairage.  (4o8). 


N«  8;  25  août. 

Mouchez.  —   Découverte  de  doux  comètes.  (425). 

Léauté.  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
boules  quelconque  le  degré  d'isochronismc  qu'on  veut  et  de 
maintenir  ce  degré  d'isoclironisme  pour  toutes  les  vitesses  de 
régime.  Théorie  générale.  (430- 

Cruls.  —  Sur  quelques  étoiles  multiples,  d'après  les  observations 
faites  à  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (435). 

Amagat.  — Recherche  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées.  (437). 
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N°  9;   ["'  septembre. 

Fare.  —  Note  sur  la  lliéoiie  matliématique  des  oscillations  d'un 
pendule  double,  par  M.  Peirce.  (462). 

Les  instruments  modernes  dont  on  se  sert  pour  étudier  la  gravité  au  moyen  du 
pendule  ont  présenté  quelques  défauts;  le  pied  métallique  des  appareils  et 
même  le  pilier  en  pierre  qui  les  porte  sont  affectés  sensiblement  par  les  oscillations 
du  pendule.  Pour  éviter  des  corrections  délicates,  M.  Faye  suggéi-a  l'idée  de  placer 
sur  un  même  support  deux  pendules  égaux  oscillant  en  sens  contraires  dans  la 
même  amplitude.  A  la  suite  d'une  étude  matliématique  de  ce  système,  M.  Peirce 
se  prononce  très-nettement  en  laveur  de  la  méthode  du  double  pendule. 

Faye.  —  jNote  sur  les  expériences  de  M.  Langley  permettant  d'ar- 
river à  quelques  évaluations  sur  la  température  solaire.  (463). 

Jnnssen.  —  iSote  sur  les  températures  solaires.  (4^3). 

Calignj  [A.  de).  —  Sur  un  moyen  de  diminuer  la  perte  de  force 
vive  dans  un  ajutage  divergent  de  grandes  dimensions  dont 
l'angle  est  trop  ouvert  et  qu'on  peut  diviser  en  plusieurs  par  des 
surfaces  coniques  ayant  le  même  axe.  (47  O* 

Léaiité.  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
boules  quelconque  le  degré  d'isoclironisme  qu'on  veut  et  de 
maintenir  ce  degré  d'isoclironisme  pour  toutes  les  vitesses  de 
régime.  Règles  pratiques.  (  473  ) . 

N»  iO;  8  septembre. 

Sylvester.  —  Sur  la  valeur  moyenne  des  coefficients  numériques 
dans   un    déterminant    gauclie    d'un    ordre    infiniment    grand. 

(497)- 

Voir  plus  haut,  n°  1,  7  juillet. 

N*'  11  ;  ia  septembre. 

Henry. —  Observations  de  la  comète  Hartwig  et  de  la  planète  Pallas, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (009). 

Tacchini.  —  Observations  du  Soleil  pendant  le  deuxième  trimestre 
de  l'année  1879. 
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N**  42^  22  seplenibrc. 

TVillote  (//.)•  —  Essai  lliéorique  sur  la  loi  de  Duiong  et  Petit. 
Cas  des  gaz  parfaits.  (54o). 

N«  13;   29  septembre. 

Tisserand.  —  Sur  le  développement  de  la  foiietion  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  est  quelconque.  (553). 

Sainte-Claire  De\'ille  et  Mnscart.  —  Construction  de  la  règle 
géodésique  internationale  et  détermination  de  ses  points  de 
contrôle.  (558). 

Tflllotte.  —  Essai  tliéorique  sur  la  loi  de  Duiong  et  Petit.  Cas  des 
corps  solides,  liquides  et  vapeurs-,  corps  composés.  (568). 

Decliarme.  —  Formes  vibratoires  des  bulles  de  liquide  glycérique. 

(570). 

Peters.  —  Découverte  de  deux  petites  planètes.  (576). 


MATEMATIPIECKIII  CBOPHIIKl»,  usAaBaeMiii  Mockobckhmt,  Ma- 

TeMaximccKiiMiï  06ij4Cctbomij  ('). 

Tome  IX,  I"'"  et  II'"  cahiers;  1878-79. 

Zilof\P.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation  dié- 
lectrique dans  les  liquides.  (5-64)- 

L'auteur  remarque  que,  jusqu'à  présent,  la  théorie  de  la  diélectricité  des  liquides 
a  été  peu  étudiée. 

Excepté  les  expériences  de  Faraday,  dont  l'exactitude  n'est  pas  rigoureuse,  et  le 
théorème  de  Helmholtz,  qui  n'a  jamais  été  vérifié  par  l'expérience,  rien  n'a  été  fait. 
Les  expériences  faites  par  l'auteur  ont  en  pour  n  sultat  cette  vérification  :  il  en  ré- 


(  '  )  Voir  TiiiJhdn,  II,,    Mit. 
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suite  encore  la  preuvo  tlii  fuit  que  le  milieu  environnant  les  masses  électriques 
exerce  une  influence  sur  l'action  réciproque  de  ces  masses. 

Le  Mémoire  se  compose  de  trois  Chapitres  : 

Le  premier,  intitulé  La  théorie  du  potentiel  diélectrique,  explique  certains  faits 
de  cette  théorie  qui,  jusqu'à  présent,  étaient  peu  remarqués. 

Le  deuxième,  intitulé  Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation  des  isolateurs 
solides  et  gazeux,  est  consacre  à  l'examen  des  expériences  laites  précédemment. 

Dans  le  troisième,  l'auteur  expose  ses  propres  expériences,  faites  à  Berlin,  dans 
l'Institut  physique  de  Ilelmhollz  ('). 

Sabitiiiie  [E.-F.).  —  Contribution   an   Mémoire  de   Caucliy  sur 
l'intégralion  des  équations  difrérenticlles  (-). 

A  propos  de  ce  Mémoire,  l'auteur  démontre  que  cette  méthode  peut  être  appliquée 
à  la  détermination,  à  l'aide  des  séries,  des  intégrales  des  équations  différentielles 
linéaires  d'un  degré  quelconque. 

Ouinof  [N.-^.).   —  Des  relations  réciproques   fictives  entre  \gu 
corps  solides  plongés  dans  uu  milieu  d'élasticité  constante.  (72- 

108). 

Supposons  un  milieu  d'élasticité  constante  remplissant  l'espace  illimité,  à  l'ex- 
ception de  certaines  parties  limitées,  occupées  par  les  corps  solides.  Les  surfaces  de 
ces  corps  éprouveront  soit  une  tension,  soit  une  pression,  qui  pourrait  produire 
sur  eux  des  effets  pareils  à  ceux  que  produiraient  certaines  actions  réciproques 
existant  entre  ces  corps. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  la  détermination  des  caractères  et  des  conditions 
nécessaires  à  ce  que  cette  action  soit  possible. 

Bougaïef  [N'.-F".).  —   Contribution   à  la    théorie  des  équations 
fonctionnelles.  (109-11 3). 
Les  équations  de  deuxième  classe  et  du  premier  ordre  de  la  forme 

F[jr,'/-(K,j:),p(a,.r)] 

s'intègrent  par  la  méthode  de  Laplace. 

Cette  méthode  peut  être,  dans  certains  cas,  remplacée  avantageusement  par 
une  autre  où  l'intégration  de  ces  équations  peut  être  amenée  à  l'intégration  d'une 
équation  à  différences  finies  du  deuxième  ordre. 

Liventsoj\A.-I.).  —  Sur  la  méthode  de  résolution  du  problème 
d'Abel,  parM.  Letnikof.  (114-120). 

Ce  problème  est  :  «  Trouver  une  fonction  F(/3,  «)  telle  que  l'intégrale  définie 


X' 


F(/3,.r)e(/3,«)n'/3, 


(')  Les  résultats  de  ces  expériences  ont  été  publiés  en   1877   dans    les  Annales   de 
Poggendorff,i.  XV,   i'|. 

(')  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  I,  p.  339-3  |0. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2^  Série,  t.  III.  (Novembre  1879.)  Iv .  ID 
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où  l:i  foiiclion  {/ï,  V.)  soit  une  louction  de  k,  ne  contienne  pas  .r.  »  Ce  sont  les  con- 
(liiions  pour  qne  F  et  ô  aient  une  certaine  forme  déterminée  que  l'auteur  chorclie  à 
trouver.  Il  résulte  de  ses  recherches  que  la  méthode  de  M.  Letnikof,  tout  en  pa- 
raissant, à  iireniière  vue,  très-générale,  ne  s'applique  qu'exclusivement  à  la  solution 
du  problème  d'Al)cl. 

Omnof  [N.-yi.).  —  J)u  mouvcmeiilstatioiiTiairc  dclclectiicité  sur 
les  surfaces  conductrices  d'une  forme  quelconque.  (i2o-i2j). 

Minine  [A. -P.).  —  Des  séries  numériques  se  trouvant  en  liaison 
avec  les  intégrales  numériques.  (i28-i36). 

Désignons  ])o.r  />',//' ,  j)'", .  . .  une  série  de  nonilires  liés  suivant  une  loi  quelconque 
avec  un  nombre  entier  et  positif  n,  et  par  F  la  raractéristique  d'une  certaine 
fonction  numeri([uc  ;  la  somme  V ( />')  -l-F(/'")  -I-  F(/'"0^"  •  •  •  ^'"''^  l'intégrale  numé- 
rifjuc. 

Peterson  (K.-M.).  —  De  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  (Seconde  Partie.)  \o{v  t.  Mil,  p.  291  (').  (i3;;-i93). 

Le  présent  Mémoire  contient  les  §§  11,  il,  13,  14  et  15  traitant  des  sujets  suivants  : 
1°  Kquations  linéaires,  bilinéaires  et  alinéaires  aux  dérivées  partielles; 
■>°  Équations  bilinéaires; 

.'i°  Equations  bilinéaires  des  deuxième  et  troisième  ordres; 
4°  Équations  simultanées; 

50  Intégrales  des  équations  simultanées,  indéterminées,  intermédiaires  et  parti- 
culières. 

^ï/idreief  [K.-A.]. —  Des  affinités  géonu;triquesdans  leur  applica- 
tion au  problème  de  construction  des  lignes  courbes  (-).  (194- 
287). 

Soholof[y/.).  —  Problème  de  la  torsion  des  prismes.  (aSS-SSg). 

I.a  solution  de  ce  problème  obtenue  par  Saint-Venant,  dans  son  Mémoire  Sur  la 
torsion  des  prismes,  par  une  méthode  purement  géométrique,  quoique  simple  et  facile 
à  saisir,  ne  présente  pas  cette  exactitude  rigoureuse  que  peut  donner  la  méthode  ana- 
lytique. Quant  aux  études  analytiques  faites  par  Clebsch  dans  sa  Tlienrie  der  Elas- 
ticitéit  fester  Kiirper  et  par  Thomson  dans  sa  Natural  Pliilosopiiy,  le  problème  y  est 
plutôt  posé  que  résolu. 

L'auteur  se  propose  de  remplir  cette  lacune  ;  il  traite  ce  problème  dans  son  Mémoire 
d'une  manière  détaillée  à  l'aide  des  coordonnées  curvilignes,  et  donne  des  formules 
j;énérales  pour  deux  formes  de  cylindres  limités  par  des  surfaces  isothermes. 

Tchehjchef[P.-L.).  —  Des  articulations  simples.  (34o-35i). 

A.  P. 
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MONTHLY  NOTICES  of  the  Royal  Astroxomical  Society  of  London  ('). 

Tome  XXXIX;  novembre  1878  à  juin  1879. 

Todd  {C).  —  Observations  faites  eu  1877  à  1  Observatoire  d'Adc- 
laïde,  (1-22). 

Les  observations  les  plus  importantes  sont  relatives  aux  occultations,  éclipses  et 
passages  des  satellites  de  Jupiter;  leur  nombre  est  de  218. 

Dewiing  (yW.-F.).  — Note  sur  les  essaims  météoriques  de  juillet 
à  décembre,  d'après  les  observations  faites  en  debors  de  l'Angle- 
terre. (22-3l). 

Le  dépouillement  dos  Catalo[i[ucs  de  Heis,  Weiss,  Zezioli,  Schiaparelli  et  Konkolv 
a  conduit  M.  Denninjj  à  la  détermination  de  ^y  points  radiants  dont  il  donne  la 
position  et  dont  il  fait  connaître  l'importance.  Plusieurs  d'entre  eux  étaient  déjà 
connus  par  les  recherches  antérieures. 

Prilcharcl  [C).  —  Note  sur  les  travaux  et  les  constructions  com- 
plémentaires de  l'Observatoire  de  l'Université  d'Oxford.  (3 2-34) • 

Les  travaux  consistent  dans  la  mesure  des  photographies  de  la  Lune  obtenues 
avec  le  miroir  de  i3  pouces  de  M.  de  la  Rue  et  dans  des  observations  de  la  position 
relative  de  ^2  étoiles  des  Pléiades.  Il  a  été  construit  une  bibliothèque  avec  salle 
de  lecture,  et  des  instruments  sont  à  la  disposition  des  étudiants. 

BacJihouse  [T. -TV.).  —  Sur  le  spectre  de  la  nouvelle  étoile  du 
Cygne.  (34-37). 

La  position  des  lignes  lumineuses,  telle  qu'elle  est  déterminée  par  l'auteur,  s'ac- 
corde généralement  avec  celles  données  par  MM.  Cornu,  Vogel  et  Copeland; 
M.  Rackhouse  signale  cependant  deux  lignes  brillantes  de  plus. 

Smyth  [Piazzi). — Note  sur  la  ligne  B  du  spectre  solaire  et  les 
bandes  moins  réfrangibles.  (38-43). 

Le  professeur  Piazzi  a  réussi,  en  employant  un  spectroscope  assez  puissant  et  an 
cours  d'un  séjour  à  Lisbonne,  à  résoudre  nettement  en  lignes  fines  les  bandes  voi- 
sines de  Bj  il  a  môme  pu  mesurer  la  longueur  d'onde  de  trente-cinq  d'entre  elles. 
La  Note  du  savant  directeur  de  l'Observatoire  d'Edimbourg  est  accompagnée  d'une 
planche. 

Schuster  {-A.).  —  Quelques  l'emarques  sur  l'éclipsé  totale  du 
29  juillet  1878.  (44-47). 
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Les  obsorvatioiis  de  M.  Scluistor  à  Las  Animas  (Colorado)  ont  nionlré  ((lie  la  cou- 
ronne n'a  été  visible  qne  6  secondes  après  le  commencement  de  la  totalité;  que  sa 
lumière  est  en  partie  de  la  lumière  propre  et  en  partie  de  la  lumière  réfléchie;  que 
l'intensité  de  la  polarisation  augmente  à  partir  des  bords  de  la  Lune  jusqu'à  une 
certaine  distance  et  diminue  ensuite  régulièrement. 

Pcnrose  [F.-C).  —  L'eclipse  tolale  de  Soleil  du  29  juillet  1878. 

(48-5i). 

L'auteur,  qui  observait  à  Denver  (Colorado),  donne  un  dessin  et  une  description 
de  la  couronne  et  des  gloires. 

Gill  [D.].  —  Aotc  sur  l'état  d'avancement  des  réductions  des  ob- 
servations faites  pendant  son  expédition  à  l'Ascension.  (01-72). 

Les  observations  relatives  à  la  longitude  et  h  la  latitude  sont  complètement  ré- 
duites; la  position  de  la  station  est  : 

Longitude  ouest  de  Greenwich o'^ô^^Sg" 

Latitude  australe 7°  39'  i5",.5 

Les  constantes  nécessaires  à  la  réduction  des  observations  des  distances  de  Mars 
sont  elles-mêmes  déjà  calculées. 

Neison  {E.).  —  ^ote  sur  la  correction  apportée  par  M.  ]Newcoml> 
à  la  valeur  de  l'accélération  séculaire  de  la  Lune  adoptée  par 
Hansen.  (72-70). 

L'exactitude  avec  laquelle  les  anciennes  éclipses  peuvent  être  représentées  rend 
probable  que  les  marées  sont  sans  action  sur  la  rotation  de  la  Terre. 

Pritchai'd  (Cl.  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tera- 

pel  à  son  passage  de  1878.  (7^). 

Tebbutt  (7.). —  Observations  delà  comète  d'Encke,  faites  à  Wind- 
sor (N.-S.-\V.)  en  août  1878.  (70-76). 

Burnhain  [S. -TV.).  —  Note  sur  les  Catalogues  et  les  observations 
d'étoiles  doubles  à  l'Observatoire  de  Deaborn.  (76). 

Glai.sher  [J.—  TV.-L.].  —  Sur  la  loi  de  variation  de  la  force  qui, 
passant  toujours  par  un  point  donné,  donnerait  au  corps  sur  le- 
quel elle  agit  une  orbite  conique.  (77-91). 

Le  prf>blème  a  été  complètement  résolu  par  MM.Darboux  et  Halphen  ;  M.  Glaisher 
examine  coinnient  il  peut  se  résoudre  par  les  méthodes  développées  autrefois  par 
ISewton. 

Li\'ri/i^  (/''.-//.  I.  —  Sur  une  dis])osili()n  spéciale  i\cs  clierclieurs 
|)(>iii-  les  iuslriiiiicMls  d';i/.innil   et  d  .illitude.  (^i-pô). 
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Saffoid  [T.-II.].   —  Note  sur  l'étoile  agSa  de  Bradley.  [i)6-ç)'j). 

L'étoile  a  un  mouvement  propre  assez  rapide,  représenté  par  les  deux  formules 
suivantes  : 

^=:  22'>3""  n",38  — o%oG4(t.   i855;, 

(D  =  82°  lo' i3",i  — o",o3  (t.  i855). 

GUI  {D.). —  Comparaison  des  observations  méridiennes  des  étoiles 
de  Mars  faites  dans  les  différents  Observatoires.  (()8-i2"i). 

La  discussion  rigoureuse  des  ascensions  droites  desétoiies  de  Mars,  telles  qu'elles 
résultent  des  observations  multiples  laites  dans  divers  Observatoires  d'Europe  et 
d'Amérique,  a  montré  à  M.  Gill  qu'il  existe  entre  les  déterminations  des  divers  éta- 
blissements des  erreurs  systématiques,  qui  résultent,  suivant  lui  : 

1°  D'une  différence  dans  les  positions  des  étoiles  horaires; 

2°  D'une  irrégularité  dans  la  forme  des  pivots,  irrégularité  qui  produit  des  varia- 
lions  dansl'azimutde  l'iustrument,  et  probablement  aussi  de  llexions  dissymétriques 
dans  les  tubes  des  lunettes,  flexions  qui  doivent  avoir  pour  conséquence  une  varia- 
tion de  collimation  avec  la  hauteur; 

3"  Une  erreur  ou  une  équation  personnelle  dépendant  de  l'éclat  de  l'astre  ob- 
servé. 

Il  est  certain,  dit  M.  Gill,  qu'une  erreur  de  cette  dernière  espèce  doit  exister  dans 
les  observations  chronographiques,  et  des  observations  directes  de  M.  de  Bakhuyzcu 
font  voir  qu'elle  se  retrouve,  quoique  à  un  degré  moindre,  dans  les  observations 
faites  par  la  méthode  de  l'œil  et  de  l'oreille. 

Après  avoir  fait,  autant  que  possible,  la  part  de  ces  diverses  sources  d'erreurs, 
M.  Gill  termine  son  iMémoiie  par  un  Tableau  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons des  étoiles  qui  lui  ont  servi  pour  les  observations  liélioniétriques  de  Mars. 

Gili  [D.).  —  Observations  de  a.  du  Centaure,  faites  à  l'Aseension 
en  1877,  3v<-'^  riiéliomètre  de  lord  Lindsay.  (123-126). 

Hall   [Maxwell).  —  Additions  à  son  Mémoire  sur  la  tliéorie  des 
systèmes  sidéraux.  (127-1  Sa). 

L'auteur  trouve  un  accord  satisfaisant  entre  les  déterminations  expérimentales  de 
parallaxes  et  de  grandeurs  des  mouvements  propres  et  l'hypothèse  que  le  Soleil  et 
les  étoiles  voisines  tournent  autour  d'un  point  situé  par  9°  i5'  d'ascension  droite  et 
63° 28'  de  distance  polaire  nord,  et  à  une  distance  du  Soleil  égale  à  3i  millions  de 
fois  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil. 

Downing{A.-lV.).  — Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
Catalogue  du  Cap  à  celles  du  Catalogue  étalon  d'Auwers.  (i33- 

137). 

Picheriiig    [TV. -H.).   —  ÎNote   sur  l'éelipse  totale    de    Soleil  du 
2  juillet  1878.  (137-139). 

I.a  couronne  est  polarisée  dans  un  plan  passant  par  le  Soleil. 
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Airy  {G.-B^j.  —  jNole  sur  la  clc'tciniiualion  de  la  Jiiasse  de  Mars. 
(140-141). 

yJiry  (G-.-B.).  —  Noie  sur  la  conjouctiou  de  Mars  et  de  Saturne  le 
3()juin  18^79.  (  i4i-i4^0' 

I\l.  Duiikiii  a  préparé  une  Carte  donnant  les  positions  respectives  de  ces  deux 
])lanètes  au  moment  de  la  conjonction  et  calculé  pour  divers  instants  la  distance 
réciproque  des  deux  astres  telle  qu'elle  résulte  des  Tables. 

TP'bineche.  —  Note  sur  une  ancienne  observation  des  Pléiades, 
faite  par  jMœstelin  le  24  c^^'^^'^nil^'e  1^79.  (i4^-i48)- 

Neisoii  (^•).  —  JNote  sur  la  solution  générale  du  problème  du 
mouveuient  elliptique  troublé.  (149-161). 

Jid/i)  ii/'(l  [A.-C). —  Aotesurla  présencede  poussières  niétéoricjues 
dans  l'atinosplière.  (161-167). 

Grnnt  [li-).  —  Observations  dti  passag(;  de  Mercure  le  6  mai  1878 
et  de  l'occultation  de  JNlars  par  la  Lune,  le  ^  juin  1878,  laites  à 
rObser\atoire  de  Glasgow.  (167-168). 

J  uii/ig  [C.-A.).  —  Mesures  du  diamètre  de  Mercure,  faites  à  l'Ob- 
scrvatoire  de  Princctown  le  6  mai    1878.  (168-171). 

Les    mesures   ont    été    faites  à  l'aide   d'un   micromètre  k   fils  inclinés;  h  la   dis- 
tance  i(7r^8',83),  le  diamètre  delà  planète  est  (j",52'|. 

Gill  {l)')-  —  Note  sur  les  remarques  faites  par  M.  Maxwell  Hall 
à  propos  de  l'observation  de  l'opposition  de  iMars.  (171-172). 

DiiiiKiiL  (/>•).  — Note  sur  les  erreurs  des  Tables  de  Saturne,  par 
Bouvard.  (172-174)- 

Les  erreurs  sont  moindres  <[ue   celles  (|ui  résultent  delà  comparaison  des  Tables 
de  lîouvai'd  et  des  Tables  de  Le  Veriier. 

DusviiiiiL^  {A.-ff'.).  —  Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
premier  Catalogue  général  do  Melbourne,  pour  1870,  au  Cata- 
logue d'Auvvers.  (i  74-1  76). 

Perry  (S.-J.).  —  Phénomènes  tics  satellites  de  Jupiter,  observés  à 
Slonvliui'st  en  1877-1878.  (177). 

yJiij  [G.-B.].  —  Occultaliouset  éclipses  des  safclliles  de  .Inpilcr, 
observées  à  (îreeiiwicli  en  1878.  (  178-  181  1. 
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Marlli  (^.).  —  Epliéiiiérides  pour  clctcniilucr  les  positions  des  sa- 
tellites d'Uranus  en  1879.  (181-182). 

Sadler  (If.).  —  JNotes  sur  le  Cycle  of  celestial  objets  de  l'aniira! 
Smytli,  et  en  particulier  sur  le  Catalogue  deBedlord.  (i83-i();5j. 

Lindsay  [lord)-  et  Copelcuid  [B-]-  —  jNote  sur  une  fente  voisine  du 
cratère  lunaire  de  Hyginus  et  non  encore  observée.  (19J-197). 

Deux  planchos  jointes  à  la  Note  des  doux  auteurs  montrent  que  l'aspect  de  celte 
région  de  la  Lune  est  très-variable  suivant  le  mode  d'éelairement. 

Chrîstie  [JT  .-H.-M).  —  Note  svir  les  phénomènes  qui  se  produi- 
sent dans  l'occultation  d'une  étoile  par  le  Lord  brillaiit  de  la 
îjune.  (198). 

L'étoile  (4°  grandeur)  a  disparu  successivement  en  se  noyant  dans  une  sorte  de 
brouillard  lumineux.  La  formation  de  ce  brouillard  est  attribuée  par  M.  Cluistie 
à  la  zone  de  lumière  diffractée  qui  existe  forcément  autour  de  la  Lune. 

Gore  [J.-E.).  —  ]Note  sur  les  variations  d'éclat  de  i  Andromède. 

Leuander  {F.-TV.\ —  Description  d'un  diaphragme  à  ouverture 
variable  pour  les  observations  solaires  ou  sidérales.  (199-200). 

Rapport  annuel  du  Conseil  de  la  Société  astronomique,  (aoi- 
320). 

Ce  Rapport,  très-étendu  et  très-complet,  ne  compte  pas  moins  de  120  pages:  sans 
l'analyser  d'une  manière  complète,  nous  y  relèverons  les  renseignements  suivants  : 

Le  nombre  des  Membres  de  la  Société  était,  au  mois  de  décembre,  de  63i,  en 
augmentation  de  i4  sur  l'année  précédente.  Les  cotisations  et  les  rentes  des  fonds 
capitalisés  ont  produit  en  1878  une  somme  de  5i/|00  francs. 

Le  Volume  XLIV  des  Mémoires  de  la  Société  est  à  l'impression.  Il  renfermera  : 
1°  un  Mémoire  de  M.  E.  Neison,  sur  une  méthode  générale  pour  traiter  le  mouve- 
ment de  la  Lune;  2°  un  Mémoire  de  M.  N.-E.  Green,  sur  les  observations  de  Mars 
faites  à  Madère  en  août  et  septembre  1877;  3°  des  recherches  de  M.  Maxwell  Hall, 
sur  l'opposition  de  Mars  en  1877;  4°  nn  Catalogue  et  des  mesures  d'étoiles  doubles 
par  M.  Bnrnham,  d'après  ses  observations  de  Dearborn. 

Parmi  les  notices  nécrologiques  les  plus  importantes  sont  celles  :  de  James  Booth 
(1806-1878);  de  Robert  Main  (1808-1878),  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
d'OxIord  ;  du  R.  P.  Secchi  (1818-1878),  si  connu  par  ses  travaux  d'Astronomie 
physique. 

-La  série  des  Rapports  sur  les  travaux  des  Observatoires  ne  saurait  être   analysée 
d'une  manière  complète;  j'y  relève  seulement  les  renseignements  suivants  : 

Gieenwich.  —  Un  nouveau  Catalogue  de  2263  étoiles,  formé  d'après  neuf  années 
d'observations,  est  en  distribution.  Les  observations  sur  le  mouvement  des  étoiles 
dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée  ont  été  continuées  et  étendues  à  onze  astres 
nouveaux. 
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Obicrvatoire  Jdu/c/ijf e  [^Oxi'urd). —  M.  Stuiie  succèile  ;i  I\l.  Main,  comme  Suviliaii 
piol'essor  et  directeur  de  l'elablisscment. 

Observatoire  de  l'Université  d'Oxford.  —  M.  Pritcliard  a  eflectué  avec  son  duplex 
micrometer  de  nombreuses  mesures  des  étoiles  des  Pléiades. 

Observatoire  de  Markree.  —  Le  grand  équatorial  est  employé  à  une  observation 
systématique  de  toutes  les  étoiles  doubles  comprises  entre  63°  et 85°  dedéclinaison 
nord. 

Observatoire  du  Cap  de  lionne-Espérance .  —  La  réobservation  de  9000  étoiles  du 
('.atalo(;iic  de  Lacaille  est  terminée:  un  Catalogne  de  i3Coo  étoiles  Cbl  sous  presse. 

Parmi  les  Notices  sur  les  progrès  de  l'Astrunomie,  je  sigualerai  : 

1°  Une  analyse  succincte  des  travaux  de  Mi\I.  Nevvconib,  iSeison  et  Hill  sur  le 
mouvement  de  la  Lune; 

2°  Une  Notice  sur  les  huit  planètes  (184  à  191)  et  les  quatre  comètes  découvertcb 
en  1878; 

3°  Une  Note  sur  les  Cartes  de  la  Lune  par  Schmidt  et  Lohrmann  ; 

4°  Une  analyse  étendue  des  recherches  photométriques  de  M.  C.-S.  Peirce. 

Le  Pvapport  annuel  de  la  Société  astronomique  se  termine  enfin  par  l'Adresse  du 
Président  à  M.  Asnph  Hall,  auquel  la  Société  a  accordé  la  médaille  d'or  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux,  et  en  particulier  poui'  la  découverte  des  satellites  de  Mars. 

Tehbult  {J-)-  —  Observations  de  Ja  comète  d'Eiicke,  faites  en  août 
1878  li  Windsor  (N.-S.-W.).  (321-322). 

Tahud^e  [C.-G-]. —  Reiuarques  sur  laCoinniuiiication  de  M.  Sad- 
1er  relative  au  celeslial  cjcle  de  l'amiral  Smytli.  (323-234)- 

Nevins  (^A.-E.).  —  Note  sur  les  avantages  pratiques  de  la  méthode 
employée  par  M.  ilarlnup  pour  vériiier  les  clironoinètres.  (32J- 

337)/ 

L'auteur  montre,  parla  discussion  de  la  marche  de  divers  chronomètres  employés 
dans  des  voyages  au  long  cours,  l'avantage  incontestable  qu'il  y  a  à  calculer  la 
marche  de  ces  chronomètres  en  tenant  compte  de  la  température  par  une  formule 
de  la  l'orme 

Marche  diurne  =  R—  (N'x  C). 

R  est  la  marche  diurne  à  une  température  T,  déterminée  par  expérience,  TS  la  dif- 
férence entre  la  température  observée  et  T,  enfin  C  un  coefficient  expérimental  qui 
teste  sensiblement  constant  quel  i[ue  soit  l'état  des  huiles. 

Knobel  (^E .-B .) .  — Aote  sur  un  manuscrit  jiersan  du  Catalogue 
d'étoiles  de  Lllugli  Beigli,  appartenant  à  la  Société  astrono- 
mique. (337-363). 

Ce  manuscrit,  écrit  eu  jjcrsan,  date  de  l'an  laâj  de  l'hégire.  M.  Kiiobel  en  com- 
pare le  texte  avec  la  traduction  do  llyde(iGGj)  et  la  publication  de  Haily  (  .'y("OTo//',< 
of  tlie  li.  Astrenomical  Society,  vol.  Xlll).  Il  montre  que  dans  ces  deux  textes  il  y  a 
un  assez  grand  nombre  d'erreurs,  provenant  des  fautes  des  copistes,  et  termine  par 
une  Table  de  la  position  cl  de  la  grandeur  des  étoiles  telle  qu'elle  résulte  du  texte 
il'l  Im!.,Ii   r,ri;;h. 
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Kfuegef  (^.).  —  Formules  pour  réduire  les  précessions  eu  ascen- 
sions droites  et  en  déclinaisons  de  Bessel  aux  constantes  de 
Struve.  (364-365). 

Sai^itsch  {jSI.-A.\ —  Les  longueurs  du  pendule  à  secondes  à  Pouî- 
kova,  à  Saint-Pétersbourg  et  aux  dilîérents  points  de  la  Piussie 
occidentale,  corrigées  de  l'inlluenee  produite  par  la  flexion  des 
supports  du  pendule  construit  par  M.  Repsold.  (365-366). 

GUI  {-D.).  —  INouvelle  méthode  pour  déterminer  les  réfractions 
astronomiques .  (  3()6-368  ) . 

M.  Gill  propose  de  déterminer  la  valeur  expérimentale  de  la  réfraetion  par  des 
observations  de  hauteurs  égales,  de  part  et  d'autre  du  méridien,  d'étoiles  de  mêmes 
déclinaisons.  La  différence  entre  la  somme  des  angles  horaires  ainsi  déterminés  et 
la  différence  d'ascension  droite  des  deux  étoiles  égale  le  double  de  la  réfraction 
pour  la  hauteur  considérée. 

Ljiin  [W.-T.).  —  PSote  sur  la  variation  des  erreurs  des  Tables  lu- 
naires de  Hansen  entre  1848  et  1876.  (368-370). 

Les  erreurs  en  latitude  n'ont  que  peu  augmenté  ;  il  y  a  au  contraire  un  accrois- 
sement considérable  dans  les  erreurs  en  longitude. 

Ljnn  [TJ'' .-T.).  —  JNote  sur  n  du  Dragon.  (371-372). 
Hall  (^.).  —  jNote  sur  la  masse  de  Saturne.  (373-374). 
Djeyev  [J .-L.-E .).  —  Nouvelle  étoile  variable.  (374). 

L'étoile  rouge  n"  109  du  Catalogne  Schjellerup  est  variable. 

Ti'ouveloti^E .-L.).  —  Observations  de  vapeurs  absorbantes  sur  le 
Soleil.  (374-379). 

Dans  plusieurs  circonstances,  de  1872  à  1877,  M.  Trouvelot  a  constaté  l'existence 
de  masses  de  vapeurs  absorbantes  à  la  surCace  du  Soleil.  Ces  vapeurs,  totalement 
invisibles  lorsqu'on  examine  la  surface  du  Soleil  par  les  procédés  ordinaires,  se  ré- 
vèlent au  spectroscope  par  une  absorption  plus  forte  exercée  sur  les  raies  voisines 
de  C.  Par  la  comparaison  des  points  où  se  montrent  ces  vapeurs  et  de  ceux  où  ap- 
paraissent les  taches,  M.  Trouvelot  croit  avoir  démontré  que  ce  phénomène,  comme 
les  facules,  précède  la  formation  des  taches. 

Martli  [yJ--]- —  Epliémérides  pour  l'observation  de  Jupiter  en  1879. 

(379-38i). 

Coimnon  [A.-A.).  —  Sur  l'utilité  d'obtenir  des  photographies  de 
Saturne  et  de  Mars  pendant  la  prochaine  conjonction.  (381-38^). 
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Conmion  [A.-yl.).  —  iSotc  sur  les  télescopes  de  grande  ouverture 
elles  procédés  à  employer  pour  les  juouler.  (  382  386). 

D'une  comparaison  tlos  qiialilt's  et  des  (Idauts  dos  miroirs  ot  des  ol)jectifs, 
M.  Conimoii  conclut  (|ue  l'avantage  est  aux  miroirs  et  que;  les  télescopes  doivent  être 
montés  suivant  la  méthode  de  Newton. 

Do  Gaspniis  [M.-yJ.^..  —  Sur  cjuelques  forniules  qui  expriuieut 
l'anomalie  excentrique  en  fonction  de  l'anomalie  moyenne.  (386- 

387). 

Schusler  i^yi.).  —  Sur  la  présence  probable  de  l'oxygène  dans  la 
chromosplière  solaire.  (388). 

Parmi  les  lignes  du  spectre  de  l'oxygène  à  basse  température,  quatre  ont  été  vues 
brillantes  par  AI.  Young  dans  le  spectre  île  la  chromosplière. 

Extrait  des  minutes  du  Conseil .  (389-390). 

Le  Conseil  déclare  qu'il  n'aurait  pas  autorisé  l'impression  des  Notes  de  iM.  Sadler 
sur  le  celestial  cycle  de  l'amiral  Smith  s'il  avait  eu  connaissance  des  termes  de 
ces  Notes,  termes  de  nature  à  diminuer  la  considération  (|ue  l'on  doit  à  l'amiral. 

Pritcliard.  —  Note  sur  le  Catalogue  d'étoiles  doubles  d'IIerscliel. 

;39o)- 

tSlruve  (O.).  —  ]Note  sur  l'ordre  de  publication  des  divers  \  olumes 
des  observations  d(;  Poulkova.  (390-391). 

Jlind. —  ]Notesurdeuxerreursdui.V<'<////cY//^/////«//r<cde  1882.  (391). 

Les  erreurs  sont  relativesaux  pointsde  contact  de  Vénusct  du  Soleil  lors  du  pro- 
chain passage  de  celte  planète. 

Pickering  [E.-C.].  —  lU'quète  aux  astronomes  relativement  à  la 
mesure  de  la  grandeur  des  étoiles.  (391-39^). 

Pour  remédier  aux  discordances  qui  existent  entre  les  dilTerents  astronomes  re- 
lativement à  l'appréciation  de  la  grandeur  des  étoiles,  i\l.  Pickering  les  prie  de  vou- 
loir bien  observer  la  giandeur  d'une  série  d'étoiles  voisines  du  pôle,  étoiles  dont 
l'intensité  relative  a  été  détermin  e,  au  photomètre. 

Neison  (/>•).  —  INote  sur  la  détermination  di'  la  parallaxe  solaire 
à  l'aide  de  l'inégalité  parallacliijue  de  la  longitude  de  la  Lime,  et 
sur  la  correction  du  coellicient  de  l'équation  annuelle  dans  la 
tliéorie  de  llansen.  (394"4<^2). 

Dcniiiiig  (  JV.-F.).  —  Aolc  sur  le  point  radiant  des  météores  du 
9-i'>  a\iil.  (  4<>''-4'>'^ '■ 
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Deniiing  [Tf^.-F.).  —   Catalogue  de  222   météores  statioiinaires. 

(406-424). 

^■Islvand  (/.-/.).  —  Deux  méthodes  aisées  et  faciles  pour  corriger 
les  distances  lunaires.  (4'^5-428). 

Chrislie  et   iMaundev.   —  ^«ote   sur  le   spectre   de  la  comète  de 
Brorsen,  d'après  les  observations  de  (}reen\vich.  (428-43o). 

Le  spectre  est  formé  dos  trois  baiules  ordinaires  et  ne  présente  pas  aujourd'hui 
l'anomalie  observée  en  1878  par  M.  Hii^fgins. 

Copeland  (iî.)  et  Lohse  i^J.-G.)  —  Observations  de  la  comète  de 
Brorsen,  faites  à  Duneclit.  (43o). 

l'cbbutt  [J.).  —  Observations  de   la   comète  de  Brorsen,  faites  à 
Windsor.  (N.-S.-W.).  (430-43 1). 

Jiussel  (^H.-C).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
l'écjuatorial  de  Sydney.  (43i). 

Birmingham  [J.]-  —  ISote  sur  une  observation  du  cratère  lunaire 
Schroeter  faite  par  Gruitliuisen.  (432). 

Qreen    i^N.-E^.    —  JNote    sur   l'opposition  prochaine    de  iMars. 

(4^3). 

Stone  [E.-J.).  —  Annonce  de  l'envoi  de  son  Catalogue  des  étoiles 
du  Cap  de  Bonne-Espérance.  (433-434)- 

Gill[D.).  —  Sur  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire,   d'après  les  ob- 
servations de  Mars  faites  (;n  1877  à  l'A  cension.  (434-437  )• 

TT  ^  8",  78  rt  o",oi5. 

Opjjolzer  (  J7i.). —  ZSote sur  la  diiîéi'ence  de  longitude  entie  \  ienne 
et  Greenwich.  (437-440)- 

En  combinant  les  observations  électriques  laites  entre  Greenwich  et  Paris  par 
M.  Hilgard  et  entre  Paris  et  Vienne  par  MAI.  Lœwy  et  Oppolzer,  la  différence  de 
longitude  entre  le  cercle  méridien  de  Greenwich  et  le  pilier  est  du  nouvel  Observa- 
toire de  Vienne  est  de  i*"  5'"  21%  16. 

L'ancien  Observatoire  de  VieuTie  est  d'ailleurs  à  io%5-2  à  l'est  du  nouveau. 

Ces  déterminations  s'accordent  très-bien  avec  les  anciennes. 

Draper  {-ff.)-  —  iSote  sur  la  coïncidence  des  ligues  brillantes  du 
spectre  de  l'oxygène  avec  des  lignes  brillantes  du  spectre  solaire. 

(440-447)- 
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Le  D'  Draper  l'ait  l'historique  de  ses  recherclies  sur  le  spectre  des  gaz  incandes- 
cents et  décrit  riastrument  employé  pour  obtenir  les  photographies  de  ces  spectres. 
Une  seconde  partie  de  sa  Note  est  consacrée  à  l'exposé  de  quelques  remarques  sur 
les  différences  probables  entre  l'aspect  des  lignes  lumineuses  du  Soleil  et  des  lignes 
brillantes  du  spectre  de  l'oxygène. 

Prllxhdvd  {€.).  —  Mesures  photographiques  du  demi-diamètre  de 
la  Lune.  (447-45o). 

Senhrohe  {^G.-M.Y  —  Observations  speclroscopiques  du  mouve- 
ment des  étoiles  dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée,  d'après  les 
mesures  faites  à  l'Oliservaloire  Temple,  à  Rugby.  (4^0-454 )• 

L'auleur,  après  avoir  insisté  sur  les  difficultés  des  mesures  de  cette  espèce,  décrit 
la  méthode  à  laquelle  il  a  donné  la  préférence.  On  produit  alternativement  dans  le 
champ  du  spectroscope  le  sjiectre  de  l'étoile  et  celui  de  la  lumière  de  comparaison. 
Le  micromètre  est  formé  d'un  trou  très-petit  pratiqué  dans  une  plaque  métallique 
mobile  à  l'aide  d'une  vis  micrométrique.  L'image  de  ce  trou  éclairé,  amenée  dans 
le  champ  de  vision  par  réflexion  sur  la  surface  du  dernier  prisme,  sert  de  pointeur 
pour  la  mesure  du  déplacement  des  raies, 

La  Note  se  termine  par  les  mesures  relatives  à  G8  étoiles. 

Bosnnquat  [R.-H.-3I.)  et  Sayce  [A.-H.). —  Reclierclies  sur  l'As- 
tronomie des  Babyloniens.  ( 454-46 1). 

Cette  première  Note  est  relative  au  Calendriei'.  Les  auteurs  établissent  d'abord  que 
les  mois  étaient  lunaires,  car  les  inscriptions  relatives  aux  éclipses  de  Lune  indiquent 
toujours  que  ces  phénomènes  sont  arrivés  le  i!\  du  mois.  Les  noms  des  mois  sont 
les  noms  hébreux.  MM.  Bosanquet  et  Sayce  recherchent  ensuite  la  loi  d'intercalation 
du  treizième  mois,  mais  cette  partie  de  leur  Mémoire  ne  saurait  être  résumée  en 
quelques  lignes;  notons  seulement  qu'ils  établissent  que  le  commencement  de  l'an- 
née était  réglé  par  le  lever  héliaque  de  la  Chèvre. 

liusseli  [fl.-C.]. —  ])escription  d'une  machine  propre  à  donner  un 
mouvement  de  rotation  rigoureusement  uniforme.  (4t)2-465). 

Downing  [A.-3I.-Tf'.).  — Application  des  réfractions  moyennes 
données  par  lîessel  dans  les  Fund nmejita  aux  observations  de 
Washington.  (465-468). 

Les  observations  de  dislances  polaires  faites  à  Wasiiiiigton  doivent,  pour  s'ac- 
corder avec  celles  faites  au  Cap,  être  réduites  avec  les  réfractions  des  Fiuulanieiita, 
qui  sont  un  peu  moindres  que  celles  des  Tahiilœ  Rcp;iomoittaiuv. 

Marlli  (^.).  —  Ephémérides  povu'  l'observalion  physique  de  ÎNIars 
en  1879-1880.  (468-485). 

'J\'l>l>nn  (./.).  —  Observations  de  la  comète  de  lîrorsen,  failes  en 
réviicicl  mars  1879  à  ^^  indsor.  (\.-S.-W.)(486). 
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Joîinsoii  [R.-C).  —  Aote  sur  une  nouvelle  mélliodc  pour  régula- 
riser la  marche  du  mouvement  d'un  équatorial.  (486-488). 

Lorsque  les  ailes  d'un  régulateur  centrifuge  s'écartent  an  delà  de  la  limite  assignée, 
elles  ferment  un  circuit  électrique  qui  met  en  action  un  frein  électromagnétique. 

Carpmacl  [C).  — Sur  les  valeurs   des  constantes   de  r<'quation 

rk,x'''>  +  ,.A,_,  x('-'^  -!-...-{-  ,A,a;^'^  -f-  .  .  .  +  ,Ao  —y,=  o  , 

obtenuepar  la  méthode  des  moindres  carrés,  d'après  n  -h  i  valeurs 
de  y^.  lorsque  x  =  o,  i ,  2, .  .  .  ^Ji\  n  étant  plus  grand  que  ;■.  (48()- 
5o4). 

yiiry  [G.-B.).  —  Index  des  observations  accidentelles  comprises 
dans  \e%  Annales  de  V Observatoire  de  GrreemvicJi  de  i836  à 
187J.  (5o4-5i  i)- 

Pritchett  (^C.-W.).  —  Notes  sur  les  couleurs  apparentes  de  Mars 
et  Saturne  pendant  leur  conjonction  du  29  j^iin  ^'^79^  d'après  les 
observations  faites  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (iMissouri).  (5i2- 
5i3). 

Marth  {-A.).  —  Note  sur  le  passage  de  la  Terre  et  de  la  Lune  sur 
le  disque  du  Soleil  tel   qu'il  serait  vu  de  Mars  le    i  2  novembre 

1879.  (5i3-5i4). 

Lynn  (  W.-T.). — Remarques  sur  les  variations  de  l'erreur  moyenne 
de  longitude  de  la  Lune  dans  les  Tablesde  llansen  depuis  l'année 
1876.  (5i4-yi5). 

Airy  (  G.-B.).  —  Surfaces  moyennes  occupées  sur  le  Soleil  par  les 
ombres,  taches  et  facules,  d'après  les  mesures  faites  sur  les  pho- 
tographies du  Soleil  obtenues  à  Greenwich  depuis  le  1 1  juillet 
1873.  (5i5-5i7). 

Nous  extrayons  de  cette  Note  les  moyennes  relatives  aux  diverses  années  : 

Surfaces  moyennes  des 
Années.  ombres,    taclies  eniièies.      facules. 

1873 116  C78  2882 

1874...    83  582  1096 

1875 4"'  255  4;^ 

1S76 2J  i32  226 

•877..  •■ 20  94  .G8 

L'unilé  est  le  millionième  de  la  surface  visible  du  Soleil. 
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Hall  {yl.)-  —  ^otc  sur  Hypérion.  (  J17). 

M.  Hall  énumôre  les  quelques  anciennes  observations  de  Hypérion  qui  lui  sont 
connues  et  fait  appel  aux  astronomes  pour  lui  en  indiquer  d'autres. 

Lindsay  [lord)  et  Copelnnd  (/?.). — Obscrvalioiis  d'étoiles filanlps, 
faites  à  Dim  Eclit  le  27  novembre  1878.  (5 1 8-5 20). 

G.  R. 


JOURNAL  DE  INUthématiques  pures  et  appliqiées,  fondé  par  J.  Liouville  et 
continué  par  II.  Resal.  -   3*  série  ('  ). 

Tome  V;  1879. 

Matliieii  [E.].  —  Etude  des  solutions  simples  des  équations  aux 
dilîérenees  partielles  de  la  Physique  mathématique,  (j-20). 

Dans  toutes  les  questions  de  mouvements  vibratoires  ou  de  mouvements  de  la  cha- 
leur dans  un  corps  de  forme  donnée,  on  commence  par  chercher  une  solution  dite 
simple,  qui  ne  dépend  du  temps  fque  par  un  facteur  qui  est  le  sinus  d'un  arc  qui 
varie  proportionnellement  au  temps,  ou  par  un  facteur  qui  renferme  le  temps  en 
exposant.  Cette  solution  simple  satisfait  non-seulement  à  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  mais  encore  à  certaines  conditions  aux  limites.  La  solution  la  plus 
générale  est  la  somme  d'un  nombre  inlini  de  ces  solutions  simples. 

C'est  de  ces  solutions  simples  que  s'occupe  I\I.  Mathieu  ;  il  traite  des  équations 
suivantes  : 

d'il       ()■  n       à-u 

——    H 1 —  ±«-(', 

de'       <))■'       Oz^ 

à°  Il         ,  /  ')■  u       à-  u  \ 
dt*  ~''  \dx'        ô-)'  )' 

Pépin.  —  Sur  un  théorème  de  Legendre  (2i-3o). 

L'auteur  se  propose  de  compléter  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Legendre  : 
«  Si  c  est  premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  deux  formes  trinaires  diffé- 
rentes de    c  ne  pourront   ré|)ondre   à    un   même  diviseur  trinairo    de  la    formule 

André  [D.].  —  Sur  le  développement  des  fonctions  de  M.  Weier- 
strass  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable.  (3i-46). 

Les  fonctions  Al(.r),  A1,(j:),  Al,(r),  Al, (jt")  sont  développables,  dans  tout  le 
plan,  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  .r.  Les 
coefficients  sont  des  polynômes  entiers  eu  /',  et  ce  sont  ces  polynômes  qu"ètudic 
M.  André. 


C)  Voir  llnllrfln.   III,.   5. 


En  |)osaiit 


KEVUE   DES   PUBLICA HUNS. 

Al(ic)  =    P„    —  P,     —    -l-P„ 


.2.^.'t 


Al,  (x)  =  Q„ O,  -^  -t-  Q, 


puis 


1.2.3  ^  "   I  .  2  .  o  .  'i  .  j 

AI,(.r)=    R„   _R,     fl    +R,    —^ , 

1.2  l  .  2.  J  .!f 

Al,{x)=    S„    -S,     7^   +s,    — ^^ ' 

> 

il  s'agit  de  la  détermination  des  coellicients /;„ ,,  y,,,,  /•„  „   5„,;  on  a  d'ailleurs 


le  problème  est  donc  ramené  à  l'étude  des  trois  premiers  coefficients. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les  fonctions  Al  four- 
nissent des  relations  entre  les  polynômes  P,  Q,  R  et  leurs  dérivées  :  celles-ci,  a. 
leur  tour,  donnent  des  relations  entre  les  coefficients  p,  q,  r  :  de  ces  dernières  rela- 
tions l'auteur  tire  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Les  coefficients  ^„ ,,  ç-,, ,,  /•„ ,,  5,,,,  regardés  comme  des  coefficients  de  n  seule- 
ment, constituent  chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite; 

2°  La  série  récurrente  ayant  le  coeflicient  /?„ ,  pour  ternie  général  admet  l'équa- 
tion généi'atrice 


n  [=-(^0']"-^^'^'  =  o; 


les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  respectifs  les  coefficients  y„  ,,  7„,,  .f„  ,  admet- 
tent chacune  l'équation  génératrice 


n, -< 


2T-1-  Ij 


2  1if_2T2_2T+l  , 


»  représentant,  dans  la  première  de  ces  équations,  la  partie  entière  de  \ t,  et,  dans 

la  seconde,  la  partie  entière  de-( — \ -\- <^ [\  t -\- i]  ; 

3°  Les  formes  générales  des  coefficients  considérés,  lesquelles  se  déduisent  immé- 
diatement des  équations  génératrices  qui  précèdent,  sont  données,  pour^,,,,  par  la 
formule 

I 

pour  7,,,, '■„,,  S;  p  P'"*''  '■■*  formule 
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»  ayant,  dans  ces  deux  lorniules,  les  mêmes  significations  f|ue  dans  les  é(jiialions 
génératrices  corres])ondant(>s  qui  précèdent,  et  ^^{'i)  représentant  un  polynôme 
entier  en  h,  du  degré  2C  —  2t'  dans  la  première  l'ormule,  et  du  degré  2C  —  ar' —  2t 
dans  la  seconde. 

JLscary.  —  Géiicralisalioii  des  fonctions  X„  de  Legendre  au  cas  de 
deux  entiers,  ou  des  fonctions  qui  naissent  du  développement 
des  expressions 

_^  7  /  -I-  t 

[  I  —  2  «  a:  H-  a-  ]        ^     . 

(47-66). 

Développement  de  ces  polynômes,  qui  se  déduisent  d'ailleurs  aisément  de  ceux 
de  Legendre  ;  relations  entre  les  fonctions  consécutives  ;  étude  des  équations  obtenues 
en  les  égalant  h  zéro  ;  étude  des  intégrales  analogues  à 


Giijou.  —  Cinéinalique  et  Dynamique  des  ondes  courantes  sur  un 
sphéroïde  liquide.  Application  à  l'involution  de  la  protubérance 
autour  d'un  sphéroïde  liquide  déformé  par  l'attraction  d'un  astre 
éloigné.  (69-106). 

Lalanne.  —  De  l'emploi  de  la  Géométrie  pour  résoudre  certaines 
questions  de  moyennes  et  de  probabilités.  (lOj-iSo). 

Dans  le  nombre  infini  de  triangles  possibles  dont  les  côtés  ne  sont  assujettis  qu'à 
la  condition  d'être  compris  entre  deux  limites  connues  a  et  b,  quelles  sont  les  va- 
leurs moyennes  des  trois  côtés,  rangés  préalablement  par  ordre  de  grandeur!' 

Cette  question  est  traitée  par  des  considérations  de  Géométrie  et  de  Statique  élé- 
mentaire. L'auteur  a  imprimé,  en  outre,  dans  le  corps  de  son  travail  (p.  ii5-i23) 
une  INotc  duc  à  feu  Philbert  Sur  la  détermination  anal)  tique  de  la  valeur  moyenne 
dune  fonction  de  plusieurs  variables. 

André  {D.).  —  Développements  des  trois  fonctions  Al(x), 
Ali(a:),  AI,(x)   suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

(i3i-i42)- 

L'auteur  a  précédemment  donné  les  développements  de  ces  fonctions  suivant  les 
puissances  croissantes  de  l'argument,  et  les  coefficients  sont  alors  des  polynômes  en 
P  ;  si  l'on  ordonne  les  séries  trouvées  en  réunissant  les  termes  qui  multiplient  une 
même  puissance  de  /',  on  trouvera  des  résultats  de  la  forme 

Al  (x)=Ao-hA,A'h-A,A-4-..., 
Al,(a:)=B„-t-B,AM-B,A'-+-  ..., 
A1,(j:)^.  C,4-  C,A'-^C,A*-t-..., 

on  les  A,  îi,  (".  sont  dos  séi'ies  qm-  l'on  pt-nl  ordonner  suivant   les  puissances  de  .r. 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  217 

M.  André  traite  ilc  la  sommation  de  ces  séries,  qui  rentrent  d'ailleurs,  comme  cas 
particuliers,  dans  les  séries  étudiées  par  lui  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  An- 
nales de  l'École  Normale  supérieure  {-2°  série,  t.  VIII,  p.  i5i).  Voici  les  résultats  aux- 
quels il  parvient  : 

les  ^  s'étendant,  le  premier  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  non  négatiis 
/  et  /  qui  satisfont  à  la  relation 

(»t  le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

B,  =  ^^,-^.x-"sin(2yH-  O-^-t-^/',,/^""'  cos(2;h-  i).f. 
C,=  X^,;.r"cos(2y-t-  i).r-+-  tIa,,^^"'-'  sin(2y-t-  \)x. 


Dans  ces  deux  dernières  formules,  les    ^   s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes 
de  valeurs  des  entiers  non  négatifs  «et  y  qui  satisfont  à  la  relation 

'■+;■'+/  =  ', 

le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

'-i-,/'-i-y=f— '• 

Hall  [A.).  — Observations  et  orbites  des  sateUites  de  Mars  avee 
les  épliémérides  pour  1879.  Traduction  et  résamé  par  M.  P. 
Guiejsse.  (i 43- 162). 

Historique  de  la  découverte,  par  M.  Hall,  des  deux  satellites  de  Mars,  Deimos  et 
Phobos  :  discussion  des  observations,  calculs  relatifs  aux  orbites  et  aux  éphémé- 
rides. 

Boussiiiesq . —  Complément  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie 
de  l'équilibre  et  des  mouvements  des  solides  élastiques  dont  eer- 
taines  dimensions  sont  très  petites  par  rapport  à  d'autres.  (i63- 
192). 

I.  Caractère  distinctif  des  modes  d'équilibre  que  présentent  les  corps  très-allongés 
ou  très-aplatis  (tiges  et  plaques). 

H.  Des  modes  d'équilibre  d'un  prisme  qui  servent  de  type  à  ceux  d'un  tronçon 
de  tige. 

ni.  Application  à  la  théorie  des  tiges. 

Sourander.  —  Sur  l'équation  dont  dépendent  les  inégalités  sécu- 
laires des  planètes.  (ig3-2o8). 

Bull,  des  Sciences  math,,  2^  Série,  l,  111.  (Décembre  1879.)  R  .  l 'J 


?.i8  SECONDE   PAKTIE. 

L'aiitiuii'  (lémontro  lu  proposition  de  Kiinimer  sur  la  tlt-composilion  en  sept 
carrés  du  discriminant  de  celte  équation  dans  le  cas  où  elle  est  du  troisième  degré. 

Doslor  {G .).  —  Proprit-lc's gc-nt^-rales  des  polyèdres  réguliers  étoiles. 
(209-^26). 

I.  Uelalions  générales  entre  les  rayons  des  trois  sphères,  l'une  inscrite  à  un  po- 
lyèdre réj;ulier  quelconque,  l'autre  tangente  aux  arêtes  et  la  troisième  circonscrite 
au  polyèdre  régulier. 

II.  Inclinaison  mutuelle  des  faces  adjacentes  dans  les  polyèdres  réguliers. 

III.  Expressions  générales  des  rayons  des  trois  sphères,  en  valeur  de  l'arètc  des 
polyèdres  réguliers. 

Resal  [H.].  — Résumé  d'uue  conférence  sur  la  théorie  malliénia- 
tique  de  l'élasticité  laite  aux  élèves  de  l'Ecole  Polyteclinique 
{promotion  de  1877-1879).  (227-248). 

Sommations  qui  représentent  les  composantes  des  pressions.  —  Expression  des 
pressions  en  fonction  des  déplacements. —  Interprétation  géométrique  des  formules 
qui  représentent  les  pressions  intérieures.  —  De  la  toi'sion  des  prismes.  —  Apjili- 
cation  au  cylindre  elliptique.  —  De  la  flexion  d'un  prisme.  —  Equation  à  laquelle 
doit  satisfaire  le  périmètre  pour  que  les  hypothèses  piécédemment  faites  soient  ad- 
missibles. —  Deuxième  solution  du  problème  au  moyen  de  fonctions  algébriques. 

Laurent.  —  Mémoire  sur  les  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue.  (i49~ 

284). 

La  méthode  proposée  par  I\I.  Laurent  pour  l'intégration  d'un  système  (complète- 
ment intégrable)  d'équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à  une  seule  fonction  inconnue,  repose  sur  la  théorie  des  systèmes  aux  différentielles 
totales,  théorie  qu'il  commence  par  rappeler  dans  ses  traits  essentiels,  en  simpli- 
fiant la  démonstration  de  M.  Mayer  relative  aux  conditions  d'intégrabiiité  d'un  tel 
système.  Il  parvient  aux  conclusions  suivantes  : 

Désignons  par  /",,  f^,..-,fn  des  fonctions  données  des  variables  :r,,  .rj,...,  j-^p 
t^,  ?5,...,^„  et  des  dérivées  partielles  Pi,  J\,-  ■  -,  />,„  d'une  i'onction  inconnue  11 
prises  par  rapport  à  a:,,  x^, . . . ,  x„,;  tout  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
simultanées  à  une  seule  fonction  inconnue  u,  ne  renfermant  pas  explicitement  la 
fonction  u  elle-même,  pourra  être  présenté  sous  la  forme 

cela  posé,  si  les  équations  dont  le  type  est 

(  'i )  <l"  —  /'i  ^''1  -+-•••  -H  /',„  flr,„  -+- ./',  "V,  -t-  .  . .  -+■/„ <lt„ 


<v.. 

'f', 

'V. 

<Ù, 
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Cormeiit  un  système  d'équations   aux  diflerentielles  totales  que  l'on  jiuisse  intégrer 
de  telle  sorte  que  pour  r,  =  ^J,. .  .,  ?„=  t",i   les  quantités  x„  x^,.  . .,  .r,,,,/^,,/»^, . .   ,/?,„, 

u  se  réduisent  à  a.J,  j^",  .  . . ,  ^?«.  J''l,  ri ,  pm,  ""  respectivement,  les  équations(i) 

seront    satisfaites  par  la   valeur  de  u   que  l'on  obtiendra  en  éliminant  x",,. .  .,  x",,, 
i>1,.  .  .,  p",,!,  p,,Pi,-  ■  ■,/>,„  entre  les  intégrales  du  système  (2)  et  les  équations 

ii«  —  -!:!{x1,     xl,      .    .,     .rj;,) 

où  îj  désigne  une  (onction  arbitraire. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  une  solution  des  équations  (i)  renfermant,  outre 
la  constante  additive  que  l'on  peut  toujours  introduire,  w  autres  constantes 
a,,  «^,.  .  .,  «„,,  le  système  (3)  sera  iutégrable  et  les  intégrales  de  ce  système  seront 
données  par  les  formules 

du  du 

-Y~=Pi'      7-  =  — /3,.     i=-i,2,...,m; 

les  valeurs  de  .r,,  x.,, . .  .,  .r,,^,  p, ,  p^, .  . . ,  /;,„  tirées  de  ces  équations  et  portées  dans 
l'équation 

du  =  p^  dx^  -(-...  -1-  /?„//.«■„,  -i-ft  dt^-i-  .  .  .  -t-/^,f/f„ 

rendront  cette  équation  intégrable,  et  la  valeur  de  11  que  l'on  en  déduira  sera  pré- 
cisément la  solution  complète  en  question. 

L'auteur  obtient  ensuite  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  (2),  (3),  en 
appliquant  à  ce  système  les  conditions  générales  d'intégrabilité  d'un  système  aux 
différentielles  totales,  traite  comme  exemple  un  système  d'équations  linéaires,  dis- 
cute les  opérations  à  effectuer  pour  opérer  l'intégration  du  système  (3),  montre 
finalement  comment  l'intégration  d'un  système  de  h  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue  de  171 -\-  n  variables,  ne  con- 
tenant pas  explicitement  cette  fonction  inconnue,  dépend  de  l'intégration  d'un  seul 
système  d'équations  canoniques  contenant  a /«  équations,  indique  quelques  simpli- 
fications obtenues  par  l'application  des  méthodes  de  Jacobi  et  de  Mayer  et  enfin 
traite  un  exemple  particulier. 

Halphen.  — Sur  certaines  propriétés  métriques  relatives  aux  poly- 
gones de  Poncelet.  (28J-292). 

Le  Mémoire  de  M.  Weill  (^Journal de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  2C5)  sur  les  poly- 
gones inscrits  à  un  cercle,  circonscrits  à  un  autre,  donne  à  M.  Halphen  l'occasion  de 
montrercomment  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  s'appliquer 
à  la  théorie  des  polygones  de  Poncelet,  qui,  ainsi  que  l'a  montré  Jacobi,  constituent 
une  représentation  de  la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  double- 
ment périodiques  à  deux  infinis. 

F(z)  étant  une  telle  fonction,  on  sait  qu'il  existe  une  équation  algébrique  symé- 
trique en  X,  x^  du  second  degré  par  rapport  à  ces  deux  variables  entre 

T=F(;),     .r,z=F(c-4-«); 

réciproquement  à  une  telle  équation  en  x,  3\  correspond  un  tel  mode  de  représen- 
tation des  deux  variables.  Soient  maintenant  deux  coniques  A,  B  et  soient  P,  P,  les 
points  de   rencontre    de  A  avec    une   tangente  ii  B;   en  supposant  les  points  de   la 

il  .  I  7  . 
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conique  A  représentés  uniformément  au  moyen  d'un  paramètre  variable,  on  voit 
que  le  mode  de  représentation  qui  vient  d'être  exposé  convient  aux  paramètres  des 
deux  points  P.  P,.  Si  donc  on  construit  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  A,  cir- 
conscrite à  B,  les  paramètres  successifs  des  sommets  P,  P,,...,  P,„_,    seront   F(z), 

F{z-ha).    ..,  F[z -+-(f«  —  i)rt]. 

Pour  que  la  ligne  polygonale  se  ferme  et  forme  un  polygone  de  m  côtés,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait 

F(=-t- w«)  =  F(z); 

cette  égalité  a  lieu  pour  2z  -4-  ma=  «-f-a',  k  et  a'  étant  les  infinis  de  F(z);cettc 

équation  détermine   quatre  points  particuliers  P,  Si  l'on  prend  l'un  d'eux  pour  le 

premier    sommet  de   la  ligne  polygonale,  cette  ligne  se  replie  sur  elle-même  et  se 

ferme   sans  constituer    un    polygone    véritable.    On    voit  aisément    quels   sont  ces 

m 
points  P.  Si  m  est  un  nombre  pair,  P  est  le  sommet  de  rang  —  -+-i  d'une  ligne  polygonale 

dont  le  premier  sommet  est  l'un  des  quatre  points  communs  à  A  et  à  B.  Si  m  est 
un  nombre  impair,  P  eslle  sommet  de  rang  — —  d'une  ligne  polygonale  dont  l'ex- 
trémité est  le  point  de  contact  de  A  avec  une  des  tangentes  communes. 
Soient  w,  &/  les  périodes  de  F(z).  Si  l'on  a  ma  ^poi-i- p'  o/.  l'équation 

a  lien  quel  que  soit  z  :  d'où  le  théorème  de  Poncclet  sur  les  polygones  inscrits  à  une 
conique,  circonscrits  h  une  autre. 

Cela  posé,  les  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques 
que  M.  Halphen  interprète  par  cette  méthode  sont  les  suivantes  : 

Soient  «  =  a  —  oc'  la  différence  des  deux  infinis  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique F(s);  la  somme 

ç;(c)=F(  =  )-+-F(E-h«)-f    ...   -HF[2-f-(m—  l)rt] 

n'a  que  deux  infinis  a  et  «'  —  (w  —  i)a. 

Si  le  produit  ma  est  la  somme  de  multiples  des  deux  périodes,  9(2)  est  une  con- 
stante. 

Soient  k  et  v.',  o>  et  u'  les  périodes  de  F(z);  soient  aussi  m.  11,  p,  p'  des  entiers 
tels  que  l'on  ait 

a  —  k'       po)  -+-  p'  m' 
—  '. ± — _  —  /?• 


la  somme  précédemment  désignée  par  f{z)  est  indépendante  de  a. 

Soient  a  l'un  des  infinis  et  /3  l'un  des  zéros  de  la  fonction  F(r);  si  l'on  a 

/3  —  a       po)-h  p'  (■>' 

■ =  ^ -i =  a, 

n  m 

le  produit 

é{z)  =  ?{z)V[z^  a)V{z  -^  "in)  .  .  .V[:.-i-{m  -  .)«] 

est  indépendant  de  z. 

Le*  premières  propositions  <i)M(liiiscnt  M.  Halphen  aux  théorèmes  fondamentaux 
de  M.  Weill  et  à  des  généralisations  de  ces  lliéorènies;  la  dernière  proposition  lui 
fournil  le  théorème  suivant  : 
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«  Soient  II,  £1'  deux  polygones,  le  premier  variable,  le  second  fixe,  inscrits  dans 
un  cercle  et  circonscrits  à  une  conique  :  le  produit  <les  distances  d'un  sommet  fixe 
de  il'  à  tous  les  sommets  de  H  est  au  produit  des  distances  d'un  autre  sommet  fixe 
de  il'  à  tous  les  sommets  de  il  dans  un  rapport  constant.  » 

Tfeic/iold  [G.). —  Solution  du  cas  irréductible,  c'est-à-dire  du 
problème  consistant  à  exprimer  les  racines  d'une  c'tjuation  com- 
plète du  troisième  degré  comme  fonctions  algébriques,  finies  et 
numériquement  calculables  sous  forme  finie,  des  coefficients  de 
cette  équation,  dans  le  cas  oîi  ces  racines  sont  toutes  à  la  fois 
réelles  et  au  moins  une  d'elles  cominensurable.  (ayS-SiB). 

Ce  titre  est  accompagné  de  la  Note  suivante  : 

«  De  cette  définition  du  problème  du  cas  irréductible  il  résulte  évidemment  : 

»  1°  Que  la  résolution  d'une  pareille  équation  au  moyen  des  fonctions  trijonomé- 
triques  n'est  nullement  une  solution  du  cas  irréductible,  pas  plus  que  la  division 
d'un  angle  en  trois  parties  égales  au  moyen  d'un  rapporteur  ne  serait  la  solution  du 
problème  de  la  trisection  d'un  angle,  puisque  cette  résolution  revient  en  dernier 
lieu  à  la  consultation  de  Tables  où  les  racines  de  toutes  les  équations  pai-ticulièrcs 
de  ce  genre  sont  calculées  d'avance  par  approximation  et  spécifiées  en  l'ace  de 
chaque  cas  particulier.  Les  racines  de  l'équation  proposée  ainsi,  exprimées  au  moyen 
des  fonctions  trigonométriques,  ne  sont  d'ailleurs  ni  l'oiictions  algébriques,  ni  fonc- 
tions finies  des  coefficients  de  cette  équation; 

»  2°  Que  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  toutes  incommen- 
surables il  la  fois  n'entre  pas  dans  le  problème  du  cas  irréductible,  puisqu'il  serait 
aussi  absurde  d'exiger  que  l'on  exprimât  ces  racines  numériquement  exactes  et  sous 
forme  finie  que  de  vouloir  exiger  que  l'on  extraie  une  racine  d'un  riombre  entier 
positif  qui  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  même  degré  d'un  autre  nombre  entier 
exactement  et  sous  forme  finie,  et  puisque  la  détermination  approximative  des  va- 
leurs de  ces  racines  incommensurables  peutètre  effectuée  par  la  formule  de  Cardan, 
en  développant  les  racines  cubiques  qu'elle  renferme  en  séries  convergentes.  » 

Resal.  —  Note  sur  les  conditions  de  résistance  d'un  tube  elliptique, 
dont  l'épaisseur  est  faible,  soumis  à  l'action  d'une  pression  uni- 
forme intérieure.  (319-328). 

noussinesq.  —  Complément  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie  de 
l'équilibre  etdu  mouvement  des  solides  élastiques  dont  certaines 
dimensions  sont  très-petites  par  rapport  à  d'autres.  (329-342). 

Suite  du  Mémoire  portant  le  même  titre.  Équation  d'équilibre  d'une  plaque. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  covariants  des  formes  binaires.  (343-378). 

Soient  «'/j  b,  c,..,  un  système  de  formes  binaires  en  nombre  quelconque,  dont 
les  ordres  respectifs  ne  surpassent  pas  N.  Tout  covariant  de  ce  système  sera  une 
fonction  linéaire  de  produits  RST  ainsi  définis  : 

Il  est  un  covariant  dont  l'ordre  O  et  le  degré  D  par  ra|q)ort  aux  coefficients  sonl 
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liinitos  par  les  iiiégaliles  siiivaiUcs  : 

0<2NS 

D<(9lN'  — 0)3^^', 

où  p  est  le  plus  grand  entier  satisfaisant  à  l'inégalité 

1       N 


logf 


S  est  un  produit  de  covarianis  dont  l'ordre  ne  dépasse  pas  aN  —  2  et  dont  le 
degré  ne  surpasse  pas  2.3^"""'. 

T  est  un  produit  d'invariants  dont  le  degré  est  inférieur  à  (yN  —  5)3?"*''. 

Telle  est  la  proposition  principale  à  la  démonstration  de  laquelle  est  consacré  le 
Mémoire  de  M.  Jordan;  toutefois  l'auteur  montre  qu'on  peut  encore  resserrer  les 
limites,  en  ne  s'astreignant  plus  à  leur  donner  une  forme  aussi  simple  que  précé- 
demment, et  établit  le  théorème  suivant  : 

Tout  covariant  d'un  système  de  formes  d'ordre  ^ IV  peut  s'exprimer  en  fonction 
entière  de  covariants  dont  l'ordre  O  ne  surpasse  pas  la  plus  grande  des  limites  sui- 
vantes : 

N,       2N—  2,      NJ—  2^(0-), 

5  étant  le  plus  grand  entier  qui  satisfasse  à  l'inéjjalité 

N 

/  et  çî  sont  des  fonctions  numériques  définies  par  les  égalités  suivantes  : 

/(O-O,      /(2)=,,      /(3)=2, 
/(  2 /-f-  3  )  =/(  2  .• -h  2  ) -+- 2  E  [-^±1)], 

/•(2t-t-2)^/(2/-H.)+2E[-^"^^'^'^'], 

p(i)  =  o,     53(2')  =  i,     Ç5(3)=3. 

?(0=  p('-')-^/('). 

qui  se  calculent  aisément  de  proche  en  proche. 
On  trouve  ainsi  pour 

N=:i,  2,  3,  /[,  5,  G,  7,  8,  1),   10 
les  limites 

I,    2,    /(,    G,   (J,     12,    l5,    iS,    22,    26. 

3Inthieu  [É.).  — Mémoire  sur   la  tliéorio   des  perturbalioiis  des 

mouveiucnts  des  planètes.  (379-404)- 

M.  Mathieu  s'est  proposé  de  trouver  des  séries  qui  expriment  les  coordonnées  de 
la  comète  dans  le  plan  de  son  orbite  et  le  temps  t  au  moyen  d'une  même  variable 
et  qui,  lorsque  l'excentricité  est  très-voisine  de  l'unité,  soient  très-convergentes  dan» 
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loiitc  retendue  de  l'orbite.  De  plus,  de  inùme  que  les  lorniiilcs  connues  |  oui-  les 
développements  de  r  et  4>,  dans  la  théorie  des  planètes,  sont  très-coniniodes  pour 
étudier  le  mouvement  trouble  dans  des  orbites  presque  circulaires,  il  a  cherché  à 
approprier  les  formules  nouvelles  au  calcul  des  perturbations  d'un  corps  (|ui  se 
meut  dans  une  orbite  extrêmement  allongée. 

Pépin.  —  Sur  l'cquatioii 

(  4^5-424  )• 

La  résolution  en   nombres  entiers  des  équations  comprises  dans  la  lormule 

ax''  -i-  bj*  =z  cz^ 

est  le  plus  souvent  impossible;  mais,  lorsqu'une  équation  de  cette  sorte  admet  une 
solution,  elle  en  admet  une  infinité  qu'on  déduit  successivement  l'une  de  l'auti-e 
au  moyen  de  diverses  formules;  toutefois,  il  n'est  pas  toujours  possible  d'aftirnier 
que,  en  opérant  ainsi,  on  ne  laisse  échapper  aucune  solution  :  pour  l'exemple  jnir- 
ticulier  qu'il  traite,  le  P.  Pépin  donne  diverses  méthodes  permettant  d'obtenir  avec 
certitude  toutes  les  solutions  exprimées  par  des  nombres  inférieurs  à  une  limite 
donnée. 

J.  T. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous  LES  AUSPtCES  DU  MINISTRE  DE  l'IxSTIIUCTIOX  PUBLIQUE,  PAR  UN  CoMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE  ('). 

Tome  VII;   1878.  2"  série. 

Get'nez   [D.).  —  Reclierclies  sur  la   cristallisation  des  solutions 
sursaturées.  ( 9-^72). 

Gourier.  —  Sur  l'équation  de  Kepler.  (73-76). 

L'auteur  a  rédigé,  d'après  les  indications  de  M.  Herniite,  la  démonstiation  dune 
propriété  importante  des  racines  de  l'équation  de  Kepler. 

L'équation 

::  —  a  —  E  sin  ;  =:  o, 

où  «  représente  un  angle  donné  compris  entre  o  et  71  et  E  une  constante  positive 
inférieure  à  l'unité,  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  tt  et  une  infinité  de 
racines  imaginaires;  en  divisant  le  plan  sur  lequel  on  figure  les  valeurs  de  z  par 
des  bandes  parallèles  à  l'axe  des  y,  et  distantes  de  tt,  chaque  bande  de  rang  impair 
du  côté  des  x  positives  comprend  deux  racines  conjuguées,  et  de  même  chaque 
bande  de  rang  pair  du  côté  des  x  négatives. 


(')  Voir  liiiUctin,  11,,  l'if). 


I 
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Si  l'on  considère  la  baiule  de  rang  2A  +  1  du  ct'itc  des  x  positives,  et  si  l'on  re- 
présente par  xdzji  les  deux  racines  comprises  dans  cette  bande,  la  valeur  de  x, 

ponr  les  [;randes  valeurs  do  />,  est  à  peu  près  égale  à  9./i7z-i-  —■>  et  colle  de   r  à 


log--t-log 


(^A^r-f-^) 


Leinonnicr[n.).  —  jMcnioi i^c sur  rcliniiiialioii(l"' Partie).  (  77-96). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  présenté  à  l'yVcadémic  des  Sciences  le 
26  juillet  187'),  l'auteur  met  en  évidence  l'intime  liaison  qui  unit  les  méthodes 
d'élimination  d'Eulor,  de  Cayley,  de  Bézout,  do  Cauchy;  il  en  déduit  l'expression 
et  la  formation,  par  des  déterminants,  des  conditions  suKisantcs  et  nécessaires  pour 
que  deux  équations  entières  en  x  aient  p  racines  communes,  ainsi  que  de  l'équation 
propre  à  donner  ces  p  racines. 

Darhoux  [G.).  —  Mémoire  sur  la  lliéoric  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux  (!"'  Partie).  (97-150). 

Le  Mémoire  précédent  constitue  la  première  Partie  d'un  travail  étendu,  qui  a 
paru  eu  entier  dans  le  Recueil.  Il  contient  le  développement  méthodique  des  re- 
cherches laites  depuis  assez  longtemps  par  l'auteur  et  dont  les  principaux  résultats 
ont  été  donnés  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  LXXVl,  LXXXlll  et  LXXXIV.  Voici  les  titres  des  différents  articles  avec  l'indi- 
cation do  leur  contenu  : 

§  1.  Définition  d'une  opération  différentielle  et  formules  qui  s'y  rapportent, 
L'opéralion  dont  il  est  question  ici  est  définie  par  l'équation 

du     à  an     ()  (hi      0 

t?,,  = h h  •  •  •  H ; —  • 

^  ^.  Application  à  la  formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
satisfait  le  paramètre  d'une  i'amillc  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système  ortho- 
gonal. Cette  équation  est  donnée  sous  une  forme  simple  et  vérifiée  parcomparaison 
avec  des  résultats  donnés  précédemment  i>ar  MM.  Bouquet  et  Puiseux.  L'auteur 
retrouve  aussi  la  forme  irrationnelle  très-élégante  due  à  M.  Caylcy. 

§  3.  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont 
toutes  les  solutions  donnent  une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système 
orthogonal.  Cetfe  équation  est  la  suivante: 

=  f(u){x'--i-  y-^  z-)-i-  2xf^{n)^h  2rf,{u)-^  2zf,{u)^  <^{u). 

L'auteur  montre  qu'on  peut  en  trouver  une  solution  complète  en  considérant  une 
famille  de  sphères.  Cette  solution  complète  une  fois  obtenue,  on  pourra  en  déduire 
la  solution  générale. 

§  4.  lleniarques  nouvelles  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre. 

Cetailiclc  se  r,q)porte  à  di  flore  nies  transformations  de  l'équation  aux  jlérivées 
partielles  du  problème.  Lnlre  autres  apiilieations,  nous  citerons   la    formation  de 
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l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  caractérise  toute  surface  qui,  par  son  déplace- 
ment, peut  engendrer  une  des  trois  familles  de  surfaces  l'aisant  partie  d'un  système 
triple  orthogonal. 

§  5.  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  quand  u  est  une  fonction 
implicite  de  x,j,  z.  Comme  vérification  de  l'équation,  l'auteur  retrouve  la  condi- 
tion obtenue  par  M.  Maurice  Levy  pour  qu'une  des  familles  du  système  triple  ortho- 
gonal soit  composée  de  surfaces  du  second  degré  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie, 
Il  démontre  d'une  manière  générale  que,  si  une  famille  de  surfaces  faisant  partie 
d'un  système  triple  est  composée  de  surfaces  ayant  chacune  un  plan  de  symétrie, 
les  plans  de  symétrie  de  toutes  ces  surfaces  doivent  coïncider,  excepté  dans  certains 
cas  particuliers  qui  sont  nettement  définis  par  la  démonstration  elle-même, 

§  G.  Notions  sur  les  coordonnées  pentasphériques. 

Cet  article  contient  un  résumé,  nécessaire  pour  les  applications  qui  vont  suivre, 
des  principales  propositions  relatives  à  ce  système  de  coordonnées  dans  lequel  un 
point  est  défini  par  ses  puissances  par  rapport  à  cinq  sphères,  deux  à  deux  ortho- 
gonales. 

§  7.  Des  systèmes  orthogonaux  foriués  d'une  famille  de  cyclides. 

§  8.  Extension  de  la  méthode  de  formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre  à  l'étude  de  problèmes  différents. 

L'auteur  montre  que  les  méthodes  qu'il  a  précédemment  fait  connaître  peuvent 
s'appliquer  dans  d'autres  cas.  11  résout  en  particulier  la  question  suivante.  On 
sait  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  doubles  orthogonaux  définis  de  la  façon 
suivante:  la  première  famille  (S)  est  formée  de  surfaces  lieux  des  points  dont  la 
somme  des  distances  à  deux  surfaces  fixes  (A)  et  (B)  est  constante  ;  la  deuxième 
(2')  est  formée  des  surfaces  lieux  des  points  pour  lesquels  la  difierence  des  dis- 
tances aux  mêmes  surfaces  est  constante.  On  demande  si  l'on  peut  adjoindre  à  ces 
deux  familles  de  surfaces  une  troisième  formée  de  surfaces  les  coupant  à  angle 
droit. 

Leviowiier  i^H.).  — Ménioire  sur  l'élimination  (IF  Partie).  (iDi- 

2l4). 

GeoJJroj-  {L.).  —  Mémoire  sur  la  résistance  qu'éprouve  une  sur- 
face mobile  de  la  part    d'un  milieu  dans  lequel  elle  se   meut. 

(215-226). 

L'auteur  commence  par  considérer  la  résistance  normale  sur  l'élément  superficiel, 
et  il  prend  pour  base  la  loi  de  Newton,  d"après  laquelle  cette  résistance  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  V  de  l'élément  et  au  carré  du  cosinus  de  l'angle  5s 
(|ue  fait  la  normale  à  l'élément  superficiel  avec  la  direction  de  la  vitesse  V.  Il  étudie 
d'abord  les  surfaces  de  résistance  nidle  et  établit  que  ce  sont  des  surfaces  hélicoïdes  ; 
puis  il  recherche  les  lignes  de  résistance  nulle  sur  une  surface  mobile  quelconque, 
le  lieu  des  points  d'une  surface  mobile  où  la  résistance  est  la  même  par  unité  de 
surface  et  enfin  le  point  de  la  surface  où  la  résistance  est  maximum. 

Il  traite  ensuite  du  frottement  du  milieu  sur  la  surface  mobile  et  il  admet  que  ce 
frottement  est  proportionnel  en  chaque  point  au  carré  de  la  vitesse  projetée  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface.  Le  travail  se  termine  par  l'étude  spéciale  de  l'hélice  mo- 
trice des  navires.  L'auteur  retrouve  la  forniul<>  déjà  établie  par  MM.  Guède  et  Jay 
dans  leur  étude  sur  cette  question  d'application. 
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t)nrhoux[G.).  —  Mémoires  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux.  Il"  Partie.  [i'i'j-i6o). 

L'auteur  se  propose  d'étendre  les  résultats  établis  dans  la  première  Partie  de  soti 
travail  aux  systèmes  orthogonaux  à  «  variables.  Four  cela,  il  considère  n  lonctions 
a,,  ....  a„  satisfaisant  aux  relations  d'oithogoualité,  et  il  démontre  d'abord  que 
chacune  de  ces  fonctions  devra  satisfaire  à  deux  groupes  distincts  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Les  équations  du  premier  groupe,  au  nombre 

de  - — '- "—  1  sont  tout  à  fait  analogues  à  celle  que  l'on  connaît  pour  le  cas  de 

trois  variables;  mais  les équations    du  second  groupe   sont 

nouvelles.  M.  Darbonx  démontre  que  ces  équations  sont  suftisantes  et  que,  toutes 
les  fois  (ju'unc  fonction  u  satisfera  à  chacune  d'elles,  on  pourra  lui  adjoindre 
Il —  I   fonctions  formant  avec  elle  un  système  ortliogonal. 

Coinnie  a|)plicalioii,  l'auteur  clierclie  les  systèmes  orthogonaux  pour  lesquels  on 
aura 

^^=X,^-...-+-X,„ 

X,-  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x^,  et  il  montre  que  les  fonctions  X, 
doivent  satisfaire  à  l'équation  du  troisième  ordre 

X';  X/    2  X  /'  =    rt  X  /  +    6, 

identique  à  celle  qui  a  été  obtenue  par  M.  Serret  dans  l'étude  de  la  même  question 
pour  le  cas  de  trois  variables.  Parmi  les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  nous  citerons 
les  suivants  : 
La  famille 

forme  un  système  orthogonal  avec  les  n  —  i  familles  obtenues  par  l'élimination 
de  /  entre  l'équation 


H'-^JH'-f)"" 


et  sa  dérivée  par  rapport  à  ).. 
La  famille 


H  =r  xjrz 


forme  un   système  orthogonal  avec  les  deux  familles  de  surfaces   représentées  par 
les  équations 

yÇ  ;=:  y'a;'  -i-  o}j^  -h  u-z^àz  y/a;"  -+-  oi-j^  -r-  w  s*, 

résultat  déjà  donné  sans  démonstration  ]>ar  M,  Cayley  (w  désigne  une  racine  cu- 
bique de  l'unité). 
Les  surfaces  algébriques  représentées  par  les  équations 


2(a:'-r-jr'-f-«'— R') 


xM-r'-H  =*-i-R- 

fnrmcnt  un  système  triple  orthogonal. 


-  const. 
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Les  enveloppes  des  surfaces  représentées  i<ar  l'éqiiati(3ii 


"K-sr(-^y'(--ir- 


où  l'on  fait  varier  i,  forment  un  système  ortliogonal  triple  et  un. 

Dans  le  §  XI  bis,  M.  Darboux  généralise  les  résultats  précédents,  et  il  détermine 
les  lignes  de  courbure  d'une  classe  étendue  de  surfaces.  Voici,  en  se  bornant  au  cas 
de  deux  vai-iables,  les  deux  théorèmes  principaux  obtenus  par  l'auteur  : 

Soient  X,  Y,  Z  trois  fonctions  satisfaisant  aux  équations  différentielles 

X'X"'=2(X"-«)(X"-/^), 
Y'  \'"  =  2{\"  —  a){\"  —  b), 
Z'Z"'=  i{r  ~  a){Z"  —  h). 

Si  l'on  détermine  trois  valeurs  de  1  par  l'équation 

X'-  Y'-  Z" 

^^nî?"^;  — Y""^;  — Z" 

où  A  désiffne  une  constante,  les  trois  fonctions 


-hA 


"k 


où  1^  est  une  des  trois  racines  de  l'équation  en  1  et  où  a.  désigne  celui  des  deux 
nombres  a  et  b  pour  lesquels  l'exposant  àa  1  —  «  est  plus  grand  que  — 1,  ces  trois 
fonctions  forment  un  système  orthogonal.  Dans  le  cas  où  A  est  nul,  on  retrouve  les 
systèmes  de  M.  Serret. 

Le  second  théorème  se  rapporte  aux  lignes  de  courbure  et  peut  s'énoncer  ainsi  ; 

Les  lignes  de  courbure  de  la  surface 

X  -i-  Y  -H  Z  =  C, 

où  les  trois  Jonctions  X,  Y,  Z  satisfont  aux  équations 

X'X"'=2R(X"-a)(X"-6), 
Y'Y"'=2K(Y"— a)(Y"— è), 
Z' Z'"  ^  2K{7J' —  a){Z"  —  b), 

sont  à  l'intersection  de  la  surface  et  des  enveloppes  des  surfaces 

C^  /     X"  Y'=  Z'=     \ 

oh  ct(A)  est  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation 

/.■w'(A)(;  — «)(;.  — è)  =  — Act(a) 


228  SECONDE   PARTIE. 

et  ou  v.  est  im  des  trois  nombres  a,  b,  x  déj'iin  par  lu  coinhtivn 

■-  =  o, 

nu  il  est  toujours  possible  de  vérifier. 

Les  applications  de  cette  proposition  sont   nombreuses.  Elle  donne  les  li^jnes  de 
courbnre  des  surfaces  de  Lamé 


(^r*(ir-(iy 


et  di!  plusieurs  surfaces  assez  générales  du   troisième  et  du  <|ualrième  oi'(li<;,    |>ar 
exemple  les  suivantes  : 

a  x"-  -+-  bj'"  -^  c  z'"  -+-  K  (  x'  -I-  r  '  -f-  s°-  )  =  ^> 
cï.r"  -t-  by"  -+-  cz^  -h  v.(x'  -t-j"  -t-  s')  =  C. 

11  y  a  aussi  des  surfaces  transcendantes;  voici  l'une  des  plus  simples 

cctsmx       coswr       C0S/J3 
m'-  tr  p- 

Tisserand  {F.).  —  Sur  un  point  important  de  la  théorie  des  per- 
turbations planétaires.  ( 36*1-274 )• 

«  On  sait  que  les  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  soumis  à  deux  genres 
d'inégalités,  les  inégalités  périodiques  et  les  inégalités  séculaires  :  ces  dernières  sont 
d'une  grande  importance,  surtout  dans  la  question  de  la  stabilité  du  système  pla- 
nétaire. Laplace  a  montré  le  premier,  en  i'j'j3,que,  dans  la  première  appioximation. 
les  grands  axes  des  orbites,  seuls  parmi  tous  les  éléments  ellip1i(]urs,  ne  contiennent 
pas  de  terme  séculaires;  mais  il  n'avait  obtenu  cet  important  résultat  qu'eu  tenant 
compte  des  premières  et  des  secondes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons supposées  très-petites.  En  1776,  Lagrange  établit,  d'un  trait  de  plume,  pour 
employer  nue  expression  de  Jacobi,  que  le  théorème  a  lieu  quelque  loin  qu'on 
pousse  l'approximation  par  rapport  au.x  excentricités  et  aux  inclinaisons,  mais  en 
s'arrètant  à  la  première  approximation  relative  aux  termes  i)roportionnels  aux 
masses  des  planètes. 

»  Dans  un  Mémoire  publié  en  1808,  Poisson  fit  faire  un  pas  de  plus  à  la  question  ; 
il  arriva  à  démontrer  l'invariabilité  dos  grands  axes,  même  en  tenant  com|>le  des 
termes  affectés  des  carrés  et  des  produits  des  masses,  termes  qui  sont  introduits 
par  la  seconde  approximation  ;  il  réussit  à  montrer  que  cette  approximation  no 
peut  amener,  dans  les  expressions  des  grands  axes,  aucun  terme  proportionnel  au 
temps.  La  démonstration  de  Poisson  comprend  deux  parties;  la  première  est  très- 
simple  :  c'est  celle  dans  laquelle  on  examine  l'oirot  des  variations  des  éléments  de 
la  planète  troublée;  la  seconde  partie,  où  l'on  tient  compte  des  variations  ilos  élé- 
ments de  la  planète  troublante,  est  très-comidiquce;  cela  tient  à  ce  que  les  fonctions 
perturbatrices  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  cas;  elles  diffèrent,  comme  on 

xx' -^  rr' -^-  --■'       a-x'-t-  rr'-t- :=' 

le  sait,  par  les  termes  en et 7- •  ai   les  lonctions   pcr- 

,.»  ,.'» 

tiirbalriccs  avaient  été  les  mêmes,  ou  bien  avaient  clé  dans  un  rajiport  constant,  la 
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seconde  partit"  de  la  démonstration  de  Poisson  aurait  été  identique  à  la  première, 
et  le  théorème  se  serait  ainsi  trouve  établi  d'une  façon  très-simple. 

»  Le  Mémoire  de  Poisson  rappela  l'attention  de  Lagrange  sur  ce  sujet,  et,  quelques 
mois  après,  il  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  un  travail  dont  nous  voulons 
donner  une  idée. 

»  Il  rapporte  les  planètes,  non  plus  au  centre  du  Soleil,  mais  au  centre  de  gravité 
du  Soleil  et  des  planètes;  il  obtient  alors  des  équations  symétriques,  dans  lesquelles 
la  fonction  perturbatrice  est  la  même  pour  toutes  les  planètes  ;  il  peut  donc  appli- 
quer la  première  partie  de  la  démonstration  de  Poisson  et  prouver,  d'une  façon 
simple,  l'invariabilité  des  grands  axes,  en  ayant  égard  aux  termes  de  l'ordre  du  carré 
des  forces  perturbatrices;  mais  il  s'agit  des  grands  axes  des  orbites  elliptiques  varia- 
bles, décrites  par  les  planètes  autour  du  centre  de  gravité  considéré  plus  haut.  Il 
fallait  passer  de  là  à  l'invariabilité  des  grands  axes  des  orbites  décrites  autour  du 
centre  du  Soleil  ;  soient  2  «  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  dans  le  premier 
cas,  2a  dans  le  second.  Lagrange  arrive  à  trouver  la  relation 

I  T  (hj , 

2  rt         IV.  dt  ' 

p,  étant  une  fonction  des  coordonnées  des  deux  planètes,  comme  çj^;  mais  jj,  est 
nue  fonction  du  premier  ordre  relativement  aux  masses,  tandis  que  y,  est  du  second 
ordre.  Si  donc  on  néglige  le  troisième  ordre,  il  suffira  de  substituer  dans  pj  les 
valeurs  x,  y,  z,  x',  y' ,  z'  exprimées  avec  le  temps  et  les  éléments  elliptiques  con- 
stants; on  n'obtiendra  ainsi  aucun  terme  proportionnel  au  temjis;  dans  55,,  il  faut 
remplacer  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  exprimées  au  moyen  du  temps  et  des 
éléments  elliptiques  variables  fournis  par  la  première  approximation.  Cette  substi- 
tution pourra  introduire  dans  9,  un  terme  proportionnel  au  temps;  mais  ce  terme 

disparaîtra  quand   on   formera—--^'    Telle   est   la    méthode   suivie   par   Lagrange; 

malheureusement  l'expression  à  laquelle  il    est   arrivé  pour  exprimer  la  différence 

entre  —  et  — >  au  moyen  de  la  somme  —[--)-?■,>    est  inexacte,  par  suite  de  plu- 
2  a        2  K  dt        ^^  ^  ^ 

sieurs  fautes  de  calcul,  comme  l'a  démontré  M.  J.-A.  Serret  dans  sa  nouvelle  édition 

des  OEuvres  de  Lagrange,  et  la  démonstration  se  trouve  ainsi  réduite  à  néant. 

»  .J'ai  remarqué  qu'il  suffisait  de  rapprocher  le  commencement  du  Mémoire  de 
Lagrange  de  certains  passages  du  célèbre  Mémoire  de  Jacobi  Sur  l'élimination  des 
nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps,  pour  donner  une  démonstration  très-simple 
et  très-satisfaisante  du  théorème  de  Poisson. 

»  Les  passantes  du  îMémoire  de  Jacobi  auxquels  je  viens  de  faire  allusion  ont  été 
repris  et  développés  par  M.  Radau  {^Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure, t.  V).  Il  ^  montré  dans  ce  travail  (|ue,  si  l'on  rapporte  le  mouvement  de  la 
première  planète  au  Soleil,  celui  de  la  deuxième  au  centre  de  ^gravité  de  la  première 
planète  et  du  Soleil,  celui  de  la  troisième  au  centre  de  gravité  des  deux  premières 
planètes  et  du  Soleil,  et  ainsi  de  suite,  les  coordonnées  relatives  dépendent 
d'équations  différentielles  symétriques,  dans  lesquelles  la  fonction  perturbatrice 
est  la  même.  En  partant  de  là,  j'ai  donc  vu  que  la  première  partie  de  la  démons- 
tration de  Poisson  s'appliquait  comme  dans  le  cas  considéré  par  Lagrange,  où  l'on 
rapporte  tous  les  mouvements  des  planètes  au  centre  de  gravité  du  Soleil  et  de  ces 
planètes  ;  donc  tous  les  grands  axes  des  orbites  elliptiques  variables  ne  contiennent 
aucun  terme  proportionnel  au  temps,  en  ayant  égard  aux  carrés  et  au  produit  des 
masses  ;    mais  le  mouvement  de    la  première  planète  se  trouve  tout  rapporté  au 
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Soleil  ;   dimo,  au  Ho»  d'avdir,  comme  Lagraiif^o, 

I    _    I  r/p, 

ia        2a  .  (le         '■' 
on  a  simplement 

I  1 

la  2  a 

et  le  théorème  est  ainsi  démontré  pour  la  première  planète.  Il  est  bien  vrai  que  la 
démonstration  n'est  pas  faite  pour  les  autres  planètes  ;  mais  lien  ne  s'oppose  à  ce 
qu'on  lasse  jouer  à  la  seconde  planète  le  rôle  assigné  ii  la  première,  et  l'on  voit 
ainsi  que  le  théorème  a  lieu  pour  toutes  les  planètes  ». 

Darhoux  [G.].  —  Mémoii^e  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux.  IIP  Partie.  (275-349). 

Dans  cette  troisième  et  dernière  Partie  de  son  long  travail,  l'auteur  s'est  proposé 
de  donner  la  solution  complète  d'une  question  importante  et  difficile  dont  il  avait 
déjà  esquissé  l'étude  dans  sa  Thèse  insérée  au  Tome  111  du  même  Recueil. 

Dans  cette  Thèse  M.  Darboux  avait  étudié  la  méthode  que  Lamé  a  fait  connaître 
dans  les  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  pour  la  recherche  et  l'étude  des 
svstèmes  orthogonaux.  Cette  étude  l'avait  conduit  à  des  résultats  nouveaux,  con- 
signés soit  dans  son  travail  primitif,  soit  dans  des  INotes  insérées  aux  Tomes  LXVII, 
LXVllI  et  LXIX.  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences.  L'auteur 
reprend  d'abord  cette  recherche  en  l'étendant  au  cas  de  n  variables  et  en  étudiant 
d'une  manière  plus  complète  les  propriétés  de  chaque  groupe  d'équations. 

Considérant  l'équation 

dx]  -H  . .  .  -t-  dxl  =  H;  ^/p  ;  H-  ...  H- 11,^  dpi , 

il  étudie  les  relations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  doivent  satisfaire  les  quan- 
tités H,,  cl  il  montre  qu'elles  se  rajnènent  à  deux  types  différents.  Si  l'on  pose 

/3/./,'=  — — — ,      ^kk^Oy 
Ha  <~>Pk 

on  aura  les  deux  systèmes 


f   \  ^^'^'■''''  —  î  0  (  k>  k'>  k"\ 

et 

(.,)  ^  +  ^^-  +  ^2,/.;9,/,,-^...  +  ;3„/.;3„/,,=  o,     (y?>A'). 

i>Pk     .    àpki  ^     ^     ' 

Une  première  remarque,  déjà  faite  pour  le  casde«=:3  par  !\I.  Combescure,  est 
la  suivante  :  à  un  même  s)^slème  de  valeurs  des  /3  satisfaisant  aux  équations  précé- 
dentes correspondent  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux.  Comme  application 
\\.  Darboux  considère  le  système  orthogonal  à  n  variables,  fondé  sur  les  formules 
généralisées  do  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  il  en  déiluit  un 
système  orthogonal  contenant  //  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

On  vient  de  voir  (|ue  les  (juantités  II  doivent  satisfaire  aux  doux  systèmos(i)et  (2); 
mais  on  ]>cul  se  demander  ce  qui  arrive  si  elles  satisfont  seulement  au  premier  de 
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ces  systèmes.  L'auteur  établit  alors  que  l'on  est  conduit  à  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  jouissant  seulement  d'une  partie  des  propriétés  des  systèmes  ortho- 
gonaux. Par  exemple,  dans  le  cas  de  n  =  3,  il  est  formé  de  surfaces  se  coupant 
suivant  des  lignes  conjuguées.  Cette  recherche  conduit  en  particulier  au  théorème 
suivant  : 

Pour  que  deux  sjscèines  de  coordonnées  curvilignes  puissent  se  correspondre  de  telle 
manière  qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  aient  la 
mente  direction  dans  les  deux  systèmes,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  surfaces 
de  chaque  système  se  coupent  mutuellement  suivant  des  sjstèmes  de  lignes  conjuguées 
sur  chacune  de  ces  surfaces. 

L'emploi  des  systèmes  orthogonaux  est  soumis  à  dételles  restrictions,  ces  systèmes 
sont  si  peu  nombreux  que  l'on  sera  nécessairement  conduit,  en  Physique  mathématique, 
à  adopter  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  obliques.  Le  groupe  particulier 
formé  de  surfaces  se  coupant  suivant  des  lignes  conjuguées  pourra  alors  être  employé 
avec  avantage.  M.  Darboux,  au  §  XV  de  son  travail,  fait  connaître  plusieurs  systèmes 
jouissant  de  cette  propriété. 

Le  §  XVI  contient  la  démonstration  d'une  proposition  déjà  donnée  par  l'auteur 
au  Tome  LXIX  des  Comptes  rendus.  !M.  Darboux  avait  montré  comment  de  la  con- 
naissance d'un  système  orthogonal  à  n  variables  on  peut  déduire  des  systèmes  ortho- 
gonaux An  —  I,  puis  n  — -i,  . . .  variables.  Depuis  ces  premières  études  de  Pauteur, 
M.  Lie  a  établi,  dans  les  Nachrichten  de  Gœttingue,  des  résultats  du  même  genre. 
L'article  XVI  contient  le  développement  des  recherches  antérieures  de  l'auteur,  en 
même  temps  que  des  résultats  nouveaux  et  différents  de  ceux  de  M.  Lie. 

Après  ces  études  générales,  se  trouve  abordée  la  solution  générale  d'un  pro- 
blème étendu  qui  a  son  origine  dans  un  beau  théorème  de  M.  Bertrand.  Dans  son 
Mémoire  sur  les  systèmes  orthogonaux  isothermes  {Journal  de  Liouville,i.  IX,  p.  817  ) 
[\1.  Bertrand  a  démontré  que  c'iacune  des  surfaces  qui  composent  un  système  ortho- 
gonal peut  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes  de  courbure.  Mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  l'on  connaît  au  moins  un  système,  celui  des  cyclides 
homofocales,  qui,  sans  être  isotherme,  jouit  de  la  même  propriété.  On  peut  donc  se 
proposer  de  chercher  tous  les  systèmes  orthogonaux  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  toute  surface  de  l'une  quelconque  des  familles  soit  divisible  en  carrés  infiniment 
petits  par  ses  lignes  de  courbure,  et  l'on  sera  conduit  à  des  systèmes  entre  les- 
quels il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  les  systèmes  isothermes.  Déjà,  dans  son  travail 
de  1866,  M.  Darboux  avait  réuni  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  de 
ce  problème,  beaucoup  plus  difficile  que  la  recherche  des  systèmes  à  la  fois  ortho- 
gonaux et  isothermes.  D'ailleurs,  des  travaux  récents  de  M.  Wangerin  ont  montré 
l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  le  résoudre  complètement  et  d'une  manière  détaillée. 
L'auteur  reprend  donc  et  développe  sa  première  méthode,  et  il  obtient  les  systèmes 
suivants  : 

1°  Ceux  qui  sont  formés  d'une  famille  de  plans  parallèles,  de  deux  familles  de 
cylindres  isothermes,  et  les  transformes  de  ces  systèmes  par  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  ou  inversion  ; 

2°  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  de  deux 
familles  de  surfaces  de  révolution  ayant  cette  droite  pour  axe  et  dont  les  méridiens 
forment  un  système  orthogonal  isotherme,  ainsi  que  leurs  transformés  par 
inversion; 

3°  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  sphères  concentriques,  de  deux  familles 
de  cônes  isothermes  orthogonaux  et  leurs  transformés  par  inversion. 
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4°  Un  système  pour  lequel  on  a 


îs-  L         «  «I  «i        J 

où  (7,  a,,  a.,  sont  trois  polynômes  du  second  degré  respectivement  en  p,  p,,  p.; 
5°  Un  système  pour  lequel  on  a 

"^'''^^^Ij/P'  —  p'-^'  "^p'-^^^ip^  —  py  ^p'  -^-^(p  — r>i)''^/'lj 

a,  rt,,  a,  étant  des  constantes  dont  la  somme  est  nulle: 
6°  Le  système  des  cyclides  homofocalos  ; 
y°  Enfin  un  dernier  système  pour  lequel  on  a 


M'  L  " 


ip'.—p)^p',  ,  ip  —  p,)^pï 


où  a,   fl,,   fl,   désignent   des  polynômes  du  troisième   degré   en  p,  p^,   p,  respecti- 
vement. 

Ces  systèmes  en  comprennent  beaucoup  d'autres  comme  cas  particuliers.  Ainsi  le 
système  des  cyclides  homofocales  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  qui  est 
formé  des  surfaces  homofocales  du  second  degré.  Pour  ces  différents  systèmes,  l'auteur 
donne  les  expressions  de  x,  r,  z  en  fonction  de  p,  p,,  p^;  il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  dernier,  qui  ne  paraît  pas  formé  de  surfaces  algébriques. 

Terquem  (-^•)-  —  Sur  les  courbes  dues  à  la  coexistence  de  deux 
mouvements  vibratoires  perpendiculaires.  (349-374)- 

André  (D-)-  —  Terme  général  d'une  série  quelconque,  déterminée 
à  la  façon  des  séries  récurrentes.  (370-408). 

Combescure  {E.).  —  Sur  les  paramètres  différentiels  des  fonctions 
et  sur  les  lignes  isothermes  permanentes.  (409-434  )• 


Supplément  au  T.  VII. 

Chamberland  [Ch.).  —  Recherches  sur  l'origine  et  le  développe- 
ment des  organismes  microscopiques.  (3-94)- 
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ZEITSCIIRIFT  FUR  mathematisciien  und  naturwissensciiafti.icuen   Umteu- 

RICIIT   ('). 

Tome  IX;  1878. 

Schlômilch  (O.).  —  Trois    problèmes  de  Géométrie   analytique. 

(21-22). 

Schâwen  [^K) .  —  Les  équations  dioplian tiques  du  premier  degré. 

(io5-ii8). 

L'auteur,  en  s'aiilant  des  propriétés  des  déterminants,  ramène  la  résolution  de 
n  équations  à  ti  -i- p  inconnues  à  celle  d'une  équation  à  p -H  i  inconnues. 

Prandtl.  —  Diverses  manières  de  compter  l'intérêt  (  "  ).  (i  1 9-1 22), 

Il  s'agit  des  divers  produits  du  capital  par  les  fractions 

P  V  P        , 

100  H- />       100        100 — p 

LûhmanTi  [F.  v.)  et  Schloviilch  (O.).  —  Problèmes  résolus.  (i23- 

127). 

Heilermcuin.  — Remarques  sur  l'enseignement  de  l'Algèbre.  (i85- 
186). 

Heilennami.  —  Les  cinq  angles  polyèdres  réguliers  dont  les  faces 
sont  des  angles  de  polygones  réguliers.  (  186-188). 

Mattliiessen  (L.).  —  Les  équations  diopliantiques  du  premier  de- 
gré. (194-197). 

Critique  de  l'article  précédent  de  M.  v.  Schàiveii . 

Schlômilch  (O.).  —  Remarques  sur  les  valeurs-limites.  (197-200). 

L'auteur  fait  voir  sur  des  exemples  que  l'on  ne  peut  pas  poser  a  priori,  dans  une 
série  d'une  infinité  de  termes,  dans  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs,  etc.,  les 
égalités 

lim  S  «  =  S  lim  u,     lim  Uu  =  U  lim  i/,      .... 


(')  Bullecin,  n^,  36. 

(■)  Procentc  «h/J  in  und  vo/i  100. 

/?«//,  des  Sciences  inatliém.  2''  Série,  t.  III.  (Décembre   iS7().)         R  .  18 
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Janghans  [F.).  — Notice  sur  lier  via  nn  Giass})iaiin.  (aSo-aSS). 

Erler.  —  Sur  les  inégalités.  (261-266,  34i-346). 

Cet  article  fait  ressortir  les  analogies  et  les  différences  entre  le  calcul  des  inéga- 
lités et  celui  des  égalités  et  comble  une  lacune  qui  se  fait  souvent  sentir  dans  l'en- 
seignement élémentaire. 

Reidt  {Fi\).  —  Problèmes  sur  le  triangle.  (267-274)- 

Hoffmann  [J.-C.-V.].  —  Sur  la  didactique.  (270-278). 

Biedermann  [G.  v.).  —  Sur  le  proLlcine  de  Délos,   (279-280). 

Schuster.  —  Remarques  sur  les  articles  p.   i32-i35  et  p.  ^c^'j-^oo 
du  Tome  VIII.  (283-284). 

Voir  Bulletin.  Il,,  ^o.  Quoi  qu'en  dise  l'auteur  des  remarques,  l'équation  z"  =  i 
n'est  ni  vraie  ni  fausse;  elle  n'a  absolument  aucun  sens. 

Diehniann   («/•). — Sur  l'emploi  des   invariants  dans   l'enseigne- 
ment. (347-355,  4'7-425). 

SchlômilcJi  (O.).  —  Sur  les  valeurs-limites  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  (356-359). 

Bolze.  —  Projet  d'une  nouvelle  application  du  stéréoscope  à  l'As- 
tronomie. (359-360). 

Schlotke  [J .) .  —  lleraarqucs  sur  l'article  précédent.  (36i). 

Schâwen  {v.)  et  Mattliiessen  [L.].  —   Suite  de  la  discussion  sur 
les  équations  diophantiques  du  premier  degré.  (367-369). 

Pich.  —  Sur  les  solutions  graphiques  approchées  de  la  duplication 
du  cube  et  de  la  quadrature  du  cercle,  par  le  D'  G.  Buonafalce. 

(383-391). 

Schlomilch  [O.].  —  Possibilité  et  réalisation.  (427-43o). 

L'auteur  n'admet  pas  l'impossibilité  de  s'api>nyc'r  sur  le  résultat  d'une  construc- 
tion géométrique  avant  de  savoir  effectuer  cette  construction.  Il  suffit  de  pouvoir 
démontrer  d'une  manière  quelcontiuc  la  possibilité  de  cette  construction. 

Problèmes  proposés  et  résolus.  (201-204,  284-288,  370-373,  43i- 
438). 
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PnoGUAMMES  scolaires  j^our  les  armées  1877  et  1878.  (77-79,  160- 
i()2,  243-247,  322   327,  400-402,  4-^(5-462). 


Tome  X;  1879. 
Sc/u'hven  (P.  i'.).  —  Le  flacon  de  Mariette.  (4-12). 
Baidej  [E.).  —  Remarque  critique.  {17-18). 

Il  ne  serait  pas  permis,  d'après  cette  remarque,  de  définir  une  puissance  (entière 
et  positive)  comme  un  produit  de  facteurs  égaux,  parce  que,  si  aaaaa  était  une 
puissance,  il  faudrait  dire  que  a-\-a-^a-\-a-\-a  est  un  produit,  ce  qui  ne  peut 
se  dire  que  de  ax  5.  Rien  n'est  plus  important  que  l'exactitude  et  la  précision  du 
langage:  mais  il  nous  semble  que,  poussées  jusqu'à  de  pareils  scrupules,  ces  qua- 
lités mériteraient  un  autre  nom.  Le  but  est  de  s'entendre,  et,  si  une  façon  de  parler 
universellement  usitée  est  claire  pour  tout  le  monde,  il  y  a  quelque  puérilité  à 
vouloir  la  changer. 

Treutlein  (P-)-  —  La  démonstration  du  théorème  de  Brianclion  et 
le  principe  de  dualité.  (89-98). 

Criinlher  [S.). —  Solution,  par  des  constructions  planes,  de  pro- 
blèmes élémentaires  d'Astronomie.  (99-ioy). 

La  réduction  d'un  problème  astronomique  à  une  construction  plane,  et  par  suite 
celle  du  calcul  des  éléments  à  une  question  de  Trigonométrie  recliligne,  est  toujours 
avantageuse  lorsque  les  éléments  du  problème  sont  des  arcs  de  petits  cercles. 

MaLthlessen  [L.).  —  Sur  une  antique  solution  du  problème  dit 
des  restes,  présentée  sous  la  forme  moderne.  (106-1 10). 

Ce  problème  consiste  dans  la  résolution  des  équations 
N  =  /«,  a\  -+-  ;■,  =:  7«„.r^_  -(-/•.,=  .  .  . , 
lesquelles  sont  en  nombre  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  inconnues. 

Schlegel  (/  .).  —  Sur  la  méthode  d'exposition  mathématique. 
(169-176). 

Meiitzner.  —  Sur  l'enseignement  de  la  Physique.  Un  Chapitre  de 
l'Acoustique.  (177-183). 

Hoffmann  [J.-C.-F".).  —  La  ix'forme  de  l'enseignement  des 
Sciences  mathématiques  et  physi({ues  dans  les  gymnases  de 
Prusse.  (184-190,  317-332,  4oi-4<>6). 

Treutlein.  —  Sur  le  théorème  de  Ihiaiichon.  (191-193). 
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Hegel [K.) —  Eloge  de  Cari- Anton  Brelschneidtr.  (237-242,310- 
3i4). 

Suivi  de  la  liste  de  ses  écrits. 

Edler  {Fr.).  —  Sur  les  niaxiuia  et  les  miiiima  dans  les   figures 
planes.  (  245-209  ). 

On  connaît  les  deux  Mémoires  publiés  par  Stciner  dans  le  Journal  de  Crelle, 
t.  XXIV,  sur  le  maximum  et  le  minimum  des  figures  dans  le  plan,  sur  la  sphère 
et  dans  l'espace  en  général.  La  méthode  de  Steiner  se  distingue  par  son  extrême 
simplicité.  !\Ialheurcusemeut  ses  démonstrations  sont  entachées  d'un  vice  commun, 
que  Lejeune-Dirichlet  signala  à  l'auleur  et  qui  rend  les  raisonnements  illusoires. 
Personne  jusqu'ici  n'avait  songé  à  faire  disparaître  cette  erreur;  M.  Edler  entre- 
prend cette  correction  dans  le  présent  travail,  en  se  bornant  au  cas  des  ligures 
planes . 

Konieh  {&.)■  —  Construction  fausse  du  pentagone  régulier.  (264- 
265). 

Bardej  [E.).  —  Equations  dont  les  racines  forment  une  progres- 
sion arithmétique  ou  géométrique.  (333-345). 

Weinmeister .  —  Addition    à  la  Note  p.  191  sur  le  tliéorème  de 
Brianclion.  (407-408). 

Kurz  {yi.).  —  Sur  le  cal(;ul  des  mouieuts  d'inertie.  (409)- 
Scliuster.  —  Encore  la  fornu;  -  et  l'égalité  7  =  i3.  (409-412). 

La  discussion  ne  semble  pas  près  de  finir  ! 

Hoffmann  {^J .-C .-V .\  —  Sur  un  problème  de  Sclilomilcli  et  sur 
le  théorème  de  Rulf.  (4i2-4i4)- 

Hoffmann  [J .-C.-F .).  —  Sur  les  démonstrations  inutiles.  (4'4" 

4i5). 

L'auteur  cite  comme  inutile  la  démonstration  de  cette  vérité,  qu'un  cercle  n'a 
qu'un  seul  centre.  Il  est  clair  qu'il  n'y  a  aucun  eflbrt  à  faire  pour  convaincre  de  ce 
fait  le  premier  venu;  seulement  il  n'y  a  aucun  inconvénient  d'expliquer  comment 
cette  vérité  dépend  d'autres  vérités  précédemment  admises,  et,  quoique  l'explication 
n'exige  pas  deux  lignes  d'écriture,  ce  n'en  est  pas  moins  une  démonstration.  En 
Géométrie,  les  démonstrations  ont  bien  moins  pour  but  d'imposer  la  conviction  des 
faits  que  de  relier  méthodiquement  ces  faits  entre  eux. 

PftOCLiiMES  proposés  Cl  résolus.  (iiS-iu),  19^-199,  266-269,346- 
352,  416-421). 
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Programmes  scolaires  pour  les  années  1878-1879.  (aia-aiS,  297- 
3oo,  382-383,  461-46-3). 


r^ACHMK  CpncKor  yiiciior  4py"ïTBa  (')•  y  Beorpa^y  y  ApiKaBHOj 
lUTaMnapiiJH. 

Tome  XXV;   1869. 

D.   Stoïaiiovitcli.  —  Le  théorème  de  Sturni.  (100-176). 
Résumé  des  travaux  sur  ce  théorème. 

Tome  XXVII  ;  1870. 

D.  Stoïanovitch .  —  Théorie  des  moindres  carrés.  (1-80). 
Exposé  des  travaux  anciens  et  récents. 

Tome  XLI;  1875. 
L.  Kléritch.  —  Problèmes  de  Cinématique.  (283-3 1 5). 

Quelques  problèmes  sur  les  notations  géométriques  et  leurs  applications;  sur  les 
sections  coniques  engendrées  parle  mouvement  d'un  mobile  dans  le  plan. 

L.  Kléritch.  —  Applications  de  Statique  graphique  à  la  résolu- 
tion des  problèmes  de  Géométrie. 

Le   polygone  des   forces   appliqué  à    la   résolution   des  problèmes  de  Géométrie 
élémentaire. 

Tome  XLIII;  1876. 
D.  Stoïanovitcli.  —  La  réfraction  de  la  lumière.  (173-237). 

Théorie  mathématique  de  la  biréfraction. 


(')  Recueil  des  Sldmoires  de  la  Soclclé  savante  serbe.  Belgrade,  à  l'imprimerie  de 
l'Etat.  Paraissant  en  un  ou  deux  volumes  par  an  et  contenant  des  Mémoires  sur  les 
Sciences  historiques  et  les  Sciences  exactes, 
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L.  KlériLch.  —  La  théorie  et  la  consliuclion  du  pantograpiie  po- 
laire ( conclioïdographe ) .  (238-260). 

Similitude  des  (i{;urcs  obtenues  par  lo  |ianto{i;raphe. 

Tome  XLIV;   1877. 

L.  Klévilch.  —  Point  d'application  et  grandeur  de  la  force  cen- 
trifuge d'une  surface  circidaire  qui  se  meut  autour  de  l'axe  ver- 
tical sous  un  certain  angle  et  avec  la  vitesse  angulaire  constante. 

(i53-i68). 

L'auteur  étudie  le  cas  d'un  cône  et  étend  ainsi  un  théorème  de  Weisbach  donné 
dans  sa  Mécanique  théorique . 

Tome  XLV;  1877. 

Tj.  Kléritch.  —  Application  de  Dynamique  graphique  à  la  Géo- 
métrie. (174-201). 

L'auteur  donne  la  théorie  de  l'hodographc  de  Hamilton  et  retrouve  d'intéressantes 
relations  entre  les  lignes  courbes  et  leurs  tanrrentes.  Le  terme  de  Dynamique  gra- 
phique est  eni|)li>yé,  à  tort  suivant  nous,  dans  le  sens  de  phoronomic. 

Tome  XLVI;  1878. 

D.  Stoïanovitch .  —  Diamètres  conjugués  de  l'ellipse  et  de  l'iiy- 
perbole  et  rayon  de  courbure  de  la  parabole.  (4-19)- 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Kléritch  retrouvés  par  des  procédés  purement 
géométriques. 

D.  Sloïanovitch .  —  Le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole. (20-41)- 

Suite  de  l'article  précédent. 

D.  Néchilcli.  —  Essai  de  quadrature  thi  cercle.  (177-214)- 

Par  un  jirocédé  in{;énieux,  l'auteur  démontre  une  l'ois  de  plus  l'impoisilùlilé  do 
la  solution  du  problème  de  la  ([uadralure  ilii  cercle. 

S.- 
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HAD  JUGOSLAVENSKE  Academije  znanosti  i  umjetnosti  u  Zagukbu  ('). 

Tome  XV. 
M.  Seculic.  —  Fluorescence  et  calorescence.  (77-86). 

Essai  d'une  théorie  matliémalique  de  ces  deux  phénomènes. 

Tome  XIX. 
s.  Subie.  —  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (12-61). 

Exposé  des  résultats  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

Tome  XX. 

31.  Sehulic.  —  L'aurore  boréale.  La  cause  de  l'électricilé  terrestre. 
(39-60). 

Tome  XXIII. 
M.  SeJiulic.  —  Recherches  sur  l'arc-en-ciel.  (75-80). 

Tome  XXIV. 
S.  Subie.  —  'Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (i5o-2661. 

Suite  du  Mémoire  inséré  au  tome  XIX. 

Tome  XXVI. 
M.  Sekulic.  — -  Physique  des  atomes  et  des  molécules.   (loq-iSa). 

Tome  XXIX. 
<^.  Subie. —  Théorie  dynauiique  des  gaz.  (i-i44)- 

Tome  XXXIV. 
yf.  Lashe.  — Sur  la  théorie  atomique.  (59-74)- 


(')  j4cCcs  de  l'académie  yougoslave  des  Sciences  et  des  j4rts,  Agrani.   Paraissant  en 
quatre  volumes  par  an  et  contenant  des  Mémoires  de  Sciences,  de  Lettres  et  des  Arts, 
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Tome  XL. 

S.  Subie.  —  Sur  les  moyens  que  nous  donnent  les  Sciences  mallié- 
matiqucs  pour  corriger  les  résultats  des  expériences  de  Physique. 

(45-ii5). 

Théorie  de  moindres  carrés,  interpolation,  etc. 

« 

K.  Zahradnik.  —  Sur  la  convergence  et  la  divergence  des  séries 
infinies,  (i 47-1 58). 

K.  Zahradnih.  —  La  connexion  des  logarithmes  népériens  avec 
les  logarithmes  naturels.  (iSp-iôS). 

K.  ZahradniJi.  —  Sur  quelques  courbes  obtenues  par  la  section 
du  cône.  (166- 171). 

S. 
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C.-A.-F.  Peters.  T.  XCIV,  n-  2-233--2'2ô6 ;  1878-1879.  —  121-129. 
Bulletins  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

T.  XLV-XLVl;  1878.—  i34-i38. 
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principales  bibliothèques  de  la  Belgique.  —  116-117. 
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Glasnik (Recueil  de  Mémoires  de  la  Société  savante  serbe).    T.  XXV-XLVl;    1869- 

1878.  —  237--i38. 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  jsar  J.  I.ioimlle  et  continué  par 

H.  Uesal.  3''  série.  T.  IV-V;   1878-1879.  —  .S-ig,  2i4-.)23. 
Journal  fiii'  die  reine  und  angewandte   Alathematik,  herausgegeben    von  C.-\V.   Bok- 

cnARDT.  T.  I.XKXIV-LXXXV;  1878.—   i(>8-iii,  i39-i'|.i. 

liiill.  (les  Sr/r>im  mri//i.,    V  Série,   t.   III:    1S79.  I{.  I<) 
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Mathemalische  Annalen,   heraiisgegeben   von  F.   Klein   iind    An.   Mateh.  T.  XII-XIII  ; 
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